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1. Introducdo a Teoria Geométrica da Medida...
2. Geometria Fractal...
3. Medidas de Hausdorff...
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O que é dimensao?

Estratégia do mini-curso: Apresentar idéias relacionadas a
dimens3o em dois contextos (geométricos) diferentes:

1. Analitico (Medidas de Hausdorff)

2. Algébrico/Ludico: trecos do filme ”Dimensions une
promenade mathématique””
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O CONCEITO PRIMITIVO DE DIMENSAO

1. Anos 80-90 (geragdo coca-cola): video games.

2. Graduagdo, Anos 00-10 (geracdo Bourbaki):Algebra Linear.



Dimensao em Algebra Linear

Menor niimero de vetores geradores do espaco.



Dimensao em Algebra Linear

Menor niimero de vetores geradores do espaco.

ou conceitualmente,

Nidmero de vetores geradores no espaco < Dimensao
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Nosso contexto de dimensao

A partir do conceito de ‘“volume”, “drea”, “comprimento”,etc
(medida) de Hausdorff.



Nosso contexto de dimensao

A partir do conceito de ‘“volume”, “drea”, “comprimento”,etc
(medida) de Hausdorff.

Volume <« Dimensao

Exemplos:
Circulo (comprimento): 27r?
Quadrado (4rea): L2

4
Bola R3(volume) : §7rr3
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UM BOM CONCEITO DE DIMENSAO...

... deve satisfazer algumas propriedades:

(i) dim(A) é bem definida para todo A C R?
(mais geralmente, subconjunto de RY).
(i) dim(A) <dim(B)se AC B
(iii) dim(AU B) = max{dim(A),dim(B)}
(iv) dim(UjenAi) = sup;cy dim(A;)
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UM BOM CONCEITO DE DIMENSAO...
... deve satisfazer algumas propriedades:

(v) dimw(A) = dim(A), onde w é uma semelhan¢a ou uma
aplicacao afim.
(vi) dim(A) =0 se A é um conjunto finito ou enumeravel.
(vii) dim(A) =2 se A é um aberto de R?
(igualmente, dim(A) = d se A é um aberto do RY)
(viii) dim(A) =1 se A é uma curva diferencidvel
dim(A) = 2 se A é uma superficie diferenciavel
dim(A) = d se A é uma variedade diferencidvel de dimensdo d
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ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

1. Definir um conceito de dimensdo para os conjuntos anteriores.

2. Entender como essa nogdo pode ser generalizada para
Fractais.



ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

1. Definir um conceito de dimensdo para os conjuntos anteriores.

2. Entender como essa nogdo pode ser generalizada para
Fractais.

Outros problemas relacionados:

3. Mudanca de Varidveis: Como entender rigosomente a
mudancga de varidveis de fungées R™ — R", m > n?



ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

Mudanca de Variaveis:

Nés conhecemos um exemplo muito simples: o Teorema de Fubini
pode ser considerado como uma mudanca de varidveis

z€ R™" - (x,y) € R™ x R", onde z = (x, y) e nés podemos
escrever

/R A2 Amia(2) = / ] ( / Flx, y)dAn(y)> (%)



ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

Mudanca de Variaveis:

Nés conhecemos um exemplo muito simples: o Teorema de Fubini
pode ser considerado como uma mudanca de varidveis

z€ R™" - (x,y) € R™ x R", onde z = (x, y) e nés podemos
escrever

/R A2 Amia(2) = / ] ( / Flx, y)dAn(y)> (%)

Evidentemente, n3o hd problema quando a mudanca de varidvel é
feita para um produto cartesiano. Mas, para o caso de uma
mudanca de coordenadas polares?



ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

Mudanca de Varidveis:

x € RY% — (r,0) € Ry x S™1
X

onde: r=|x|eo=—
]



ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

Mudanca de Varidveis:

x € R¥% — (r,0) € Ry x "1

[x]

Qual € o significa da expressdo do?

onde: r=|x|eo =



ALGUNS OBJETIVOS DESSE MINI-CURSO:

1. Dimens3o e Medidas em referéncias abstratas: Dado um
espaco métrico abstratamente (X, d) podemos refinir medidas
("volumes™) e dimensdo naturais para este espago?
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SEGUNDA-FEIRA: DIMENSAO EM ESPACOS razodveis
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Programa do Curso (Tentativa)

SEGUNDA-FEIRA: DIMENSAO EM ESPAQOS razodveis

(a) Medidas de Hausdorff
(b) Dimens3o de Hausdorff

TERCA-FEIRA: FRACTAIS

(a) Exemplos

(b) Calculo das dimensdes de certos fractais



Programa do Curso (Tentativa)

QUINTA-FEIRA: APLICACOES E PESQUISA

(a) Mudanga de Varidveis
(b) Dimens3o de Variedades

(c) Transporte Otimo, Sistemas Dinamicos, um resultado de
Cédric Villani (opcional)



Programa do Curso (Tentativa)

QUINTA-FEIRA: APLICACOES E PESQUISA

(a) Mudanga de Varidveis
(b) Dimens3o de Variedades

(c) Transporte Otimo, Sistemas Dinamicos, um resultado de
Cédric Villani (opcional)

Ao final de cada sera exibido um trecho do filme Dimension une
promenade mathématique
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Contrucao das Medidas de Hausdorff

Para fixar idéias pense na reta real R, e considere A C R

u(A) = inf { Z |l;| - A C Ujenl;, onde cada /; é intervalo aberto }
JjeN



Contrucao das Medidas de Hausdorff

Caso R?: Um calculo simples mostra que o volume de uma bola
d—dimensional é dado por

vol(B,(x)) = a(d)r?



Contrucao das Medidas de Hausdorff

Caso R?: Um calculo simples mostra que o volume de uma bola
d—dimensional é dado por

vol(B,(x)) = a(d)r
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Logo, uma maneira "natural” de definir uma medida d-dimensional
para o espaco R" é calcular, para A C R9,

onde a(d) =

14(A) = inf { 3 ald)r : AC UjenBr, () }
JjeN



Contrucao das Medidas de Hausdorff

pd(A) = 6Ii_r:”(l)inf { %a(d)rﬁ : AC UjenBr, (x) e re < e}
je



Contrucao das Medidas de Hausdorff
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je

Problemas:

1. Se tomarmos essa expressdo como definicdo de uma medida
de Hausdorff, ela ndo serd invariante por restricao.



Contrucao das Medidas de Hausdorff

pd(A) = Eli_rrcl)inf { %a(d)rﬁ : AC UjenBr, (x) e re < e}
je

Problemas:

1. Se tomarmos essa expressdo como definicdo de uma medida
de Hausdorff, ela ndo serd invariante por restricao.

2. Limite Existe 777



Contrucao das Medidas de Hausdorff

Definition (Medidas de Hausdorff)
Sejam ACR"” ed € R,. Definimos a Medida de Hausdorff
d-dimensional por

H(A) = lim inf { 3" a(d)r(C)? : AC UjenCx e diam(Cy) < e}
JjeN
no qual, Cx sdo subconjuntos arbitrarios do R",
d

r(Cx) = diam(Cx)/2 e a(d) = #il)'



Contrucao das Medidas de Hausdorff

H(A) = lim inf { 3" ald)r(Ce)? - AC UjenCi e diam(Ci) < e}
JjEN
Observacoes

(a) Observe que a fungio H? : A € P(R) — HY(A) € [0, 0], conforme
colocada anteriormente, estd bem definida.
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Contrucao das Medidas de Hausdorff

H(A) = lim inf { %a(d)r(Ck)d : A C UjenCy e diam(Cy) < e}
JE€

Observacoes

(a) Observe que a fungio H? : A € P(R) — HY(A) € [0, 0], conforme
colocada anteriormente, estd bem definida.

De fato, coloquemos
HE(A) = lim inf { zj;a(d)r(Ck)d : A C UjenCe e diam(Cy) < e}
JE

H9(A) é descrescente e limitada inferiormente (pelo 0), logo o
limite existe (e coincide com o supremo).



Contrucao das Medidas de Hausdorff

(b) E um bom exercicio verificar que a definicio de Medidas de
Hausdorff é imutavel se impusermos que os subconjuntos Cy sejam
abertos (resp. fechados).



mas, sobretudo,

(c) (Generalizagdo para espagos métricos) E imediato verificar que a
definicdo dada anteriormente pode ser facilmente generalizada para
um espago métrico qualquer. .



Proposition (medida de Hausdorff é uma medida de Borel)
Para todo d € R, a aplicacio H¢ é uma medida exterior sobre
R", e define uma medida sobre a c—algebra B(R") (subconjuntos
borelianos de R").
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EXEMPLOS

(i) H° é a medida da contagem.

(i) Sobre o conjunto dos numeros reais, H! é a medida de
Lebesgue (isto é, em intervalos é o comprimento).

(iii) Em R?, H!, é a medida de Lebesgue de um segmento de reta.

(iv) Se f:R" — R™ ¢é Lipchitz, entdo H9[f(A)] < kYHI[A], para
todo conjunto boreliano A C R".

(v) Pode-se mostrar que se | =[x, y]| é uma segmento de reta em
R? (n3o reduzido a um ponto), entdo [H]! = |x — y|, se
d=1,[H! =0, sed < 1; [H]!énio finito, se d > 1.



Propriedade Fundamental

Proposition
Seja [0,1["C R". Entdo H([0,1[") € nio finito, se d > n; finito se
d=n; e H([0,1[") =0, se d < n. Em particular,

1. sed < n, entdo H9[Q] = oo, para todo aberto Q C RY.

2. sed > n, entdo H? é identicamente nula.
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AO MENOS UMA DIMENSAO DA UMA MEDIDA NAO TRIVIAL!
Proposition
Seja A C R”, entdo

(i) Se HY[A] < oo para um certo d > 0, entdo H%[A] = 0 para
todo di > d;
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A0 MENOS UMA DIMENSAO DA UMA MEDIDA NAO TRIVIAL!

Proposition
Seja A C R", entdo

(i) Se H9[A] < oo para um certo d > 0, entdo H'[A] = 0 para todo
dl > d;

(i) Se HY[A] > 0 para um certo d < 0, entdo H%[A] = oo para todo
d» < d;

(i) para todo d > n, temos H9[A] = 0.
Dito de outro modo: Existe um dp real tal que a funcdo

d — HI[A] vale co quando d é estritamente menos que dy e, é
nula quando é maior que dp.



Dimensao de Hausdorff

Definition (Dimensdo de Hausdorff)

Seja A C R". A dimens3o de Hausdorff de A - denotada por
dimy(A) - € definida por

dimy(A) = inf{d; HI(A) =0} €]0,n]



Dimensao de Hausdorff

Definition (Dimensdo de Hausdorff)

Seja A C R". A dimens3o de Hausdorff de A - denotada por
dimy(A) - € definida por

dimy(A) = inf{d; HI(A) =0} €]0,n]

De maneira equivalente: dimy(A) é o dnico dp tal que
H9(A) = oo, para todo d < dy, e H(A) = 0, para todo d > dp.



