2 Elementos da Hidrodinamica

Neste capitulo, queremos apresentar algumas nogoes fundamentais da teoria dos
fluidos. Na fisica, a nogao geral de “fluido” engloba liquidos e gases. Trata-se de uma
teoria de campos particularmente simples e concreta, na qual o campo fundamental
é o campo de velocidades v cujo valor v(t,x) no instante ¢ e no ponto x indica a
velocidade de fluxo do fluido neste instante e neste ponto. Linhas de fluxo sdo curvas
cujo vetor tangente, em cada um dos seus pontos, coincide com o valor do campo
de velocidades neste ponto, num determinado instante ¢. Em termos matemaéticos,
séo curvas 7 — x(7) que satisfazem a equacao diferencial ordindria

j—m(r) = v(t,z(1)) . (2.1)
-

Para um campo de velocidades independente do tempo as linhas de fluxo sao
idénticas as trajetorias percorridas pelas particulas que constituem o fluido.

Para outros campos vetoriais, linhas de fluxo podem ser definidas de forma com-
pletamente andloga e, normalmente, sao chamadas linhas de campo. Geralmente,
os conceitos da dinamica dos fluidos, particularmente as equacoes de balanco a
serem discutidas a seguir, sdo de importancia fundamental para todas as teorias de
campos.

2.1 Equacoes de Balanco

Num fluido em escoamento, seja p(t,x) a densidade de massa e j(t,x) a densidade
de fluro de massa no instante t e no ponto x; portanto, p é um campo escalar e
j é um campo vetorial descrevendo o fluxo de massa através de superficies, por
unidade de tempo e por unidade de superficie. Mais exatamente, se introduzirmos
a taza de fluro de massa no instante ¢t através de uma superficie S, ug(t), podemos
representar a massa total atravessando a superficie S entre o instante ¢; e o instante
ty como a integral

m(ta, ) = /t2 dt ps(t) | (2.2)

t1
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enquanto que a fungio pg(t) é dada pela integral de superficie

ps(t) = / do - j(t, ) . (2.3)
s
A densidade de massa e a densidade de fluxo de massa sao relacionadas por
Jj = pv. (2.4)

Consideremos agora um volume fixo V' com bordo V. A massa total contida
em V no instante ¢ é

my(t) = /Vd3m p(t,x) .

Se no interior de V nao ha fontes ou sumidouros que criem ou aniquilem massa,
entao a massa contida em V' sé pode ser alterada por escoamento de massa através
do bordo 9V de V. Portanto, com orientacao da normal de OV para fora, vem

[ e = B0 = < pot) = - [ o it

=—/ﬁﬂvwwm,
Vv

onde no ultimo passo foi utilizado o teorema de Gauss. Como este argumento vale
para volumes V quaisquer, obtemos assim a equac¢ao de balanco ou equacdo de
continuidade para a massa,
dp
ot
que é a expressao matematica da lei da conservacao da massa.

Equacoes de balango podem ser formuladas nao apenas para a massa mas
também para outras quantidades extensivas com distribui¢ao continua no espaco e
dependéncia do tempo. Uma quantidade associada a um sistema fisico é chamada
extensiva se seu valor duplica, triplica, ... quando duplicamos, triplicamos, ... o
sistema. Exemplos sao a massa, o nimero de particulas, a carga elétrica, a energia,
o momento linear, o momento angular, a entropia, a energia livre, etc.; contra-
exemplos sao a temperatura ou a pressao. No entanto, quando formularmos uma
equagao de balango para uma quantidade extensiva qualquer a, temos que levar em
conta a possibilidade da existéncia de fontes ou sumidouros, que também podem
apresentar uma distribui¢cao continua no espago, assim como uma dependéncia do
tempo. Portanto, a forma geral da equacao de balanco ou equagdo de continuidade
para uma quantidade extensiva a é

dp

ot
onde p® é a densidade, j* é a densidade de fluxo e q* é a densidade de produgdo da
quantidade a; a dltima descreve entdo a taxa de criagao por fontes (¢* > 0) ou de
aniquilagdo por sumidouros (¢* <0) da quantidade a, por unidade de tempo e de
volume. Em termos de formas diferenciais, a equagdo (2.6) assume a forma

+ Vi =0, (2.5)

a

LV = g (2.6)

N

9p
ot

com as 3-formas p® = xp® e ¢* = xq® assim como a 2-forma j¢ = *xj*.

+dj = g, (2.7)
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A existéncia de fontes e sumidouros (¢* # 0) indica, em geral, que a quantidade
a nao é conservada ou, ainda, que o sistema fisico considerado nao é fechado.
De fato, uma quantidade extensiva a é chamada uma quantidade conservada e
a equacao de balanco correspondente é chamada uma lei de conservagao se, em
sistemas fisicos fechados, a correspondente densidade de produgao ¢ se anula, ou
seja, se vale
a
ai—l—Vja =0. (2.8)
ot
Sistemas fechados sao os sistemas fisicos que nao estao trocando quantidades ex-
tensivas com outros sistemas fisicos. Para um entendimento correto deste conceito,
é necessario observar que troca de uma quantidade extensiva a entre dois sistemas
fisicos 1 e 2 pode contribuir, em ambos os sistemas, tanto & densidade de fluxo j7
e j5 como & densidade de producao ¢f e ¢§. O primeiro caso ocorre quando os
dois sistemas estao localizados em regides separadas mas adjacentes no espaco e
a troca esta sendo efetuada por fluxo através da interface entre os dois, enquanto
que o segundo caso ocorre quando os dois sistemas se sobrepdéem no espaco, parcial
ou totalmente. Portanto, num sistema aberto, mesmo uma quantidade conservada
a pode ter uma densidade de produgao ¢* # 0, mas neste caso as fontes e os sumi-
douros que existem podem ser explicitamente identificados e atribuidos a um outro
sistema aberto que estd em interacao com o primeiro.

Como exemplo tipico, consideremos a troca de energia e momento entre um
conjunto de cargas elétricas (sistema 1) e o campo eletromagnético (sistema 2)
ao qual estdo sujeitos e que geram: energia e momento sé6 do sistema de
particulas carregadas, assim como energia ou momento s6 do campo eletro-
magnético, ndo sao conservadas — uma vez que, por exemplo, a troca de
momento entre os dois é expressdo da forca de Lorentz que o campo eletro-
magnético exerce sobre as cargas. Mas ambos os sistemas, 1 e 2, que se sobre-
pbem totalmente no espago, sdo subsistemas abertos de um sistema total
1+ 2 que é fechado, e portanto a soma das respectivas quantidades (energia
das particulas + energia do campo e momento das particulas + momento
do campo), esta sim, é conservada.

A titulo de exemplo de uma quantidade extensiva nao conservada, podemos men-
cionar a entropia S. No entanto, esta ocupa uma posicao hibrida entre quantidades
conservadas e nao conservadas, pois o segundo teorema fundamental da termo-
dinamica afirma exatamente que, em sistemas fechados, vale a desigualdade ¢° > 0,
ou seja, entropia pode ser criada mas nao pode ser aniquilada.

Ao contrario do que acontece no caso da massa, a relacdo entre o campo de
velocidades, a densidade e a densidade de fluxo de uma quantidade extensiva geral
a em fluidos pode ser complicada, pois o transporte da quantidade a pode se efetuar
por dois processos distintos.

a) Por convecgdo (transporte com o fluxo):
Isto gera a parte convectiva j&.., da densidade de fluzo, definida por

= pv. (2.9)

-
Jconv
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b) Por condugdo:
Isto gera a parte condutiva je,.q da densidade de fluxo que pode estar pre-
sente mesmo quando v =0 ou p® =0 — por exemplo no caso da condugao
térmica ou da conducao elétrica ao longo de um fio eletricamente neutro.

Portanto, a densidade de fluxo total é dada pela soma

ja = jgonv + jgond = pav + jgond ) (210)
e a equacao (2.4) pode ser vista como a afirmagdo de que, no caso da massa, nao
hé transporte por condugao.

2.2 Balan¢o de momento linear
e de momento angular

Formular a equacao de balango para o momento linear constitui um caso particular-
mente interessante e importante. Como o momento linear é uma quantidade de
natureza vetorial, teremos que estabelecer, separadamente, trés equagoes de ba-
lango: uma para cada componente. Escrevemos p! para a densidade do i-ésimo
componente do momento e jfz para o k-ésimo componente da densidade de fluxo
do i-ésimo componente do momento. Portanto, neste caso, a densidade ja é um
campo vetorial e a densidade de fluxo é um campo tensorial de grau 2.

Fontes do momento sao forcas externas que agem sobre o sistema, ou seja, a
densidade de producao de momento é a densidade de for¢a que denotaremos por f.
Com estas convencoes, a equacao de balan¢o para o momento torna-se

dpf
ot

A presenca de um campo gravitacional externo g, por exemplo, requer introduzir
uma densidade de forca f =pg.

A densidade de fluxo de momento possui uma outra interpretagao que é muito
importante, pois 0 momento atravessando uma superficie por unidade de tempo
pode ser visto como forca de pressao exercida sobre esta superficie. Mais exata-
mente, jZ descreve o i-ésimo componente da forca de pressio exercida sobre um
elemento de superficie com normal na k-ésima direcao e, portanto, a integral de
superficie

+ Ondin = fi- (2.11)

F, = /dak ik (2.12)
S

descreve o i-ésimo componente da forga de pressao exercida sobre uma superficie S
pelo fluxo de momento considerado. Se, em particular, S for o bordo 9V de um
volume V', a equacdo (2.12) pode ser reescrita na forma

F = / doy, i = /d% it (2.13)
ov 14

representando o i-ésimo componente da forca de pressao que o volume V exerce
sobre sua vizinhanca.
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Em fluidos, temos
o = pu, (2.14)

Jh = pvvg + oy (2.15)

onde p é a densidade de massa e o é a parte condutiva da densidade de fluxo
de momento, sobre a qual nao hd nenhuma informagao adicional dada “a priori”.
Segundo a interpretacao descrita acima, o representa as forgas de pressao que nao
sao geradas pelo escoamento das particulas do fluido, o que justifica chamar o o
tensor de pressao.

De forma completamente andloga a equagao de balanco para o momento linear,
podemos formular a equacio de balanco para o momento angular. Seja pl a densi-
dade do i-ésimo componente do momento angular e jiLk 0 k-ésimo componente da
densidade de fluxo do i-ésimo componente do momento angular.

Fontes do momento angular sdo torques externos que agem sobre o sistema, ou
seja, a densidade de producao de momento angular é a densidade de torque que
denotaremos por t. Com estas convengoes, a equacao de balanco para o momento
angular torna-se

dpf
ot

Para o escoamento de fluidos normais, podemos justificar as seguintes hipdteses:

+ Onjk = ti . (2.16)

a) Nao hd momento angular “interno”, ou seja, existe apenas momento angular
orbital. Isto significa que, para volumes suficientemente pequenos, o momento
angular ja é determinado pelo momento linear, segundo a férmula L = x X p.
Portanto, a densidade e a densidade de fluxo de momento angular podem ser
expressas em termos da densidade e da densidade de fluxo de momento linear,
respectivamente, como segue:

L P
P = CuTipPr o (2.17)
L .P
Jik = 1T ik - (2.18)
b) N&o hd torque “interno”, ou seja, existe apenas torque orbital. Isto significa
que, para volumes suficientemente pequenos, o torque ja é determinado pela

forca, segundo a féormula T = x x F'. Portanto, a densidade de torque pode
ser expressa em termos da densidade de forga, como segue:

ti = Gijl ij fl . (219)
Em particular, temos ¢ =0 quando f =0.

Na sua grande maioria, os sistemas encontrados na hidrodindmica e na mecanica
dos meios continuos satisfazem as hipdteses a) e b). Um contraexemplo seria um
sistema de particulas com spin e portanto com momento magnético, tal como um
gas de elétrons, dentro de um campo magnético externo.
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Sob as hip6teses a) e b), a equagao de balango (2.16) para o momento angular
implica
9pi P
T o + O ez din) = enzifi,
i.e.

8PLP P . P
€ij1 Lj ot + ik | + € din = €T fi-
Usando a equagao de balango (2.11) para o momento linear, concluimos que
P
€kt Jie = 0,

i.e.

P P

Jik = Tk (2.20)
afirmando que a densidade de fluxo de momento linear deve ser um campo tensorial
simétrico.

2.3 As equacgoes de Navier-Stokes
Em fluidos, temos, de acordo com as equagoes (2.15) e (2.20)
Jiw = PV + oy,

com um tensor de pressao simétrico o. Uma parte deste tensor pode ser facilmente
identificada: a pressdo escalar p providencia uma contribuicao isotrépica pd;r a ok,
ou seja, temos

O = POy, + Oy - (2.21)

A parte restante ¢’ do tensor de pressao o descreve friccdo interna no fluido.
Voltaremos a discutir este termo mais adiante.

Com as expressoes obtidas até agora, a equagao de continuidade (2.11) para o
momento linear no fluido torna-se

0
S0+ Ol s o) = 5

ou
0 ov;
a*i”i +p 81; +0; 0 (pvy) + pvy, Ov; + 0ip + 00y, = f; -
Usando a equagao de continuidade
0
8—;) + V-(pv) =0 (2.22)

para a massa (veja as equagoes (2.4) e (2.5)) podemos simplificar:

Ov;
14 <81l; + Ukakvi> + 81]? + 3kagk = f’i . (223)
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Um fluido ideal é, por definicao, um fluido no qual nao ha friccdo interna e,
portanto, vale o/ = 0. Neste caso, a equagao (2.23) se reduz & equagcao de Euler
para o escoamento de fluidos ideais:

p(aa:; + (v~V)v> +Vp = f. (2.24)

Os diferentes termos nesta equagao tém uma interpretacao simples. Primeiro, defi-
nimos para qualquer campo A um novo campo DA/Dt por

DA 04
Do) = (5 + @9)a) )
— lm At + Atz + v(t,x)At) — A(t, x) . (2.25)
At —0 At

DA/Dt é chamado a derivada substantiva de A; ela descreve a variagdo temporal
de A que observamos quando nos movimentamos junto com o fluido — ao contrario
da derivada parcial 0A/0t de A, que descreve a variagao temporal de A num ponto
fixo do espago. Em particular, Dv/Dt descreve a variagdo temporal de v, ou seja,
a aceleracao a qual esta sujeito um elemento de massa do fluido na sua trajetoria.
Ademais, —Vp é a forca de pressao agindo sobre um elemento de massa do fluido,
direcionada da regiao de pressao mais alta para a regiao de pressao mais baixa.
Assim, reconhecemos a equacao de Euler, escrita na forma

Dv

PE = f-Vp, (2.26)

como sendo a equagao de movimento de Newton para um fluido ideal. Usando a
identidade

vx (Vxv) = 1V - (v:V)v (2.27)
a equacao de Euler também pode ser escrita na forma
ov 9
p at+§V(v)—vx(va) +Vp = f. (2.28)

Faremos agora algumas hipéteses adicionais:
a) O fluido é incompressivel:
p(t,e) = p, = const. . (2.29)

(Obviamente, isto é uma aproximagcao 1til apenas no caso de liquidos, nao
no de gases.)

b) O escoamento é estaciondrio:

ov
5 = 0. (2.30)
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¢) O escoamento é irrotacional:

Vxv =0. (2.31)

d) A forga externa deriva de um potencial:

f=-Vo. (2.32)
Entao a equacao (2.28) torna-se
V (3pv® +p+9) = 0, (2.33)
ie.
1pgv® +p+¢ = const. . (2.34)

Esta é a bem conhecida lei de Bernoulli, expressando a lei da conservacao da energia
para fluidos ideais incompressiveis. (Se omitirmos a condigdo (2.31), a expressao
no lado esquerdo da equagao (2.34) serd constante apenas ao longo de cada linha
de fluxo.) O caso mais simples é o da hidrostdtica:

v=0. (2.35)
A equagao de Euler se reduz entao a condicao de equilibrio hidrostdtico
Vp = f. (2.36)

No campo gravitacional homogéneo, temos f = pg e, para fluidos incompressiveis
(veja a equagao (2.29))
V(- pog-m) =0, (2.37)
com a solucgao
p(x) = pog-x, (2.38)

que é o bem conhecido aumento linear da pressao com a profundidade. Finalmente,
segundo a equagao (2.13), o i-ésimo componente F; da forga de pressao exercida
pelo fluido sobre um corpo nele inserido é

Bo= - [ dnilh = - [ asodf (239)
oV Vv

Naturalmente, a distribuicao da pressao no interior de um corpo inserido no fluido
é diferente da que encontrariamos na auséncia do corpo. A 1ltima equagao mostra,
porém, que o resultado s6 depende dos valores da densidade de fluxo de momento
na superficie 9V da regiao do espago ocupada pelo corpo. Portanto, para calcular
a integral nesta equacao, podemos empregar uma campo tensorial qualquer, desde
que tenha os valores corretos na superficie OV de V. No presente caso, podemos
usar j5, = pd;. e obtemos

Opite = 0p = pog; ,
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com o resultado
F=—plVlg, (2.40)

onde |V| é o volume da regido V: isto é a bem conhecida lei do empuzo de Arqui-
medes.

Finalmente, queremos levar em conta os efeitos da fricgao, que se manifestam
no tensor de friccio o', a parte do tensor de pressao o introduzida na equacgao
(2.21). Fricgdo é uma conseqiiéncia do movimento relativo entre as particulas do
fluido e portanto sé pode existir quando O;vy # 0.

A hipdtese mais simples é a de uma dependéncia linear entre o tensor de friccao
o}, e o gradiente do campo de velocidades 9;v,. O campo tensorial simétrico de
grau 2 mais geral que depende de forma linear e rotacionalmente covariante de 0;vy,
é

o = — 1 (aﬂ)k + Opv; — %@k@%) = (40,0, , (2.41)

onde j4 separamos a parte O.v, responsavel pelas deformagoes do fluido que al-
teram o volume. A quantidade 7 se chama viscosidade e a quantidade ¢ viscosidade
de volume. Fluidos que satisfazam a simples lei (2.41) sao chamados fluidos Newto-
nianos. Para fluidos ndo-Newtonianos (tais como sangue, mel, areia himida etc.),
no entanto, a relagéo entre o}, e d;v, pode ser muito mais complicado.
Substituindo a equagao (2.41) na equagao de continuidade (2.23) para o mo-
mento e supondo que 7 e ¢ sao constantes, obtemos as equacoes de Navier-Stokes:

p (881; + (v-V) v) +Vp —nlv —(3n+¢)V(V-w) = f. (2.42)

Em conjunto com a equagdo de continuidade (2.22) para a massa, sdo quatro
equagoes para cinco fungoes a serem determinadas: v, p, p. Portanto, o sistema
ainda é subdeterminado, até que seja exibida uma quinta equagao, por exemplo na
forma de uma equacao de material

p =p(Tp), (2.43)

onde T é a temperatura. Mesmo assim, o sistema permanece subdeterminado —
exceto quando mudangas de temperatura podem ser negligenciadas. Caso contrério,
devemos levar em conta também os efeitos da condugao do calor.

As equagoes de Navier-Stokes sdo as equagoes fundamentais da hidrodindmica.
Devido ao fato de serem nao-lineares, sua solucao é extremamente dificil e, em
situagoes gerais, impossivel. Atualmente, o entendimento de fendmenos especiais,
principalmente o da turbuléncia, é tema da pesquisa. Uma discussao de questoes
desta natureza ultrapassaria os limites de um texto introdutério e deve ser reservada
para a literatura mais avangada.



