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1. Vimos em aula que, para toda f : X — X continua (X um espago
métrico, digamos) temos

Per(f) C R(f) < L(f) € Q(f) -

Dé exemplos mostrando que cada uma das inclusdes acima pode ser estrita.
2. Sejam (X, f) e (Y,g) sistemas dinamicos e 7 : ¥ — X uma semi-
conjugacao (i.e., mog = fom)— em outras palavras, (X, f) é um fator de

(Y. 9).

(i) Mostre que se y € Y é periddico para g, entao m(y) € X é periédico
para f. Em outras palavras, 7(Per(g)) C Per(f).

(ii) Dé um exemplo em que existe x € Per(f) tal que 7~ !(x)NPer(g) = O.

3. Encontre todos os pontos fixos da chamada transformacdo de Gauss
T :10,1] — [0,1] dada por T'(0) =0 e

r = |1 vero

x
[Aqui, |w] = maior inteiro < w.] Mais geralmente, encontre todos os pontos
periédicos de T.
*4. Seja f : [0,1] — [0,1] a transformagao linear por partes da figura 1.
Prove que f possui pontos periddicos de qualquer periodo.
5. Prove que para todo compacto K C [0, 1] existe f : [0, 1] — [0, 1] continua
(ou mesmo C*) tal que Fix(f) = K. Sob quais condi¢oes em K uma tal
transformacao pode ser analitica real?
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Figura 1: Uma transformacao unimodal linear por partes.

6. Subshifts de tipo finito. Seja A = (a;;) uma matriz k x k tal que a;; €
{0,1} para todo par (i,5) com 0 <i,j < k — 1. Considere o conjunto

Ya = {z=(): age,, =1,VieN} C Qf,

onde Q;‘ ={0,1,...,k— 1}N é o espago de todas as sequéncias unilaterais
em k simbolos (0,1,...,k — 1), com a topologia produto (sendo cada fator
{0,1,...,k — 1} munido da topologia discreta).!

(i) Prove que X4 é um subconjunto compacto de Q,Jg

(ii) Prove que 0(34) C 4, onde o : Qf — QO é o shift (deslocamento)
unilateral dado por o((x;)) = (7441).2

(iii) Seja 04 = o|x, a restrigdo do shift o ao subespago invariante ¥4, e
considere o sistema dinamico (X 4,04). Prove que, para todon > 1, o

!Note que o espaco Qg é metrizavel. Por exemplo, a funcao p : Q;r X Q;r — RT
!
dada por p(w,w’) = Jwn = wn|

neN kn
topologia produto.
20 leitor pode verificar facilmente que o shift ¢ é uma transformacio contfnual

define uma métrica em Q: que é compativel com a



conjunto Per, (o 4) tem cardinalidade igual ao tra¢o da matriz A™. Ou
seja, o niumero de pontos o 4-peridédicos de periodo n é igual a tr(A™).

(iv) Suponha que exista m € N tal que todas as entradas da matriz A™
sejam positivas. Prove que Per(oc4) = ¥ 4. Prove também que, neste
caso, o sistema dinamico (X 4,04) é transitivo.

7. Seja o : Q: — Q;: o shift em k simbolos definido no exercicio anterior.
Mostre que o conjunto dos pontos z € Q) cujas érbitas Of (z) = {o"(z) :
n > 0} s@o densas em Q;r é nao enumeravel.

8. Sejam (X, f) e (Y,g) sistemas dindmicos com X,Y espagos métricos
compactos, e suponha que (X, f) é um fator de (Y, g).> Prove que h(f) <
h(g)-

9. Sejam (Y,dy) e (Z,dz) espagos métricos compactos, e considere X =
Y X Z com a métrica

dX((yaZ)’(y/’Z,)) = max{dy(y,y'),dz(z,z')} :

Dada g : Y — Y continua, dizemos que f : X — X é uma extensao
isométrica de g se (i) mo f = gom, onde 7 : X — Y é a projegdo canodnica
sobre o primeiro fator (w(y,z) = y); e (ii) Va,2’ € X tais que 7(x) = w(a’),
temos dx (f(z), f(2')) = dx(z,2"). Prove que se f : X — X é uma extensao
isométrica de g : Y — Y, entdo h(f) = h(g), ou seja, f e g possuem a
mesma entropia topoldgica.

10. Seja f : T? — T2 a transformagao do toro bidimensional T? = R?/Z?
dada por

flx,y) = (+a,y+a) ((modZ?),

onde o € R ¢ irracional.
(i) Mostre que f é um homeomorfismo.

(ii) Prove que se U,V C T? sdo abertos nio vazios, entdo existe n > 0 tal
que fM(U)NV # Q.

(iii) Deduza que f é um homeomorfismo minimal (em particular, f é to-
pologicamente transitivo).

3 Assumimos tacitamente que f e g sdo continuas, e que a semi-conjugacéo entre (Y, 9)
e (X, f) é continua.



11. Prove que o homeomorfismo f : T2 — T? do exercicio anterior tem
entropia topoldgica igual a zero. [Sugestao: Use o resultado do exercicio 8.]

12. Dé um exemplo de homeomorfismo f : X — X com X um espago
métrico compacto tal que d(f"(x), f*(y)) — 0 quando n — oo, para quais-
quer z,y € X.

13. Sejam X um espaco métrico compactoe f : X — X um homeomorfismo.
Prove que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O sistema dindmico (X, f) é minimal.

(2) Para todo € > 0, existe N = N(e) € N tal que, para todo z € X, o
conjunto {z, f(z),..., fN(x)} é e-denso em X.

(3) Para todo U C X aberto nao-vazio, existe n € N tal que

U rFo)y=x.

k=—n

14. Calcule a entropia topoldgica da transformacio f : T? — T2, do toro
tridimensional T3 = R3/Z3, dada por

fl@,y,2) = (@, +y,y+2) ((modZ?).

15. Construa um exemplo de transformacao continua f : X — X (num
espago métrico compacto) que tem entropia positiva mas nao possui pontos
periddicos.



