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1 Teoremas de Fubini e Lebesgue-Radon-Nikodym

1 [e.e]
- = / e_my dy )
x 0
(i) Use a identidade acima e o teorema de Fubini para calcular a integral

// e "sinxdxdy ,
R

onde R = [0,b] x [0,00), de duas maneiras diferentes.

1. Considere a identidade

valida para todo z > 0.

(ii) Deduza de (i) que

lim
b—oco Jo x

(iii) A fungao g : [0,00) — R dada por

sin x

g(z) =— Ve #0; g(0)=1,

é integravel em [0,00)? Justifique.

2. Seja p uma medida de Borel finita em R, e seja f : R — R a funcao dada
por f(x) = p((—o0,z]). Prove que para todo ¢ € R temos

| e+ = 5@l de = anf®)
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3. Dé exemplo de uma funcao f : [0, 1] x [0,1] — R integravel Lebesgue tal

. /Oa{/olf@,y)dy] dr =0 ; /01[/0bf<x,y>dy] dr =0

para quaisquer 0 < a,b < 1 e que no entanto seja ndo nula num conjunto
de medida (bidimensional) de Lebesgue positiva.

4. Seja f : R? = R a funcao dada por:
1l sex>0ex<y<z+1;

flayy) = -1 sex>0ex+1<y<az+2;
0 nos demais pontos (z,y)

Prove que as fungoes x — f(z,y) (paracaday € R) ey — f(z,y) (para cada
x € R) sao integraveis Lebesgue, e que as integrais iteradas de f existem
mas sao distintas, isto é,

/R/Rf(x’y)dxdy a /R/Rf(w,y)dyd:c.

Por que isto nao contradiz o teorema de Fubini?

5. Sejam X =Y = [0,1] e seja B a o-algebra de Borel de [0,1]. Considere
os espagos de medida (X, B, u) e (Y,B,v), onde p é a medida de Lebesgue
e v é a medida da contagem. Se A = {(z,z) : z €[0,1]} C X xY é a
diagonal, mostre que a integral de xyaA no espago produto,

/ xad(p®@v),
XxY

bem como as integrais iteradas

//)mxydv ) du(x //)mxydu (z)dv(y) ,

sao todas distintas. Por que isto nao contradiz o teorema de Fubini?

6. Seja (X, .A) um espaco mensuravel e sejam v uma medida com sinal finita
e u uma medida positiva, ambas definidas em (X,.A). Prove que v < u se
e somente se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

VEeA, pulPF)<d = |v(E)|<e.

7. Mostre que a conclusao do exercicio 6 pode ser falsa se a medida com
sinal v ndo for finita. [Sugestdo: Considere X = (0,1) com a o-algebra de
Borel e tome dv(z) = dx/x e du(x) = dz.



8. Sejam v uma medida com sinal e u uma medida positiva, ambas definidas
num mesmo espago mensuravel (X, A). Prove que v < p se e somente se
vt < per < p.

9. Seja v uma medida com sinal num espago mensuravel (X, .4). Prove que
para todo F € A temos:

WI(B) = Sup{‘/Efdv

10. Regra da cadeia para a derivada de Radon-Nikodym. Dados um espago
mensuravel (X, A) e trés medidas positivas p, v, p definidas nesse mesmo
espaco, suponha que v < e p < v. Prove que p < u e que

dp  dp dv

dp  dv dp’

: f mensurdvel, |f| <1} .

11. Esperanca condicional. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e B C A
uma sub-o-dlgebra. Suponha que f é uma fungao nao-negativa A-mensurdvel,
e seja vy a medida definida em (X, B) dada por

yf(B)z/deu, VBeRB.

Seja px = u|g a restricao da medida p a sub-o-algebra B.
(i) Prove que vy < puy;

(ii) Seja g = dvy¢/dus a derivada de Radon-Nikodym de vy em relagao a
1%, € observe que g é B-mensuravel. Prove que

/gdu:/fd,u, VBeB.
B B

A fungao g é chamada de esperanca condicional de f com relacao a B,
e escrevemos g = E(f|B).

(iii) Se f é integrével em (X, .A, ) mas nao necessariamente nao-negativa,
definimos:

E(f|B) = E(f"|B) —E(f[B) .
Prove que f = E(f|B) se e somente se f é B-mensuravel.

iv) Prove que se h é uma outra funcao B-mensurdavel tal que [,hdu =
pltap
Jg [ dp para todo B € B, entao h = E(f|B) em u-qtp.



2 Fungao maximal de Hardy-Littlewood

12. Seja f € L'(R") e suponha que f ndo é nula em A-qtp. Prove que
existe uma constante ¢ > 0 tal que
c

f*(x)zw7 V‘IL’|21,

onde f* = Mf é a funcdo maximal de Hardy-Littlewood associada a f.
Deduza que f* nao é integravel.

13. Seja f: R — R a funcao dada por

1
— se 0 < |z| < 1
z|(log |x|)? -2
0 caso contrario .

(a) Prove que f é integravel.
(b) Prove que existe uma constante ¢ > 0 tal que

fa) > ————, Vo<|z[<

- 1 b)
|z| log <>
||

(c) Deduza que f* = M f nao é localmente integravel neste exemplo.
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3 Diferenciabilidade, funcoes de variacao limitada
e funcoes absolutamente continuas

Nos exercicios abaixo, denotamos por BV [a,b] a classe de todas as fungoes
f :la,b] = R que tém wvariagao limitada em [a,b]. A saber, se a < zp <
1 <--<azy<beP ={xy,z1,...,xN}, escrevemos

N

Var(f;P) = Z\f(%) — f(wiza)],

=1

e definimos a variagdo de f em [a,b] como sendo Var(f) = supp Var(f;P).
Se Var(f) < oo, dizemos que f tem varia¢do limitada.

Se f :[a,b] — R, dizemos que f é absolutamente continua se para todo
e > 0 existe § > 0 tal que, se (a;,b;), i = 1,2,..., N sdo sub-intervalos de



[a, b] dois a dois disjuntos e SN | (b;—a;) < 8, entdo S | | f(a;) — f(bi)] < e.
Denotamos por ACla, b] a classe das funcoes absolutamente continuas defi-
nidas em [a, b]. observe que toda funcao absolutamente continua é necessa-
riamente uniformemente continua.

14. Prove que toda funcao de variacao limitada f € BVa,b] pode ser
escrita sob a forma f = ¢ — 4, com ¢, 9 : [a,b] — R fungdes mondtonas
nao-decrescentes.

15. Seja f : [a,b] — R uma fungao Lipschitziana, isto é, tal que
[f(z) = fy)] < M|z —y|
para alguma constante positiva M. Prove que f € BV]a,b).
16. Sejam «, 8 > 0 e considere a fungao f : [0,1] — R dada por f(0) =0e

1
— (e7pe] .
f(z) = z%sin <x5> , Ve £0 .
(a) Determine todos os valores de «,  para os quais f € BV|0, 1].
(b) Verifique que se « =2 e 3 = %, entdo f € BV[0,1], f’ existe mas é
ilimitada em [0, 1].

17. Mostre que BV[a,b] é uma dlgebra sobre os reais. Em outras palavras,
mostre que se f,g € BV[a,b] e « € R, entdo as fungoes af, f +g e fg estao
em BV]a,b.

18. Prove que toda fungao absolutamente continua em [a,b] é de variagao
limitada em [a, b], ou seja, AC[a,b] C BV]a, b].

19. Se f € AC|a,b], escreva f = ¢ — 1 como no exercicio 14 (com ¢, 1
mondtonas nao-decrescentes). Prove que ¢ e 1 sdo absolutamente continuas.

20. Seja F': [a,b] — R uma fungao nao-decrescente. Como vimos em aula,
F' é derivavel em Lebesgue quase todo ponto. Prove que

/bF’(x) do < F(b)— Fla) .

Dé um exemplo para mostrar que a desigualdade acima pode ser estrita.

21. Suponha que F : [a,b] — R é absolutamente continua. Prove que F’(x)
existe em Lebesgue-qtp = € [a,b] e que

b
/ F'(z)dr = F(b)— F(a) .



