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1. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida qualquer e f € L'(u). Prove que
para todo € > 0 existe § > 0 tal que [, |f|du < € para todo E € A com
u(E) < 6.

2. Seja (X, A, u) um espaco de medida com p(X) < oco. Se f é uma fungao
mensuravel em X, prove que f é integravel se e somente se a série

Y u({z e X [f(x)] = n})
n=1

converge.

3. Considere no intervalo [0,1] a medida de Lebesgue A\. Todo z € [0,1]
admite uma expansao decimal da forma

Tn
x = —
n
=10
onde z,, € {0,1,...,9} para todon > 1. De fato, tal expansao é inica exceto

quando x = p/ 10% com p inteiro: um tal = admite duas expansoes distintas
(neste caso, considere a expansao com x,, = 9 para todo n suficientemente
grande). Considere o conjunto

K ={ze€0,1]: 2, #7,Vn>1},

e defina f:[0,1] = R por f(z) =0sexz € K e f(z) =min{n: z, =7} se
x €[0,1] \ K. Prove que f é mensurdvel Lebesgue e calcule f[o i fdX
4. Seja f : R — R uma fungao integravel Lebesgue, e considere as seqiiéncias

(n)n>1 € (¥n)n>1 definidas por ¢, = fX|_pn) € P = min(f, n), respectiva-
mente. Prove que

lim /|f—¢n|d)\: lim/]f—q/}n|d)\:O.
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5. Utilizando o teorema de Beppo-Levi, calcule

1 1 2
/ (ng) dx .
0 1—=x

6. Mostre que para todo n > 0 temos

: F x\k
lim " (1 — —> dx = n!
k—o0 0 k
7. Sejam fr, ' R—>R,n=1,2,...,e f: R — R fungoes integraveis Lebesgue

tais que
1
/\fn—fyd)\ <L vnx1.
R n

Prove que f, — f Lebesgue-qtp.
8. Seja fn : [0,1] — R, n > 1, uma seqiéncia de fun¢oes mensurdveis
Lebesgue tais que

1
[ 1n@P s <100, vaz1,
0

e tais que f,, — 0 Lebesgue-qtp em [0, 1]. Prove que

n—oo

1
lim/0 |fu(x)|dz = 0.

[Sugestao: Utilize o teorema de Egoroff e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.]

*9. Construa uma funcao f : [0,1] — [0, 1] com as seguintes propriedades:
(1) f é uma bijecao.

(2) E C[0,1] é mensuravel Lebesgue se e somente se f(E) é mensurdvel
Lebesgue.

(3) Se E C [0, 1] é mensuravel Lebesgue, entao A\(f(E)) = \(E)

*10. Construa uma fungdo mensuravel Lebesgue f : R — R, ndo-negativa,
com a propriedade de que ff f d\ = oo para quaisquer a < b.

11. Seja (X, A, ) um espaco de medida qualquer. Prove a seguinte versao
generalizada do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Sejam
fr>Gns f,9 € LY () (n = 1,2,...) e suponha que as seguintes condicdes sdo
satisfeitas:



(1) fo = f € gn — g p-qtp;
(i) |fn| < gn para todo n > 1;
(ili) [y gndp — [y gdp.

Entao fX fndy — fodu.

12. Seja f a funcao dada por f(x) = 272 para 0 < x < 1, e f(z) =0
para = ¢ (0,1). Seja {r, : n > 1} uma enumeracao dos racionais, e defina
g: R — [0, 00] por

[SIE

g(x) = 22_"f(x—rn) .
n=1

(i) Prove que g é integravel Lebesgue; em particular, a série acima con-
verge para Lebesgue quase todo ponto xz € R.

(ii) Prove que g é descontinua em todo ponto, e que de fato g é ilimitada
em qualquer intervalo (ndo-degenerado) da reta.

(iii) Prove que g2 = g - g ndo é integravel Lebesgue em nenhum intervalo.

13. Seja (X, A, 1) um espago de medida com u(X) < co. Se f,g: X — C
sao fungoes mensuraveis, defina

_ 1f — gl
p(f.9) = /Xlﬂf_g‘dﬂ.

(i) Prove que p é uma métrica no espago M(X, C) das fun¢oes mensuraveis
complexas definidas em X maddulo a relagao de equivaléncia que identi-
fica duas funcoes se elas assumem os mesmos valores em p-quase todo
ponto.

(ii) Prove que uma seqiiéncia (f,,) em M(X, C) converge para f € M(X, C)
na métrica p se e somente se f,, — f em medida.

14. Sejam f, (n > 1) e f func¢dées mensuraveis num espaco de medida
(X, A, n). Prove que f, — f em medida se e somente se para todo ¢ > 0
existe NV € N tal que

pHrze X |fulzx)— flx)|>€}) <e, Yn>N.



*15. Segundo Lema de Borel-Cantelli. Seja (X, A, ) um espago de pro-
babilidade (ou seja, u(X) = 1). Um elemento E € A é chamado, na lin-
guagem probabilistica, de evento. Dado um evento E escrevamos, por con-
veniéncia notacional, E° = E¢ e E! = E. Dizemos que os eventos E, € A,
n=1,2,..., sao independentes se para quaisquer n; < ng < --- < ni e toda
k-upla (i1, g, ...,4;) € {0,1}* temos

w (Bl NER 0 NE) = p(B)u(ER) - u(EL) -

(i) Utilizando o teorema da convergéncia dominada, prove que se FE,, € A,

n =1,2,..., sao independentes, entao
oo oo 1
/ HQ*XEn(m) du(z) = H <1 — QM(En)) )
X n=1 n=1
(ii) Deduza de (i) o segundo lema de Borel-Cantelli: se os eventos E,, € A,
n=1,2,..., sao independentes e Y 7 | u(Ey) = oo, entdao com proba-
bilidade 1 uma infinidade dos eventos E,, ocorre simultaneamente, ou
seja

w(limsup E,) = 1.
(iii) Prove a afirmacao em (ii) sem utilizar integracao.

(iv) Dé um exemplo para mostrar que em (ii) a hipdtese de independéncia
nao pode ser removida.



