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1 Algebras e o-algebras.

1. Dada uma seqiiéncia (E,),>1 de sub-conjuntos de um conjunto X, sejam

E,=liminf E, = G ﬁ Ey

n=1k=n

o0 o0
E* =limsupE, = (] | Ex

n=1k=n

Mostre que para todo z € X temos:!

Xe.(r) = liminf xg, (x) ,

bem como
Xe+(x) = limsup xg, (x) .

2. Seja § uma o-élgebra infinita.

(i) Prove que S contém uma seqiiéncia infinita de elementos (conjuntos)
dois a dois disjuntos.

(ii) Prove que a cardinalidade de S é maior ou igual & cardinalidade do
continuo.

1Se A C X é um conjunto, denotamos por xa a funcdo indicadora ou caracteristica de
A, definida por xa(z) =1 para todo z € A e xa(z) =0 para todo z € X \ A



3. Mostre que uma &lgebra A C P(X) ¢ uma o-dlgebra se e somente se A
é fechada por unides enumeraveis crescentes.

4. Dizemos que um subconjunto F de um espacgo topolégico X possui a
propriedade de Baire se E = GAP, onde G C X é aberto e P C X ¢
magro.> Prove as seguintes afirmacoes.

(i) Um conjunto E C X possui a propriedade de Baire se e somente se
E = FAQ, onde F C X é fechado e Q C X é magro.

(ii) Se E C X possui a propriedade de Baire, entdo E¢ também possui.

(iii) A classe Ba(X) ={E C X : E possui a propriedade de Baire } é uma
o-algebra.

(iv) A o-élgebra Ba(X) é gerada pelos abertos de X juntamente com os
subconjuntos magros de X.

2 Espacos de medida. Medida de Lebesgue na

reta.
5. Seja (X, .A) um espago mensuravel, e sejam py, pa, . . . , by, medidas defini-
das em (X,.A). Suponha que ay, as, ..., a, sao nimeros reais nao-negativos.

(i) Mostre que u = aypy + agpg + - -+ + app, ¢ uma medida em (X, .A).

(ii) Se pj, j = 1,...,n, sao medidas de probabilidade, dé uma condicao
necessaria e suficiente sobre os coeficientes a;, j = 1,...,n, para que
1 também seja uma medida de probabilidade.

6. Seja (X,.A) um espago mensuravel, e seja p : A — [0,1] uma fungao
finitamente aditiva. Prove que p é uma medida se, e somente se, a seguinte
propriedade é satisfeita: Para toda seqiiéncia descendente?® (A;)n>1 de ele-
mentos de A com N9 A, = @, temos lim,, o0 pt(Ay) = 0.

7. Seja A,, uma seqiiéncia de subconjuntos de um conjunto X. Dizemos que
A, converge para um conjunto A C X, e escrevemos A, — A, se

liminf A, = limsup A4, = A .

2Dizemos que P é magro, ou de primeira categoria de Baire, se P esta contido numa
reunido enumerdvel de fechados de interior vazio.
3Dizemos que (Ap)n>1 é descendente se Ay, O Apy1 D foralln > 1.



Seja agora (X, A, u) um espaco de medida com p(X) < co. Se A, A, € A
(n>1)e A, — A, entao pu(A) = limy, 00 p(Ap).

8. Seja (X, S, p) um espago de medida, e fixe F € S. Defina ug : S — R
por pug(A) = u(ANE). Prove que pug é uma medida.

9. Seja (X,S, ) um espago de medida com pu(X) < oo. Prove a férmula

geral de inclusdo-exclusdo: Se Ai, Ao, ..., A, € S, entéo
m (U AZ-) = (A =) (AN A+ Y p(Ain AN A) —
i=1 i=1 i<j i<j<k

o (=D)L u(A N AN N Ay .

10. Seja (X, S, 1) um espago de medida, e suponha que E € S é o-finito, ou
seja, B = U | E, com E, € S e u(E,) < co para todon > 1. SejaC C S
uma colegao de conjuntos dois a dois disjuntos. Prove que a sub-colecao
{CeC: u(ENC)+#0} é enumeravel.

11. Seja p* uma medida exterior em X. Se A, Ao, ..., Ay, ... sd0 u*-
mensuraveis e dois a dois disjuntos, entdao para todo £ C X temos

p(EN(URLA4) = > p (BN Ay)
n=1

12. Seja (X, S, 1) um espago de medida com p(X) < oc.

(i) Considere a relagdo ~ em S definida abaixo:
fEFcS then E~F < u(EAF)=0.

Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia.

(ii) Seja p:SxS — R dada por p(E, F) = n(EAF). Prove que p é uma
semi-métrica. Em particular, p induz uma métrica p em S =S/ ~.

*(iii) Prove que (S, p) é um espago métrico completo.



13. Seja A a medida de Lebesgue em R, e seja £ C R mensurdvel com
AE) >0

(i) Mostre que para todo 0 < o < 1 existe um intervalo aberto I com
MENI) > aX({).

(ii) Prove que o conjunto E — E = {z—y : z,y € E} contém um intervalo
da forma (—e¢,€) com € > 0 suficientemente pequeno.

14. Seja V' C R o conjunto de Vitali descrito em aula. Prove que se £ C V
é mensuravel Lebesgue, entao A(E) = 0 (onde A é, como antes, a medida de
Lebesgue).

15. Prove que se £ C R é mensuréavel Lebesgue com medida positiva, entao
FE contém um conjunto nao-mensurivel Lebesgue.



