MAT 5798 — Medida e Integracao
Exercicios de Revisao de Espacos Métricos

Prof. Edson de Faria

30 de Margo de 2014

Observagao: O objetivo desta lista é motivar uma revisdo dos conceitos
e fatos basicos sobre Topologia de Espacos Métricos que serao utilizados
livcemente ao longo do curso.

1. Seja d : R® x R® — R a funcao dada por

d(l‘,y) = max{|x1 —3/1’, ’552—92‘» tee ‘xn_yn” )

onde x = (r1,2,...,%y) ey = (Y1,Y2,---,Yn). Mostre que d é uma métrica,
e fagca um esbogo da bola de centro na origem e raio 1 nessa métrica.

2. Quais das seguintes funcoes d : R x R — R™ definem métricas em R?

(i) d(z,y) = (z —y)° (iil) d(z,y) = |z — 3y

|z — |

(i) d(x,y) = ]z —y W) d@y) ==y

3. Dado um conjunto infinito X, seja d : X x X — R* a funcao dada por
d(z,y) =0sexz =y ed(x,y) =1sex #y. Mostre que d é uma métrica.
Quais subconjuntos do espago métrico resultante (X,d) sao: (i) abertos?
(ii) fechados? (iii) compactos?

4. Seja X um espago métrico. Se {z,} e {yn} s@o sequéncias convergentes
em X tais que x, — x e y, — y, mostre que d(xn,yn) — d(z,y).

5. Seja X é um espaco métrico. Denotamos por int(E) o interior do con-
junto E C X, ou seja, o conjunto de todos os x € F para os quais existe
uma vizinhanca V' > x tal que V C F.

(i) Prove que E é aberto se e somente se E = int(FE).



(ii) Prove que o complemento de int(E) é o fecho do complemento de E.
(iii) O interior de E é sempre igual ao interior de E? Justifique.

(iv) E verdade que E = int(E)? Justifique.

6. Seja K um subconjunto do espago métrico X. Mostre que as seguintes
propriedades sao equivalentes:

(i) K é compacto, isto é, toda cobertura de K por abertos de X admite
uma subcobertura finita.

(ii) K é sequencialmente compacto, isto é, toda sequéncia de elementos de
K possui uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

(iii) K é completo! e totalmente limitado?.

7. Seja E C R™. Prove que F é compacto se e somente se E é fechado e
limitado.

8. Assuma que K C X C Y. Mostre que K é compacto no espaco métrico
(Y,d) se e s6 se, K é compacto no espago métrico (X, d).

9. Dé um exemplo de um subconjunto compacto de R cujos pontos de
acumulacao formam um conjunto infinito enumeravel.

10. Sejam a < b reais. Dé um exemplo de cobertura aberta do intervalo
(a,b) que ndo admite subcobertura finita.

11. Seja E C [0,1] o conjunto dos nimeros cuja expansao decimal contém
apenas os algarismos 5 e 7. O conjunto E é: (i) enumeravel? (ii) denso em
[0,1]? (iii) compacto? (iv) perfeito®? Justifique suas respostas.

12. Existe um conjunto perfeito A C R tal que ANQ = @7 Justifique.

13. Dizemos que um espaco métrico X ¢é separdvel se X contém um sub-
conjunto enumeravel denso em X. Prove que R™ é separavel.

14. Prove que todo conjunto perfeito nao-vazio P C R" é nao enumeravel.

15. Dizemos que uma colecao C de conjuntos abertos de um espago métrico
X é uma base para X se para todo aberto V C X e todo z € V existe
WeclCtalquex e W CV.

!'Dizemos que E C X é completo se toda sequéncia de Cauchy de elementos de F
converge para um ponto de F.

2Um conjunto E C X é totalmente limitado se para todo € > 0 existe uma colegio
finita B1Ba, ..., By, de bolas de raio e com E C U?:l B;.

3Um subconjunto fechado P C X de um espaco métrico X é perfeito se P néo possui
pontos isolados, isto é, se todo elemento de P é um ponto de acumulagao de P.



(i) Prove que todo espago métrico separavel possui uma base enumerével.

(ii) A reciproca do item (i) é verdadeira? Justifique.

16. Seja K um espago métrico compacto. Prove que K possui uma base
enumeravel, e deduza que K é separavel.

17. Conjunto de Cantor e Funcao de Cantor-Lebesgue. Seja C' o conjunto
dos nimeros z € [0, 1] que admitem uma expansao em base 3 da forma

v = (0.a1az...an...)5 = Y (1)

n=1

%8

onde cada a, ¢é igual a 0 ou 2.

(i) Mostre que C' é precisamente o conjunto triddico de Cantor descrito
em aula.

(ii) Verifique que C' é compacto, perfeito, e totalmente desconexo.

(iii) Dado = € K, com representacao ternaria dada por (1), escreva b, =
an/2 para todo n > 1, e defina

o(r) = Z;’% € [0,1].

n=1

Mostre que a fungao ¢ : C' — [0, 1] se estende a uma fungdo mondtona
nao-decrescente, continua, e sobrejetiva f : [0,1] — [0,1], a qual é
constante em cada componente conexa de [0, 1]\ C.

18. Seja £ C R™ um conjunto conexo. E verdade que E e int(E) sao
também conexos? Justifique.

19. Prove que todo subconjunto convero de R™ é também conezo.

20. Um subconjunto E de um espago métrico X é magro (ou de primeira
categoria de Baire) se E C |J;2, F,, onde cada F, é um conjunto fechado
de interior vazio. Dizemos que X é um espaco de Baire se nenhum aberto
nao-vazio de X é magro. Prove que as seguintes afirmagoes sobre X sao
equivalentes:

(i) X é um espago de Baire.

(ii) Toda intersecao enumerdvel de abertos densos de X é densa em X.



(iii) Se X = U,Z, Xn e cada X, é fechado, entdo o aberto [ J;~, int(X;,) é
denso em X.

21. Demonstre o teorema de Baire: Todo espago métrico completo é um
espaco de Baire.

22. Sejam (X, dx) e (Y,dy) dois espagos métricos. Dizemos que f: X — Y
é continua no ponto xog € X se para todo € > 0 existe § > 0 tal que, se
x € X é tal que dx(x,x9) < 9, entdo dy (f(z), f(zo)) < €. Se f é continua
em todos os pontos de X, dizemos simplesmente que f é continua.

(i) Prove que f: X — Y é continua se, e somente se, para todo conjunto
aberto V C Y a pré-imagem f~1(V) C X é um conjunto aberto em
X.

(ii) Prove que se f : X — Y é continua e K C X é compacto, entao
f(K) CY é compacto.

(iii) Prove quese f : X — Y é continua e £ C X é conexo, entao f(F) CY
¢ conexo.

23. Se f: R — R é uma funcgao satisfazendo

lim [f(z+h) = flz =h)] = 0

para todo =z € R, podemos afirmar que f é continua? Justifique.

24. Seja ¥ C R um conjunto fechado, e seja f : £ — R continua.

(i) Prove que existe g : R — R continua tal que g(x) = f(z) para todo
x e F.

(ii) Mostre que o resultado do item (i) é falso se E nao é fechado.

25. Seja E C R um conjunto limitado, e seja f : £ — R uma fungao
uniformemente continua.

(i) Prove que f é limitada em E, ou seja, que existe M > 0 tal que
|f(z)] < M para todo = € E.

(ii) Mostre que o resultado do item (i) é falso se E nao é limitado.



26. Seja f : R? — R a funcdo definida por f(0,0) = 0 e, para todo
(z,y) # (0,0), )
Yy

f(xay) = .%'2—1'2/4 :
Prove que f ¢ limitada em R2, que f ndo é continua em (0,0), mas que
apesar disso a restricio de f a qualquer reta de R? é continua!
27. Seja g : R? — R a funcio definida por g(0,0) = 0 e, para todo (z,y) #
(07 0)7

xy?

2+ yb

Prove que g é ilimitada em toda vizinhanca da origem em R?, que g ndo é
continua em (0, 0), mas que apesar disso a restrigdo de g a qualquer reta de
R? é continual!

28. Seja f : R — R a funcao definida por

g(z,y) =

0, se x ¢ irracional;

fz) =

m . p
— , se x = — na forma irredutivel.
n n

Prove que f é continua em todo x irracional, e que f possui uma desconti-
nuidade simples em todo x racional.
29. Seja {ri,72,...,7n,...} uma enumeracao de todos os racionais perten-
centes ao intervalo [0,1]. Para todo = € [0,1], seja E, = {n € N:r, < z}.
Defina f : [0,1] — R por

1

on
nek,

fz) =

Determine o conjuntos dos pontos de descontinuidade de f.

*30. Seja f: R — R uma fungao com a propriedade do valor intermediario:
Se f(a) < ¢ < f(b), entao existe £ entre a e b tal que f(§) = ¢. Suponha
também que para todo r € Q o conjunto de todos os z tais que f(x) =r é
fechado. Prove que f é continua.

31. Seja f :[0,1] — [0,1] uma funcdo continua. Prove que existe T € [0, 1]
tal que f(z) =7 (tal T é chamado de um ponto fizo de f).

32. Teorema do Ponto Fixo de Banach. Seja X um espago métrico com-
pleto, e seja T : X — X uma contracdio®.

4Dizemos que uma transformacio ¢ : X — Y entre os espacos métricos (X,dx) e
(Y,dy) é uma contra¢do se existe 0 < A < 1 tal que dy (¢(x1), p(z2)) < Adx (z1,x2) para
quaisquer z1,x2 € X. Note que toda contragao é necessariamente continua.



(i) Prove que existe um tnico T € X tal que T(Z) = T (ou seja, T' possui
um tnico ponto fixo).

(ii) Prove que para todo xgp € X a sequéncia zg,z1 = T(z2),...,2, =
T(xp—1),... converge para T.

33. Seja f: X — Y uma fungdo de um espaco métrico X em outro espacgo
métrico Y. Assuma que f é injetiva em X, de modo que a funcéo inversa
f~t: f(X) — X existe. Mostre que se X é compacto e f é continua, entdo
f~1 é continua.’

34. Seja @ # K C R um conjunto compacto, perfeito e de interior vazio, e
considere o conjunto triddico de Cantor C' (exercicio 17). Prove que existe
um homeomorfismo (crescente) h : R — R tal que h(C) = K.

SEm outras palavras, f é o que chamamos um homeomorfismo de X sobre f(X).



