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1 Automorfismos

1. Sejam ¢, € Aut(D) dois automorfismos, ambos distintos da identidade.
Prove que ¢ e ¢ comutam se e somente se eles possuem os mesmos pontos
fixos!, isto ¢, Fix(¢) = Fix(¢).

2. A afirmagao do exercicio 1 é verdadeira para automorfismos de C? Ede
C? Justifique.

3. Se ¢ € Aut(H) nao tem pontos fixos, prove que ¢ é conjugado a uma
tunica transformagao da forma z — z+ 1, z — 2z — 1 ou z — Az (para algum
A real > 1).

4. Prove que todo ¢ € Aut(C) admite uma decomposigao da forma ¢ =
TioAoJoT,, em que T1,T5 sdo translagoes, A é uma homotetia (com centro
em z =0), e J ou ¢é a identidade ou ¢ a inversao z — 1/z.

~

5. Definimos o cross-ratio (ou razdao projetiva) de quatro pontos z1, 29, 23, 24 €
C como sendo

(21 — 22)(23 — 24)

(2’1 - 23)(22 - 2’4) .

Cr(zla 29y R3, 24) —

Prove que todo automorfismo de C preserva cross-ratios. Em outras palavras,

~

prove que se ¢ € Aut(C) e z1, 29, 23, 24 € C, entdo

Cr(¢(21)a¢(22)a¢(2’3)7¢(24)) = CT(217Z2,2’3,Z4)-

Vale a reciproca? Justifique.

TFix(6) = {=: 0(2) = )




2 Meétrica de Poincaré, lema de Schwarz, e
mais automorfismos

6. Seja ds = p(z)dz uma métrica conforme num aberto U C C, onde p
¢ uma funcao positiva de classe C2. Mostre que a curvatura escalar de tal
métrica ¢ dada por?

1
= (IWpl? = pAp)

[Consulte um bom livro de geometria Riemanniana se julgar necessario.]

7. Lembremos que a métrica de Poincaré no disco unitario D é definida por
2|dz|

1—[z*

d]D)S =

e que no semi-plano superior H ela é definida por

|dz|

Imz

dHS =

Prove que tais métricas tém, ambas, curvatura constante igual a —1.

8. Sejam X e Y superficies de Riemann hiperbdlicas (isto é, cujo recobri-
mento universal holomorfo é isomorfo a D). Denotemos por distx e disty as
distancias de Poincaré em X e Y, respectivamente.

(a) Se f: X — Y é holomorfa, mostre que f contrai tais distancias fraca-
mente, ou seja

disty (f(2), f(w)) < distx(z,w), Vz,we X .

(b) Mostre que se f é um recobrimento holomorfo, entao f é uma isometria
local, ou seja, a desigualdade acima torna-se uma igualdade para todo
par de pontos z,w suficientemente proximos.

(c) Mostre que se f ndo é um recobrimento holomorfo, entao a desigual-
dade do item (a) é estrita para todo par de pontos distintos z,w € X.
Neste caso, mostre também que se K C X é compacto, entao f|x é
uma contracao forte, ou seja, existe uma constante 0 < Ag < 1 tal que

zywe K = disty(f(2), f(w)) < Agdistx(z,w) .

2Aqui, V = (8,,9,) é o operador gradiente, enquanto A = 9, + Jy, é o operador
laplaciano.



9. Calcule explicitamente a expressao (ds = p(z) dz) da métrica de Poincaré
de D* =D\ {0}. [Sugestao: Considere ¢ : H — D dada por ¢(z) = %]
10. Determine Aut(C*).

11. Mostre que Aut(D*) é isomorfo a SO(2), o grupo das rotagoes do plano
(em torno da origem).

12. Para cada 1 < r < oo, considere a regiao anular A, = {z € C: 1 <
|z| < r}.

(a) Prove que A,, ~ A,, se e somente se 1 = rs.
(b) Prove que Aut(A,) é isomorfo ao grupo ortogonal O(2).

(c) Existe algum valor de r para o qual A, seja bi-holomorfo a C*; ou D*?
Justifique.

13. Considere a faixa horizontal B = {z € C: [Im 2| < T}.

(a) Mostre que a fun¢do exponencial z — w = e* estabelece um bi-
holomorfismo entre B e o semi-plano S = {w € C: Rew > 0}.

(b) Deduza que a métrica de Poincaré de B é dada por

|dz|

cosy ’

dBS =

onde z = x + 1y.

(c¢) Mostre que o eixo real 7g = {z € C: Imz = 0} C B ¢é uma geodésica
na métrica de Poincaré de B, e que restrita a g tal métrica coincide
com a métrica euclidiana.

(d) Mostre que toda translacdo Ty : z +— 2z + A com A € R é uma isometria
de B na métrica de Poincaré.

14. Considere novamente a situagao do exercicio anterior. Fixado A > 0,
seja G 0 grupo
Gy ={TV:neZ} ~7Z.

e tome o quociente C, = B/G,. Topologicamente, C é um cilindro (ve-
rifique). A geodésica yg de B se projeta, pela transformagao quociente
my : B — C'), sobre uma geodésica fechada v, C C),.



(a) Qual é o comprimento hiperbdlico de 7,7

(b) Mostre que C) ~ A,, onde r satisfaz
logr = — .

O ntimero mod(A,) = 27%/logr é chamado mddulo de conformidade
de A,.

(c) Verifique que mod(A,) é um invariante conforme.
15. Seja distp a distancia de Poincaré do disco unitério.
(a) Mostre que para todo z € D temos

1+ |z
L=z

distp(0, 2) = log

(b) Utilizando (a), dé uma férmula para distp(z, w) quando z,w € D sao
arbitrarios.



