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Este trabalho, dado um anel R, consideramos o problema
de classificar os anéis R-épicos.

Definicao 1 Seja R um anel. Um anel com divisao R-epico
consiste em um anel com divisao D, juntamente com um ho-
momorfismo ¢ : R — D de forma que D é gerado racional-
mente pela Im(yp).

A localizagcao tem como objetivo construir a partir de certo
anel R e um subconjunto multiplicativo S de R, um novo anel
denominado RS, que possua propriedades de interesse ge-
ral, onde todos o0s elementos de S sejam inversiveis.

Definicao 2 Um subconjunto S de um anel R € dito multipli-
cativo quando as seqguintes condicoes sao satisfeitas:

1 €5, Va,be S abes.

Para fazer a construcdo de RS~!, para um anel comu-
tativo R, define-se uma relacao de equivaléncia de pares
(x,y) € R x S, dada por

(a,s) = (b,t) & Ju € Stal que (at — bs)u =0

com o objetivo de obter “fracoes” a partir da definicao acima.
O anel RS~ é definido como o conjunto das classes de equi-
valéncia de =, onde denotamos convenientemente a classe
de equivaléncia de (a, s) por ¢. Pode-se definir as operagoes
+ e - dadas por:

a b at+bs
—+ - = e .
s t st s t st
O anel RS~ satisfaz a seguinte propriedade universal,
gue o caracteriza:
4 )
Teorema 1 Sejam R e B aneis, com R comutativo. Consi-
dere ¢ : R — B um homomorfismo de anéis, tal que ¢(s)
é uma unidade em B Vs € S. Entao, 3! (existe um unico)

homomorfismo de anéis h: RS~! — Btalque g = ho .
4 Y,

Tal propriedade pode ser melhor visualizada pelo seguinte di-
agrama comutativo:
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Se R é um dominio de integridade e S = R\ {0}, entao
S—IR é um corpo, denominado corpo de fracdes represen-
tando por Q(R) e R — Q(R).

Consideremos um anel R-épico ¢ : R — D. Para essa
situacao, no anel com divisao R-épico, temos que Keryp é
um ideal primo, e dessa forma podemos considerar Kgrso' Por
sua vez, este € um dominio de integridade, e assim podemos

construir Q (ng), eQ (ng) ~ D
Podemos expressar o descrito a partir do seguinte dia-
grama:
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Localizacao de Ore para monoides

Prosseguimos o estudo com a Localizacao de Ore, pri-
meiramente abordando um monoide (R, -).

Definicao 3 Um subconjunto multiplicativo S ¢ R é um Con-
junto de Denominadores a esquerda se:

¢ (Condicao de Ore a esquerda) Para todos elementos s € S
e r € R, é possivel encontrar s’ € S e r’ € R de forma que
seja satisfeito r’'s = s'r.

e (Reversibilidade a esquerda) Para todos nj,no € Res e S
que satisfagcam a condicao de que n;s = nos, existe um ele-
mento s’ € S de tal forma que s'n; = s'no.

Se S é Conjunto de Denominadores a esquerda, conse-
guimos construir um monoide onde todos os elementos de S
sdo invertiveis, no caso, S~!R.

Definimos a relacdo de equivaléncia ~ em S x R por

(s,r)~(s',7V = (35€S5 AN IFe R)3s =FsAsr' =7r).
Podemos estabelecer a multiplicacdo em S~ R como:
(s71r1)(s5 o) = (8s1) ' (7o)
onde r € R, s € S, satisfazem rsy = sry., Tal operacao € asso-
ciativa e possul elemento neutrol — 1-11. Logo, 5g alR POSSUl
a estrutura de monoide.

Localizacao de Ore para aneis

Seja (R,-,+) um anel. (R,-) € um monoide e podemos
construir o monoide S—1R, como anteriormente.
Podemos definir uma adicdo em S~ R da seguinte forma:

(s7'r1) + (55 'r9) = (351) 7! (8r1 + 7o)
onde 5s1 = 7s9, € podemos garantir a existénciade s € S,7 €
R pela condicao de Ore a esquerda.
Tal operacdo estd bem-definida, é associativa, e 1710 é
o elemento neutro. Como as propriedades distributivas valem
nesse caso, S~ R possui a estrutura de anel.

Definicao 4 Dado um anel R, um endomorfismo «, uma a-
diferenciacao § e uma incognita =, dizemos que S = R|x; a, J]
é a Extensao de Ore de R se satisfizer as seguintes
condicoes:

& R € um subanel de S;

hrcs

¥ S é um R-médulo livre & esquerda com base {1, z, 22, ...};
®Vrec R ar=ar)r+di(x).

O anel S é caracterizado pela seguinte propriedade uni-

versal:
4 )

Teorema 2 Seja S = R|zr; a, 6| uma Extensao de Ore de R.
Considere um anel U e o homomorfismo de anéis ¢ : R — U,
ey € U tal que yp(r) = pa(r)y Vr € R. Entao, existe um
unico homomorfismo de anéis ¢ : S — T tal que ¢¥|p = p €
Y(x) = y. Ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

N y
R|x; a, 0]
Ao Ay

Teorema da Base de Hilbert Skew

4 )
Teorema 3 Se R € um anel noetheriano a esquerda, entao
S = R|x; a, 6] também é um anel noetheriano a esquerda.

\_ J

Com este estudo, respondemos a seguinte pergunta:
Sera que qualquer dominio pode ser imergido em um anel
com divisao? A resposta para essa pergunta é negativa.

Proposicao 1 Existe um monoide cancelativo H com elemen-
tosa, b, ¢, d, x, y, u € v com as propriedades
axr = by, cr = dy,au = bv % cu = dv

Isso implica que H nao pode ser imergido em nenhum
grupo G.

Seja R a algebra de monoide K H, onde K € um dominio.
Entao R € um dominio, e R nao pode ser imergido em nenhum
anel com divisao D, pois D \ {0} seria um grupo multiplicativo
que conteria H.

Qualquer dominio noetheriano R pode ser imergido em
um anel com divisao. Isso ocorre pois todo dominio noethe-
riano € dominio de Ore, ou seja, R € um dominio em que
S = R\ {0} é conjunto de Ore, e entdo S~ 'R é um anel com
divisao. Em particular, qualquer dominio de ideais principais
pode ser imergido num anel com divisao.

Se o0 € um endomorfismo de um anel com divisao K,
entao K|z;o| pode ser imergido em um anel com divisao, que
é justamente a Localizacao de Ore.

Considere C um corpo fixado e K o corpo de fungoes ra-
cionais C'(t). Seja o, um endomorfismo de K de tal modo que
on € a identidade em C, e o, (t) = t". Entdo, hd uma algebra
livre imergivel C'(u,v) — Ry, definido por

U+——x A vV — tx
Podemos fazer uma imersao de R,, = K|z;g,] em certo D,,.
Compondo as duas imersoes, obtemos <, : O?u, v) — Dp, tal
que:

en(u) =2 A eplv) =tz

4 )
Teorema 4 Para n # m, n,m > 1, nao existe um homomor-
fismo de anéis f : D,, — D,, tal que

fogngn
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As técnicas de localizacao conhecidas para o caso comu-
tativo nao funcionam sempre no caso de uma generalizacao
natural para a situagcao nao-comutativa.

Vé-se que nem todo dominio pode ser imergido em um
anel com divisao, e que a Localizacao de Ore nao é suficiente
para classificar os anéis R-épicos.
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