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Capitulo 1

Introducao

1.1 Os contribuintes

O presente trabalho foi desenvolvido por Douglas de Araujo Smigly, aluno do Instituto de Matemé-
tica e Estatistica da Universidade de Sdo Paulo, regularmente matriculado no curso de Bacharelado
em Matemaética, no sétimo semestre do curso na presente data, sob orientagao do Prof. Dr. Javier
Sanchez Serda, professor doutor do Departamento de Matematica da USP, referente & sua Iniciagao
Cientifica em Algebra, mais especificamente Séries Racionais e Derivacoes no Anel de Grupo Livre.

Este trabalho é composto de um resumo e apresentacao das atividades e projetos desenvolvidos
pelo aluno durante o periodo de Ago/2018 até Jun/2019, que consistiu principalmente em estudos
pessoais da teoria presente nas bibliografias pelo aluno toda semana de segunda a sabado, e de
apresentagoes e reunioes semanais entre o aluno e o professor para discussao dos temas abordados,
das pesquisas e das elaboracgoes de generalizacoes feitas por parte do aluno.

O aluno recebeu apoio do CNPq - Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico,
através do processo CNPq: 157567/2018-4 durante toda a Iniciacao Cientifica, e recebeu bolsa do
PICME - Programa de Iniciacao Cientifica e Mestrado, devido a medalhas obtidas na Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e Olimpiada Brasileira de Matematica
(OBM) obtidas durante o Ensino Fundamental e o Ensino Médio. Com isso, ele participou duas vezes
do Simpésio Internacional de Iniciagao Cientifica e Tecnolégica da USP - SIICUSP, apresentando
posteres e os trabalhos desenvolvidos sob os titulos “Localizagdo em Teoria de Anéis” e “Séries
Formais Nao-Comutativas”, nos 25° SIICUSP e 26° SIICUSP, respectivamente.

1.2 Resumo do trabalho

Neste trabalho, estudamos dois resultados relacionados aos anéis de séries formais:

1.2.1 Altura de estrela

Seja X = {z1,...,2,} um conjunto com n elementos. Denotamos por X* o monoide livre em
X.
Dado um anel comutativo k denotamos por k(X) a k-algebra livre em X e por k((X)) o anel

k(X)) = { Z QuW: Q € k}

weX*

de séries formais em X

Uma série formal S € k((X)) é dita prdpria se o seu termo constante é zero. Pode ser provado
que se S é propria, entdo a expressdo S* =) ., S" define uma série em k((X)).

As operacdes racionais em K ((X)) sio a soma de séries, o produto de séries, o produto de
elementos de k por elementos de k((X)) e a operacao *. Um subconjunto de K((X)) é racionalmente
fechado se for fechado pelas operagoes racionais. O menor subconjunto contendo um subconjunto
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E de K((X)) e que seja racionalmente fechado é chamado fecho racional de E. Uma série formal é
racional se estiver no fecho racional de K(X).
A altura de estrela de uma série racional S € K((X)) é definida como segue. Definimos uma
sequéncia
RyCR1C---CR,C---

de subconjuntos de K ((X)) tal que a unido de todos os R, seja o conjunto de todas as séries
racionais. O conjunto Ry é K(X), e, para i, o conjunto R;11 é o subanel de K((X)) gerado pelo
conjunto dos S* em que S € R; e S é propria. A altura de estrela de uma série S é o menor inteiro
n tal que S € R,,.

Nessa primeira parte, tivemos como objetivo estudar o Capitulo 4 de 28] que trata da altura de
estrela. O resultado principal é a caracterizacao da altura de estrela de uma série racional junto com
uma importante consequéncia, a altura de estrela ndo estd limitada (i.e. se X tem pelo menos n?
elementos, entao existem séries de altura de estrela n). Para chegar nesses resultados, sao utilizadas
técnicas de teoria dos grafos e autdématos, a partir da construcgao e definicdo da representacao linear
minimal de uma série racional. Esses resultados sao estudados nos capitulos 1 até 4 de [28].

1.2.2 Algebra de grupo livre como subalgebra do anel de séries formais

A segunda parte do trabalho consistiu em estudar as segoes 1-4 do artigo |7].

Seja X = {z1,...,2,} um conjunto com n elementos e K um anel. Denotamos por F'(X) o
grupo livre em X, e por K[F(X)] a K-algebra de grupo do grupo F(X) com coeficientes em K. A
funcdo de aumento é o homomorfismo de grupos

e K[F(X)] — K
> g Y. qg

geF(X) geF(X)
O ideal de aumento é o ideal I = kere.
E facil provar que as séries da forma 1+x; € K{(X)) sdo inversiveis. Logo a funcio X — K ((X)),
x; — 1+ x; pode ser estendida a um homomorfismo de K-algebras ®: K[F(X)] — K{((X)).
Os resultados que estudamos em |[7]| foram os seguintes:

1. ® é um homomorfismo injetor.

2. N I ={0}.
n>1
Esses resultados sao obtidos a partir do estudo das derivagoes do anel de grupo K[F(X)] feito
nas segoes 2 e 3 do artigo. Na secdo 4 de [7], esses resultados sao relacionados com o ideal de
aumento.

1.3 Estrutura do relatério
O presente relatorio esté estruturado em trés grandes partes:

e Na primeira parte do texto, apresentaremos os resultados béasicos para uma melhor compre-
ensao do uso de tais estruturas ao decorrer do trabalho e sua contextualizacao. Para isso,
apresentam-se defini¢ées e resultados introdutoérios bastante conhecidos em algebra, como
conceitos de anéis, moédulos, semianéis, moédulos sobre semianéis e relagoes de ordem.

e A segunda parte deste trabalho, concernente a Altura de Estrela, esta apresentada nos capi-
tulos 3-5. No capitulo 3, sdo tratados conceitos gerais acerca de séries formais e importantes
topicos, como o semianel das séries formais e suas propriedades, séries racionais e repre-
sentagao linear, conforme exposto em [28|. Na segao 3.3, apresentamos a defini¢do de séries
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reconheciveis e suas propriedades, além de explorar outras operagoes em A((A)), e definir sub-
conjuntos estaveis, importantes para a demonstracao de um dos principais resultados desse
capitulo, o Teorema de Schiitzenberger 3.3.12, que estabelece a equivaléncia do conceito de sé-
ries racionais e reconheciveis. Estudamos as representacoes lineares minimais para uma série,
constatando que duas representagoes lineares minimais quaisquer sao semelhantes no teorema
3.3.34. Também sao estudados conceitos relacionados a algebras e ideais sintaticos de séries
formais, e demonstramos o teorema de Paz-Carlyle-Fliess 3.3.26, que trata da relagao entre
o posto de uma série formal, a dimensao de seu ideal sintatico e o posto de suas respectiva
matriz de Hankel. Para finalizar o capitulo, sao apresentados alguns conceitos sobre autéma-
tos ponderados em 3.4, e sdao estabelecidas relagoes entre estes e as representacoes lineares
minimais de uma série racional, o que permite criar um autémato ponderado que reconheca
a série racional sobre certas condigoes.

No capitulo 4, definimos o semianel das expressoes racionais, e verificamos algumas de suas
propriedades importantes, como o morfismo

eval: £ — K((A))
conceituado na proposicao 4.1.5, e consequéncias da identidade racional
E*~1+EE*~1+ EE"

apresentada em 4.1, bem como sua generalizacao para matrizes. Estudamos em seguida as
expressoes racionais sobre um anel, e, a grosso modo, a “trivialidade” das identidades racionais;
ja no capitulo 5, nos atemos ao resultado principal dessa primeira parte, no qual desenvolvemos
a caracterizacao da altura de estrela de uma série racional, além de mostrarmos no teorema
5.3.2 que a altura de estrela nio estd limitada (isto é, se X tem pelo menos n? elementos,
entdo existem séries de altura de estrela n). Para isso, sao introduzidos diversos exemplos
introdutorios, e apresentamos alguns conceitos béasicos sobre Teoria de Grafos em 5.2 geu
serao de grande utilidade, como a defini¢ao de complexidade de ciclo dada em 5.2.27. Com
todos esses subsidios, foi possivel demonstrar o teorema 5.3.2 sobre a altura de estrela. Ainda,
o apéndice A mostra as motivacoes para dos lemas utilizados na demonstracao desse resultado,
como o Teorema de Mandel-Simon A.1.4, apresentado em [18] e o crescimento polinomial das
séries Z-racionais.

A terceira parte deste trabalho é sobre derivagbes no anel de grupo livre, apresentada nos
capitulos 6-7. No capitulo 6, sao apresentadas generalidades sobre anéis de grupo e derivagoes.
Estudamos varias defini¢oes e propriedades dos Anéis de Grupo, e também nos concentramos
no estudo dos grupos livres, para a posterior conceituagao dos anéis de grupo livres. Em
seguida, definimos e estudamos as propriedades das derivagoes no anel de grupo livre, de
acordo com o exposto no artigo 7], demonstrando a existéncia de uma unica derivagao tal

que % = 0;; para cada gerador x; de X, como no teorema 6.1.22 e deduzimos uma férmula

fundamental para esta derivacao, obtida no teorema 6.1.23. Em seguida, estudamos as séries
centrais descendentes em 6.2 para compreender melhor e poder desenvolver a teoria sobre a
estrutura do anel de grupo livre, analisando a série central descendente de F(X) a partir de
sua conexao com as poténcias do ideal fundamental do anel de grupo R[F(X)]. Finalmente,
com toda a teoria desenvolvida, obtemos o teorema de unicidade da expansao de séries formais
6.2.7, que nos permitiu demonstrar no teorema 6.3.4 a existéncia do homomorfismo injetor de
K-algebras
®: K[F(X)] = K((X))

definido em 6.3.2. No capitulo 7, reproduzimos e generalizamos alguns dos resultados obtidos
no capitulo 6 para um grupo livre parcialmente comutativo, substituindo o anel de séries
kE((X)) pelo anel de séries formais parcialmente comutativas. Para isso, estudamos os mo-
noides livres parcialmente comutativos e a série central descendente de F'(A,d) seguindo a
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abordagem apresentada no artigo [5], estudando brevemente anéis e modulos graduados e
algebras de Lie. Com essas ferramentas, generalizamos a no¢ao de derivagao para séries parci-
almente comutativas, e conseguimos demonstrar que existe uma tnica derivagao satisfazendo
as condicoes apresentadas em 7.3.7.

Com o objetivo de ser o mais didatico e claro, sdo apresentados sempre que possivel e pertinente
exemplos que ilustrem a teoria que esta sendo apresentada a cada ponto do texto,permitindo assim
que o leitor tenha uma compreensao mais clara dos resultados que setdo sendo demonstrados e
desenvolvidos.



Capitulo 2

Conceitos Introdutorios

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos bésicos para fins de contextualizacao e que
serao utilizados e desenvolvidos no decorrer deste trabalho, como um interltidio para os estudos
principais deste projeto. Para maiores detalhes, recomendamos as referéncias [28], [1], [15] e [8].

2.1 Anéis

Definicao 2.1.1. Um conjunto R, munido com duas operacoes binéarias + e -, chamadas de adicdo
e multiplicagcdo, respectivamente, tais que

1. (R,+) é um grupo abeliano, com elemento neutro 0 e inverso do elemento r € R denotado
por —r;

2. A multiplicacao é associativa, ou seja,
(zy)z = z(y2)
3. A multiplicagao é distributiva sobre a adicao, ou seja,
x(y+z2)=xy+xz
(y+ 2)r =yz + zx
4. Existe elemento neutro da multiplicacao, ou seja, um elemento 1 € R tal que

zl=1r==x Tz €R

é chamado anel. Se além das condigbes acima, a multiplicagdo também é comutativa, ou seja:
e ry=yxr Vx,y€eR.
entao o anel R é dito comutativo.

Definicao 2.1.2. Seja R um anel. Um elemento r € R é inversivel a direita (respectivamente a
esquerda) se existe a € R tal que ra = 1 (respectivamente ar = 1). Além disso, r é chamado de
unidade ou tnversivel se e s6 se r é simultaneamente inversivel & direita e & esquerda. Denotamos
por U(R) o conjunto das unidades de R, ou seja, o conjunto dos elementos inversiveis do anel.

Defini¢ao 2.1.3. Um anel R é chamado de dominio se R # {0} e para todo z,y € R,
zy=0=xz=00uy=0

Definigao 2.1.4. Seja R um anel. Um elemento r € R é dito
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e nilpotente se possui alguma poténcia nula: " = 0 para algum n € N.
e idempotente se e somente se r2=r (e portanto r™ = r para todo n € N nao nulo).

e inversivel a esquerda (resp. a direita) se e sO se existe a € R tal que ar = 1 (resp. ra = 1).
Além disso, r é dito inversivel ou unidade se e somente se r é inversivel & direita e a esquerda.

O conjunto dos elementos inversiveis de um anel R é denotado por
U(R) = {u € RJu é unidade em R}

Definigao 2.1.5. Num anel A, um elemento = € A é dito inversivel a direita (resp. a esquerda)
se e 80 se existe a € A tal que xa =1 (resp. ax = 1). Além disso, = ¢ dito inversivel se e s6 se z

é inversivel a direita e & esquerda. O conjunto dos elementos inversiveis de um anel A é denotado
por U(A).

Defini¢ao 2.1.6. Um anel R ¢ chamado anel com divisao se R # 0 e R\ {0} = U(R). Um corpo &
um anel comutativo com divisao.

Definicao 2.1.7. Um subconjunto S de um anel R é chamado subanel de R se :
1. § é um subgrupo abeliano de R.
2. Para todo r,s € S, entao rs € S,
3. 18

Definigao 2.1.8. Dada uma colec¢ao de anéis { By }ea, 0 produto cartesiano
11 5
AEA

define um anel, em que a soma e multiplicacao sao efetuadas coordenada a coordenada. O elemento
neutro deste anel é a tupla constante com todas entradas iguais a 0 e a identidade € a tupla constante
com todas entradas iguais a 1.

2.1.1 Homomorfismo de anéis

Definigao 2.1.9. Sejam R e A anéis. Uma fungédo ¢: R — A tal que:
L o(1g) = 1a;
2. ¢z +y) = o) + ¢ (y);
3. p(zy) = p()e(y)-

é chamada de homomorfismo de anéis.
O nicleo ou kernel de ¢ é

Ker(p) = {r € Rlp(r) = 0}

Dizemos que ¢ é um isomorfismo se for um homomorfismo bijetor.

Definigao 2.1.10. Seja ¢: R — S um homomorfismo de anéis. Dizemos que ¢ é um epimorfismo
de anéis se e somente se para qualquer anel A e quaisquer homomorfismos f,g: S — A, temos que

fop=gop=f=g

Definicao 2.1.11. Sejam R e S anéis. Entao o produto cartesiano R x S, munido de duas operagoes
binarias +, -, definida para 1,70 € R, 81,89 € S :
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o (r1,s1) + (r2,s2) = (r1 +ra, 51+ s2).
o (r1,51)(r2, 82) = (1172, 5182).
é chamado produto direto de R e S.

Note que R x S de fato é um anel, em que o neutro aditivo é (0,0), o oposto aditivo de (z,y) é
(—x,—y), e a unidade é (1,1).

Proposigao 2.1.12. Sejam R e S anéis, e I': R — S, uma fung¢do. Entdao F' é um homomorfismo
se e somente se F' é um subanel de R x S.

Demonstracao. Considere que F' é um homomorfismo de R a S. Desse modo:
e Como F(1g) = 1g, entao (1g,1g) € F.
e Para (r1,s1) e (r2,$2) em F, entao

F(r1) =s1 e F(r2) = sa.

Entao,

F(ri—ry) =F(r1) — F(rg) = s1 — s2 = (r1,81) — (r2,82) = (r1 —re,s1 — s2) € F

e Para (r1,s1) e (r2,s2) em F, entdo novamente usando que
F(r1) =s1 e F(ry) = sg,

temos
F(nrg) = F(Tl)F(Tg) = 5189 = (7’1,81)(7"2, 82) = (7“17“2,8182) S F.

Portanto, concluimos que F' é um subanel de R x S. [

2.1.2 Modulo sobre um anel

Definicao 2.1.13. Seja R um anel. Um R-mddulo a direita’ é um grupo abeliano M com uma
funcdo -: M x R — M tal que, para todos x,y € M er,s € R:

o z(r+s)=uar+uxs;
o (x+y)r=uar+yr;
o x(rs) =xr+yr;

e zl==x

Definigao 2.1.14. Um subconjunto N de um R-moédulo a direita M é um submodulo de M se N
é um subgrupo abeliano de M e parar € Re x € N, entdo xr € N.

Definigao 2.1.15. Sejam R e S anéis. Um R, S-bimddulo é um grupo abeliano M munido de uma
estrutura de R-moédulo & esquerda e um S-modulo & direita tal que:

o (rx)s=r(xs)VreR,se€S e xe€ M.

Proposigao 2.1.16. Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Entiao podemos considerar S
como um R-bimodulo.

! Analogamente se define um R-modulo & esquerda.
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Demonstra¢do. Vamos definir as operagées em S. Definamos a adicdo em S como a adigdo da
estrutura de anel de S. A mutliplicacao por escalar sera dada por:

xxr=xf(r) e rxx=f(r)z

Como S é um anel, segue trivialmente que S é um R-bimo6dulo.

O

Definigao 2.1.17. Considere R uma anel. Seja M um R-moédulo & esquerda (direita). Se N é um
R-submodulo a esquerda (direita) de M, entdo a relagdo ~ tal que, para todos x,y € M,

r~yesr—yeN

é uma relacdo de equivaléncia. Denotemos por T a classe de equivaléncia de = € M. Tome M/N o
conjunto de todas as classes de equivaléncia. Temos que M /N possui uma estrutura de R-modulo
a esquerda (direita) tal que:

e T+y=u+yVr,yeM.
o Tr = TF(rT = TT) Vr € R,Vx € M.

Dizemos que o R-modulo & esquerda (direita) M /N é o R-mddulo & esquerda (direita) quociente.

Note que a funcao
T : M — MJN
r — T
¢ um homomorfismo sobrejetor de R-modulos a esquerda (direita).

Proposicao 2.1.18. Sejam M e N R-mddulos a esquerda (direita). Considere um homomorfismo
de R-mddulos a esquerda (direita) ¢: M — N. Seja ainda P C Ker(y), um submddulo & esquerda
(direita) de N. Entao, existe um unico homomorfismo ¢: M/P — N tal que ¢(T) = ¢(x). Temos
o sequinte diagrama:

M ——F—— N

Py
M/P
Se P =Xker g, entao M/P € isomorfo a Im(p).

2.1.3 Ideais

Definigao 2.1.19. Um ideal a direita (resp. a esquerda) I de um anel R é um subconjunto de R
que é um subgrupo aditivo tal que

ar € I(resp.rx € I),Yx € [,Vr € R

Um ideal de R é um subconjunto de R que é um ideal a direita e & esquerda de R. Neste caso,
adotamos como notacao I <1 R.

Definigao 2.1.20. Dada uma familia arbitraria {b)}xca de elementos de R, o conjunto de todas
as combinagoes R-lineares (finitas) a esquerda (direita) de elementos nesta familia é chamado de
ideal & esquerda (direita) gerado por {bx}rca. Em particular, se R é comutativo, o ideal gerado por
uma quantidade finita de elementos rq,...,r, € R sera denotado por (ri,...,r,). Ideais da forma
(r), isto é, gerados por um tnico elemento, sdo chamados de ideais principais.
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Definigao 2.1.21. Considere o conjunto formado por todos os ideias proprios de R, parcialmente
ordenado pela inclusao, como dado na definicdo 2.5.7. Um elemento maximal desse conjunto é
dito ideal mazimal. Em outras palavras, um ideal préprio m C R é maximal se possui a seguinte
propriedade: para qualquer ideal a C R,

aOo2m=a=m oua=(l)=R

Definigao 2.1.22. Seja R um anel comutativo. Um ideal p C R é dito primo se satisfaz as seguintes
condigbes equivalentes:

e A/p é um dominio;
e p é um ideal proprio e, dados a,b € R,

abep=acp ou beyp

e p é um ideal préprio e, dados ideais a,b C R,

poab=pCa ou pCbh

Se I é um ideal de R, podemos considerar a relagao de equivaléncia ~ dada, para todos r, s € R,
por
r~ser—sel

Considere para r € R por 7 a classe de equivaléncia de r. Seja R/I o conjunto das classes de
equivaléncia. Entao podemos definir uma estrutura de anel em R/I tal que:

e r+S=r1-+s,

e T -S=7"-8.

=l

Dizemos que R/I é o anel quociente de R por I.
O anel quociente vem equipado com o morfismo quociente, ou morfismo de projegao, que leva
um elemento a sua respectiva classe de equivaléncia:

m™ : R — R/I
r o — T

Claramente 7 é um homomorfismo sobrejetor de anéis.

2

Considere f : R — S ¢ um homomorfismo de anéis. Entdo para todo ideal I de S, f~1[I] ¢ um
ideal de R. Entao ker(f) é um ideal de R.

Proposicao 2.1.23. Dado um homomorfismo de anéis f : R — S, entao Ker(f) é um ideal de R e
Im(f) é um subanel de S. Além disso, para ideal I, se I C Ker(f), existe um dnico homomorfismo

fiR/I— S
tal que f(T) = f(x). Se I = Kerf, entdo R/I é isomorfo a Im(f).
Definigao 2.1.24. Se R ¢ um anel e I e J sao ideais, definimos IJ como o ideal gerado por todos

os elementos da forma abem quea € [ e b € J.

Definicao 2.1.25. Um conjunto multiplicativo do anel R é um subconjunto S C R que é fechado
por produto, isto é,
s,teS=stef

etal que 1 € S.
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2.2 Semianéis e monoides

Vamos definir brevemente algumas estruturas algébricas que serao utilizadas de maneira recor-
rente durante o trabalho.

Definicao 2.2.1. Um monoide M é um conjunto munido com uma operagao que é associativa e
possui um elemento neutro, denotado usualmente por 1;;.

Definigao 2.2.2. Dizemos que uma fungao ¢: M — N, onde M e N sao monoides, é um morfismo
de monoides se p(1pr) = p(1n) e p(mn) = p(m)p(n),m € M,n € N.

Definigao 2.2.3. Um semianel é um conjunto R com duas operagoes +, e -, que satisfaz os seguintes
axiomas:

e (R,+) é um monoide comutativo com elemento neutro denotado por 0.
e (R,-) & um monoide com elemento neutro denotado por 1.

e O produto é distributivo com respeito a soma.

e Vre R Or=r0=0.

E interessante notar que o semianel é basicamente um "anel sem subtracdo", ou seja, sem o
elemento inverso para a operacao +. Note que isso afeta diretamente sua definicdo, uma vez que
exigimos r = r0 =0V r € R, jA que esta propriedade nao pode ser demonstrada sem a definigdo de
um inverso para +. Exemplos importantes de semianéis sao N, Q4, R e o anel booleano B = {0, 1},
onde suas operacoes estdo completamente determinadas por 1+ 1 = 1.

Definigao 2.2.4. Sejam R e S dois semianéis. Entao, dizemos que ¢: R — S é um morfismo de
Semianéis se:

e p(a+0d)=p(a)+¢(b),Va,b € R;
ab) = p(a)p(b),Va,b € R;

Definigao 2.2.5. Sejam R e S dois semianéis. Entao, dizemos que ¢: R — S é um antimorfismo
de semianéis se:

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b),Va,b € R,
¢(ab) = ¢(b)¢(a),Va,b € R;
¢(0r) = Os;

¢(

1g) =

2.3 Mobdulos sobre semianéis

Definigao 2.3.1. Seja R um semianel. Um R-mddulo & esquerda®? é um monoide comutativo
(M,+,0) munido com uma operagao externa R x M — M denotada por (k,z) — kzx, tal que,
Vr,se€ Rex,y€ M, sao validas as condigoes:

2 Analogamente se define um R-moédulo a direita.
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e r(z+y)=re+ry o lx=ux
o (r+s)xr=rx+sx e 0z =0
o (rs)r =r(sx) e 70=0

Um submddulo de M é um subconjunto de M contendo 0 e fechado pelas operacdes de M.3
Um R-moédulo & esquerda é finitamente gerado se existe uma quantidade finita de elementos
Qat, ..., € M tais que todo elemento em M pode ser escrito como uma combinagao linear da
n
forma »_ rja;, com r; € R.
i=1
A intersegao de uma familia (NV;);c; de submoddulos de M é um submodulo de M. Dessa forma, se
P é um subconjunto de M, entdo podemos definir o submddulo gerado por P como a intersecao de
todos os submoédulos contendo P.

Definigao 2.3.2. Se R é um semianel, dizemos que uma familia (z;);e; de elementos de um R-
modulo a direita M é linearmente independente se, para toda familia (7;);c; de elementos de R, em
que todos a menos de uma quantidade finita de termos sao nulos, ocorre que

Za:ir,-:O:ri:0ViEI

(2

Caso contrario, dizemos que a familia (z;);c; € linearmente dependente.
’ i)iel

Definigao 2.3.3. Se R é um semianel, dizemos que uma familia de elementos (z;);e; de um R-
modulo a direita M linearmente independente tal que M é o submddulo gerado pela familia é uma
base de M.

Se M possui uma base com cardinalidade «, dizemos que M possui posto k.

Se R é um semianel, um R-mo6dulo M é dito livre se ele possui uma base. Por convengao o grupo
{0} é um R-modulo livre para qualquer anel R, com base B = ().

Uma das maiores diferengas entre um espago vetorial (R-médulo, com R corpo) e um R-mo6dulo
com R semianel em geral é que nem sempre é possivel obter uma base para o segundo, mesmo que
R seja anel. Outro fato surpreendente é que as bases de um R-modulo livre podem nao ter todas a
mesma cardinalidade. Isso s6 é garantido quando R é um anel com divisao, como registrado no

Teorema 2.3.4. Seja R um anel com divisdo. Entao todo R-mddulo a direita possui uma base, e
quaisquer duas bases possuem a mesma cardinalidade.

Se R é anel comutativo e M é um R-moddulo livre, entao esses resultado também vale, como
enunciado abaixo:

Teorema 2.3.5. Seja R um anel comutativo e M um R-mddulo livre. Entdo quaisquer duas bases
de M possuem a mesma cardinalidade.

Observe que esse resultado nao é vélido para anéis nao-comutativos:

Exemplo 2.3.6. Scja K um corpo e denote por KN o K-espaco vetorial de dimensdo contavel
sobre K. Seja
R = homg (KN, KM

o anel nao-comutativo dos endomorfismos K-lineares de KN. A multiplicacio em R é dada pela
composi¢ao. Entao, temos isomorfismos de R-modulos & esquerda tais que

R~eR*~ R~ ...

Também temos que R é isomorfo ao anel das matrizes com linhas e colunas indexadas por N e cujas
colunas sao sequéncias quase nulas.

3 Alguns autores referem-se 3 moédulo sobre um semianel como semimddulo, e os submoédulos sobre semianel como
subsemimaddulos.
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Definigao 2.3.7. Seja R um semianel. Um homomorfismo de R-modulos & esquerda (direita)
w: My — My é uma aplicagao entre R-modulos & esquerda (direita) que satisfaz:

e ©(0)=0;
o p(m1+ma) = p(m1) + p(m2), ¥ mi,ma € My;
o po(rm) =re(m) (p(mr) =p(m)r), Yre R, ¥V m e M.

Se ¢: My — My é um homomorfismo, seu nucleo Ker(y) e sua imagem Im(y) sdo submodulos
a esquerda (direita) de M; e Ma, respectivamente.

2.4 Algebras
Definigao 2.4.1. Seja R um anel. Uma R-dlgebra é um anel A com uma multiplicagdo por escalar

RxA — A
(A a) — Xa

satisfazendo as seguintes condicGes:

(1) (Muw)a = A(pa), para todos A\, pu € R, a € A;

(ii) (A + p)a = Aa + pa, para todos A\, u € R, a € A;
(iii) A(a+0b) = Aa + Ab, para todos A € K, a,b € A;
(iv) 1gra = a, para todo a € A;

(v) A(ab) = (Aa)b = a(Ab), para todos A\, u € R, a € A.

A tem unidade se existe um elemento 1 € A tal que 1z = x1 = x para todo x € A. Tal elemento
serd chamado de identidade em A. Se R é comutativo, A é chamada uma R-dlgebra comutativa.

E importante notar que, se R é um corpo, entdo uma R-algebra também é um espaco vetorial
sobre R. Assim, é possivel falar sobre a dimensdo de uma R-algebra.

Exemplo 2.4.2. Considere K um corpo. Entao, M, (K) ¢ uma K-algebra de dimensao finita
dimg (M, (K)) = n?, tendo como base {E;; : 1 < 14,5 < n}, onde E;; é a matriz que possui 15 na
entra (i,7) e 0 nas demais.

Exemplo 2.4.3. Todo anel A é uma Z-algebra. Podemos definir a operagao de multiplicagdo por
escalar como

ZxA — A
(a+a+...—|-a, se A > 0,
A vezes
(Aya) — <04, se A =0,
(—a)+ (—a)+ ...+ (—a), seX<0.
I\l vezes

E facil ver que os axiomas da definicao sao satisfeitos.

Exemplo 2.4.4. Seja H = R*. Denotamos:
1=(1,0,0,0) i=(0,1,0,0) 5=(0,0,1,0) k=(0,0,0,1)
Definimos uma multiplicacao em H satisfazendo:

e la=al =a,Va e H;
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Figura 2.1: Multiplicacio em H e o produto vetorial x em R3.

° 22:j2:k2:_1,
o ij =k, jk=1d,ki=7jji=—kkj=—1ik=—j
Entao H é uma R-algebra, conhecida como Quatérnios.

Exemplo 2.4.5. Seja R = C, e tome G um grupo topolégico Hausdorff com a propriedade de que
toda vizinhanga da identidade contém um subgrupo aberto e compacto de G. Entao G é localmente
compacto e possui uma medida de Haar p, que é uma medida de Borel satisfazendo as seguintes
condigoes:

1. w(xE) = p(E) para todo = € G e para todo E C G mensuravel,
2. u(U) > 0 para todo conjunto aberto nao-vazio U C G;
3. u(K) < oo para todo conjunto compacto K C G.

O C-espago vetorial C°(G) das fungoes ¢p: G — C localmente constantes e de suporte compacto
pode ser entendido como uma C-algebra, definindo a multiplicagao como a convolugao:

frgla / FW)gly ™ 2)du(y)
Esta é a chamada dlgebra de Iwahori- Hecke, e usualmente nao é comutativa.

2.5 Distancia ultramétrica e relacoes de ordem

Definigao 2.5.1. Uma distdncia ultramétrica num conjunto M é uma funcdo d: M x M — R tal
que, para todo z,y,z € M :

e d(z,y) > 0;
d(z,y) =0z =y;
d(z,y) = d(y, z);
d(z, z) < max{d(z,y),d(y,2)}.

Exemplo 2.5.2. Um exemplo interessante de distancia ultramétrica a qual vale a pena citar é a
distdncia p-ddica.
Seja p um ntmero primo. Definimos o anel dos inteiros p-ddicos 7, como o subanel do anel
produto
112/v"2 = 2/pZ x 2./p*Z x Z/p*Z x - --

n>1
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formado por tuplas coerentes (aq, o, ...) : se n > m, exigimos que «;, tenha imagem «,, segundo
o morfismo natural Z/p"Z — Z/p™Z. Ou seja:

Ly =« (a,) € H Z/p"L|am = an  (mod p™) sen >m
n>1
Dai, um inteiro p-adico pode ser representado como uma sequéncia na forma
[ an,p-1,...,a2,a1]p,
onde 0 < a; < p, e p € um nimero primo.

Definigao 2.5.3. Seja p um primo e seja oo um simbolo sujeito as regras co +a = 0o e a < 00
para todo a € NU {oo}.

e A wvaloragao p-ddica em Z é a fungdo v,: Z — N U {oo} dada por

maior 7 € N tal que p" | n, sen#0
vp(n) =

o0, sen =20

e A norma p-ddica é a fungao |||, : Z — R dada por

Inll, = p~*™ (n € 2Z)

Aqui interpretamos ||0Hp =p > =0.
Analogamente, definimos a valorac@o e a norma p-adica em Z, (que estendem as respectivas

fungoes em Z).

Diretamente das definigoes acima temos as seguintes propriedades para quaisquer a,b € Z (ou
Lp:)
(i) wvpla)=c0e=a=0 fall,=0&a=0
(i) vp(ab) = vp(a) + vy(b) l[abll, =llall, -[[ol],
(iii)  vp(a+b) = min{vp(a),vp(b)} [la +bll, < max{]all,.[[b],}

com igualdade em (iii) se vy(a) # vy(b) < |all, #I[b], -
Temos entao que

dp(a,b) =|la — |,

define uma métrica em Z e em Z,, chamada métrica p-ddica. Observe que d, ¢ uma distancia
ultramétrica, pois, para todo a,b,c € Z (ou Zy):

e dy(a,b) =|la— bllp = p~vplatd) > ymin{vy(a)vp(b)} >
e dy(a,b) =0 la—bl,=0ca-b=0sa=0;
o dy(a,b) =|la— ]|, =p~» 0 = p=»C=) =|[b—a||, = dy(b, a);

o dp(a,0) = Jla—cl, =la=b+b=—cl, = |(a=b)+ -0, <max{la—b],,[b-c,} =
max{dp(a, b)7 dp(b7 C)}

Portanto, d, ¢ um exemplo de distancia ultramétrica em Z e no anel de inteiros p-adicos Z.

Definigao 2.5.4. Dizemos que uma relagdo = em um conjunto I é uma pré-ordem se ela satisfaz
os seguintes dois axiomas:

e (Reflexividade) i < i para todo i € I.
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e (Transitividade) se i < j e j < k, entao i < k.

Um conjunto pré-ordenado (I, =) é chamado de direcionado se, para quaisquer ¢,j € I, existe
keI tal quei < ke j=k (ouseja, existe k majorando dois elementos i e j quaisquer).

Dois exemplos de pré-ordem que serao utilizados neste trabalho sao:

Exemplo 2.5.5. Os conjuntos de submodulos finitamente gerados de um moédulo M, pré-ordenados
pela inclusao. Dados dois submoédulos N e P, temos que N + P é finitamente gerado e majora N e
P.

Exemplo 2.5.6. Os elementos de um conjunto multiplicativo S de um anel (como definido em
2.1.25, pré-ordenados pela relagao de divisibilidade | em S (isto é,

s<tes|tedueS @ t=su

Dados dois elementos t,s € S, temos que o produto st majora s e t.

Definicao 2.5.7. Uma ordem parcial é uma relacdo bindria em um conjunto X se satisfaz as
seguintes propriedades:

e Reflexividade: Vz € X(z < )
o Antissimetria: Vo,y € X((zx <yAy<z)=>z=1y)
e Transitividade: Vz,y,z € X((x <yAy<z)=z<2)

Note que a relagao de pré-ordem definida no exemplo 2.5.5 é uma relagdo de ordem parcial (isto
é, vale a propriedade antissimétrica), mas no exemplo 2.5.6, isso ndo acontece: se S ¢ um conjunto
multiplicativo de Z formado por todos os elementos néo nulos, temos que 2 | —2 e —2 | 2, mas

24 -2,

Definigao 2.5.8. Uma ordem total < é uma relagdo bindria em um conjunto X se satisfaz as
seguintes propriedades, V a,b,c € A :

e Antissimetria: se a < be b < a, entdo a = b;
e Transitividade: se a < be b < ¢, entao a < ¢
e Totalidade: a < bV b <a.

Note que a relagao de totalidade implica a relagdo de reflexividade; assim, a ordem total é
também uma ordem parcial.
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Capitulo 3

Séries Formais

Apresentamos aqui as nogoes bésicas sobre séries formais e seus principais topicos.

Na secao 3.1, definimos e estudamos as propriedades de elementos basicos da constituticao de
séries formais.

Na secao 3, definimos e estudamos o semianel das séries formais, e também definimos o conceito
de série racional.

Na segao 3.3, exploramos outras representacoes para as séries formais, conceitualizando a no-
¢ao de séries reconheciveis, e demonstramos o Teorema de Schiitzenberger 3.3.12, que trata da
equivaléncia dos conceitos de séries reconheciveis e racionais. Sao tratados também resultados rela-
cionados a ideias sintaticos de séries formais, que serdo utilizados nos proximos capitulos, sobretudo
na demonstragao dos resultados concernentes a nao-limitagao da altura de estrela em 5.3. Tratamos
também de representagoes lineares minimais para séries formais, que simplificam demonstragoes de
diversos resultados que irao se suceder posteriormente.

Continuando em dire¢do ao estudo de representagoes de séries formais, apresentamos noc¢oes
bésicas sobre autématos ponderados na secao 3.4, com o fim de utilizéd-los para caracterizar séries
a partir de suas representagoes lineares.

3.1 Alfabeto, palavras e linguagens

Definicao 3.1.1. Um alfabeto é um conjunto finito e ndo-vazio de elementos, os quais denominamos
stmbolos ou letras do alfabeto. Uma palavra é uma sequéncia de letras de um alfabeto. A palavra
formada pela combinagao de nenhuma letra do alfabeto é chamada palavra vazia, e indicada por €.

O conjunto de todas as palavras que podem ser formadas a partir de certo alfabeto A é deno-
minado fechamento de A, e representado como A*. O fechamento reflexivo de A, indicado por AT,
é dado por AT = A*\ {e}.

A partir do conjunto definido, vamos introduzir uma operagao.

Definigao 3.1.2. Sejam aq - - - ap, by --- b, € A*. Define-se entao uma operagao %, dada por
(alan)*(blbp) :al"'anbl"'bp7

chamada concatenacdo, com o elemento neutro sendo a sequéncia nula €. Quando nao houver am-

biguidade, o simbolo * seré suprimido.

A operagao definida acima nos permite observar propriedades algébricas interessantes.

Proposicao 3.1.3. Para qualquer funcido a: A — M, onde M € um monoide, existe um inico
morfismo de monoides p: A* — M tal que o diagrama seguinte é comutativo:

A*
T N
A——M
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onde ¢ € a inclusao natural de A em A*.

Demonstragao. Veja [16].
O

Por causa dessa propriedade (chamada de propriedade universal), o conjunto A* é chamado de
monotde livre gerado por A, sendo um monoide com a operacao de concatenacao.

Temos também que AT é o semigrupo livre sobre A, e ¢ um semigrupo considerando a operacao
de concatenacao de palavras.

Definicao 3.1.4. Dada uma palavra w = a1 ---a, € A*, a; € A, denotaremos o tamanho ou
comprimento de w como a quantidade de letras utilizadas para a formacgao desta. Indicaremos como

wl = lar---an[ =n
o nimero de ocorréncias de determinada letra o do alfabeto A como |w/q.

Definicao 3.1.5. Seja w € A*. Entao, define-se a poténcia de uma palavra como

Ww'=ww...w, Yn € N.
—

n Vezes

0:

Sen =0, entdao w £.

Nota-se que |w - w| = |w| + |w| e, sendo o alfabeto A = {ay, ag,...,a,}, composto por n letras

Qi,Qo,...0, e w € A" entao
n
Wl =D wlay-
i=1

Podemos também agrupar conjuntos de palavras formadas a partir de uma certa regra em
comum. A esses conjuntos, daremos o nome de linguagens.

Definigao 3.1.6. Uma linguagem é um subconjunto de A*, onde A é um alfabeto.

3.2 O semianel das séries formais e séries racionais
3.2.1 Definicao e propriedades basicas
Iremos agora definir alguns conceitos fundamentais de séries formais.
Definigao 3.2.1. Uma série formal S é uma fungao
A* = R
Onde A* é o fechamento de um alfabeto A e R é um semianel, como na definigdo 2.2.3.

Em outras palavras, uma série formal é uma funcdo que tem como objetivo associar a cada
palavra do fechamento do alfabeto um elemento do semianel R.

Definigao 3.2.2. A imagem por uma série formal S de uma palavra w € A* é denominada coefi-
ciente de w em S e utilizamos a seguinte notacao: (S, w).
O suporte de uma série formal S é dado por

Supp(5) = {w € A™|(S,w) # 0}
O niicleo de uma série formal S é dado por

Ker(S) = {w € A*|(S,w) = 0}
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Dizemos que uma série formal S possui suporte finito se
[Supp(S)| < oo.

E importante observar que o suporte e o niicleo de uma série formal sao linguagens de A. Como
o suporte é uma linguagem, este pode ser finito ou infinito. Claramente Supp(S) U Ker(S) = A* e
Supp(S) N Ker(S) = 0.

Por questao de notagéo, denotaremos o conjunto de séries formais de A com coeficientes em R
de R{(A)).

Naturalmente, introduziremos operagoes + e - em R((A)) que nos permitira obter propriedades
interessantes sobre a tripla formada (R((A)),+, ).

Proposicao 3.2.3. Seja a tripla (R((A)),+,), em que definiremos as operacgoes + e - do sequinte
modo: dados S,T € R((A)), definimos:

e Adigao: a série S+ T como a unica tal que, para toda palavra w € A*, tenhamos:

(S+T,w)=(Sw)+(T,w)
e Multiplicacao: a série ST como a unica tal que, para toda palavra w € A*, tenhamos:

(Sva) = Z (S7 x)(T,y)

TY=w
Entao, o conjunto R{{A)), munido das operagoes + e - definidas acima confere a este uma estrutura
de semianel.

Além da adicdo e multiplicacao citadas acima, pode-se definir também outras duas operagoes
externas, que denotaremos por multiplicacdo por escalar & direita e multiplicacdo por escalar a
esquerda. Se S é uma série formal e r € R, definimos a série S como a tnica que satisfaz:

(rS,w) =r(S,w)
e definimos a série Sr, por sua vez, como a Unica que satisfaz:
(Sr,w) = (S,w)r

Note que estamos definindo a multiplicacao por escalar & direita e & esquerda pelo fato de nao
estarmos impondo que a operacao de multiplicacao é comutativa em R. Naturalmente, se R é um
semianel comutativo, podemos omitir o lado em que estamos multiplicando, ja que nesse caso

(rS,w) =7r(S,w) = (S,w)r = (Sr,w)

Podemos também definir outros tipos de operagoes em R((A)), como produto shuffle e o produto
de Hadamard, importantes para o estudo de algumas estruturas algébricas. Para mais detalhes, veja
[16] e [28].

Seguindo a definigao 2.3.1, podemos ver que o semianel R{(A)) das séries formais é um R-moédulo
a esquerda, onde a multiplicagao por escalar R x R((A)) definida em 3.2.3.

Definigao 3.2.4. O termo constante de uma série formal S é definido como o coeficiente da palavra
vazia, ou seja, (S,¢). Uma série formal S € R({A)) é propria se esta nao possui termo constante.

Se R é um corpo, entao o conjunto das séries formais proprias é o tnico ideal maximal de R((A)).
Proposigao 3.2.5. A funcao

¢ : R{(A) — R
S — »(5) =(5¢)
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€ um morfismo de semianéis.
Demonstragao. Temos as seguintes igualdades:
o (S+T)=(S+T,e)=(S,e)+ (T,e) =p(S)+¢(T), VST e R((A))
o p(ST) = (5T,e) = > (S,u)(T,v) = (5,¢)(T,e) = p(S)p(T), ¥V 5, T € R{{A))

UvV=¢€
® ©(0gr(a)y) = (Or(ay),€) = Or

* o(1gryay) = (Iryay,€) = 1r

Definigao 3.2.6. Uma série formal S € R((A)) com suporte finito é chamada de polinémio.

Por questao de notagao, o conjunto de polinémios serd denotado por R(A). Note que R(A) é um
subsemianel de R((A)). Veja que R(A) é uma R-algebra livre sobre A, conforme o seguinte teorema:

Teorema 3.2.7 (Propriedade Universal de R(A)). Sejam R um anel comutativo, A um conjunto
nao-vazio e R(A) o conjunto de polinémios sobre A. Dada uma R-dlgebra K, e uma fungao j: A —
K, existe um 1inico homomorfismo de R-dlgebras ¢: R(A) — K tal que

p(a) =j(a), VacA,
onde identificamos A com sua imagem pela aplicagao (injetora) A > a — la € R(A).

Definicao 3.2.8. O grau de um polinémio é o tamanho da maior palavra em seu suporte se este é
nao-nulo, e & —oo se o polindmio é nulo (i.e. a série formal nula 0). Ou seja, o grau de um polindémio
S é definido como:

max{|w|: w € supp(S)}, se S #0
deg(s):{_w{u (), 55 £0

Quando A = {a} possui apenas um elemento, denotamos o conjunto das séries de poténcias
formais como R({a)) = R[[a]], e o conjunto de polindmios como R{a) = R|a].
Se R for um anel, entdo R[[a]] possui algumas propriedades importantes.

Proposigao 3.2.9. Seja R um anel. Entao

1. O grupo das unidades de R[[a]] é

U(R[[a]]) = {ro + r1t +rot2 + ... € R[a]] | ap € U(R)}

2. Se R é um dominio, entao R[[a]] também é um dominio.

3. Temos um isomorfismo natural

R[[a]] = projlim Rla] =< (fn) € H Rlal |fm = fn  (mod a™) para todon >m ¢,

neN <an> neN <an>
que leva ro + ria + 120 + -+ em seus truncamentos (ro (mod a),rg + r1a (mod a?),rg +
ria +rqa? (mod a?),...).
Demonstragio. 1. Um elemento rg + ria + rea® + ... € R[[a]] é uma unidade se, e somente se,

a seguinte equacdo nas variaveis s;s

(7“0+7’1a+?“2a2+-..)(so—|—sla+32b2+...):1
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admite solugao, ou seja, se e somente se, o seguinte “sistema triangular infinito” possui solugao:

TosSo — 1

r180 + 71051 =0

980 + 1181 + 19S2 =0

r380 + 1281 + 1182 + 71083 =0

>, 1is; =0
i+j=n
Assim, se rg + ria + roa® + - -+ & unidade entdo rosgp = 1 = ro € U(R).

Reciprocamente, se rg € U(R), podemos recursivamente definir

-1
Sp = —ry (rnso +Tp—151+ ... +r1sp—1) para n > 1,

que é solugao do sistema
ToSo — 1
r180 +ros1 =0
roSg + 1181 +rosa =0
r380 + res1 +r1s2 + 1983 =0

Z Tris; = 0
i+j=n
Logo, ro + ria 4+ ra® + ... € U(R[[a]]).

2. Dados elementos nao nulos Y rpa™ e > sp,a™ em R[[a]], sejam 4, j minimos tais que r; # Oe
s; # 0. Entao o coeficiente de a**/ no produto

() ()

ér;s; # 0 (pois R é dominio), o que mostra que este produto de séries formais é nao-nulo.

3. Observe que a inclusdo R[a] < R|[[a]] induz um isomorfismo de anéis Ra]/(a") = R|[[a]]/{a™) :
um conjunto de representantes de classe destes quocientes é o conjunto de todos os polinémios
de grau menor ou igual a n — 1. Além disso, para n > m, temos um diagrama comutativo

/
\

[a] [ }

Ra]
(a™)

Assim, pela propriedade universal do limite projetivo (veja [30] e [23], por exemplo), temos
um morfismo de anéis

7: R[[a]] — prgill\]imR[a]/m")

Explicitamente, 7 é dado pelo produto dos mapas quocientes

aen (@) Ly {a”)
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cuja imagem consiste em tuplas coerentes pela comutatividade do diagrama.

Vamos mostrar que 7 é um isomorfismo.

e Claramente 7 é injetor, pois dado elemento nao nulo
fla)= Zrna" € R|[[d]],

digamos com 7; # 0, temos que f(a) #0 (mod a“‘l),
Rla]

e 7 & sobrejetor: escrevendo um dado elemento (fy(a) (mod a)™),en € projlim {amy utili-
neN

zando representantes de classe fy,(a) € Rla] com deg(f,(a)) < n, temos que, paran > m,
fnla) = fn(a) (mod a™) implica que fp,(a) é obtido a partir de f,(a) omitindo-se os
monodmios de graus maiores ou iguais a m. Assim, os polinémios f,(a),n € N, podem
ser “colados” em uma série formal f(a) € R[[a]] com

7(f(a)) = (fu(a) (mod a"))nen

3.2.2 Familias somaveis

Iremos agora definir o conceito de série racional, a partir da definicdo de operagoes racionais
sobre o conjunto das séries formais de A com coeficientes em um semianel R e algumas constatagoes
acerca do fecho racional dos subconjuntos de R((A)).

Defini¢ao 3.2.10. Seja 0 < o < 1. Uma familia (S;);c; é chamada de somdvel em relagdo a o se
existe uma série formal S tal que, para todo € > 0, existe um subconjunto finito I’ C I tal que,
para todo subconjunto finito J C I contendo I’, a seguinte desigualdade é satisfeita:

d> 8,8 | <e
jed

onde d é a funcao definida da seguinte maneira:

d: R({A)) x R((A)) — R
(S,T) — d(S,T) = g@(51)

onde
w: R((A)) x R((A)) — NU {00}

(S,T) — w(S,T) =U(S,T)
em que

U(S,T) = inf{n € N|Jw € A", |lw| =n A (S,w) # (T, w)}

Uma propriedade interessante, cuja demonstracao nao faremos por ser trabalhosa e entediante, é o
seguinte:

Proposicao 3.2.11. Para 0 < o < 1, entao uma familia (S;)ier € somdvel em relagio a o se e
somente se € somdvel em relacao a %
Por causa de tal propriedade, definimos o seguinte:

Definigao 3.2.12. Uma familia (.5;);er ¢ somdvel se e s6 se é somavel em relacdo a %

Definigao 3.2.13. Uma familia (S;);c; é chamada de localmente finita se para toda palavra w
existe apenas uma quantidade finita de indices i € I tais que (S;,w) # 0.
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Proposicao 3.2.14. Toda familia de séries (S;)ier localmente finita é somdvel.

Demonstragao. Seja (S;);c; uma série localmente finita em R((A)).
Para cada inteiro n, seja J, o conjunto dos ¢ € I tais que o grau deg(S;) é menor ou igual a n.
Por hipétese, J, é finito. Tome
Tv=)_ 5
1€Jn
e para todo conjunto finito L que contém .J,, tome
T, =) 5
i€l

As séries T, T, e S coincidem para todas as palavras w € A* de tamanho menor ou igual a n,
e temos entao que

d(T,8) <27 e d(T,,Tp) <277,
E dai segue que
d(Ty,S) < d(T,, S) + d(T,, Tp) < 27" 27" < 27 (1),
O

A soma de uma familia localmente finita pode ser definida para toda palavra w € A* pela relagao
(S,w) = (S, w).
1€l
Note que o suporte dessa soma é finito pois a série (S;) é localmente finita.
A reciproca nao é verdadeira, ou seja, nem toda familia de séries soméavel é localmente finita.

Exemplo 3.2.15. Como exemplo de familia somavel que nao é localmente finita, considere B o
semianel booleano e considere, para todo ntimero n natural S, = 1. Entao, a familia de séries
(Sn)nen € somavel, mas nao é localmente finita. De fato, como

(Si,w)=1#0VieN,
e sabemos que N possui infinitos elementos,' segue que
|{i € I|(S;,w) # 0} = o0
Logo, é claro que (Sp)nen tal que S, = 1 ¥n € N néo é localmente finita.

Proposicao 3.2.16. Se S € R((A)) € uma série formal propria, entao a familia (S™)n>0 € local-
mente finita.

Demonstragao. Seja S € R((A)) é uma série formal propria. Se n > |wl|, entao (S",w) = 0.
Consequentemente, esta familia é localmente finita.
O

Corolario 3.2.17. Se S € R((A)) € uma série formal propria, entao a familia (S™)n>0 € somdvel.

Demonstragao. Da proposicao 3.2.16, sabemos que (S™),>0 é localmente finita. Como toda série
localmente finita é soméavel pela proposicao 3.2.14, segue que a familia (S™),>¢ é soméavel, como
queriamos demonstrar. ]

! Aqui ndo estamos preocupados com a questdo de cardinalidade, mas rigorosamente deveriamos dizer que |N| =

{i € I|(Si,w) # 0} =R
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Definicao 3.2.18. Dizemos que soma da familia de séries proprias (S™),>0 ¢ chamada estrela de
Kleene de S, ou seja:
S =) 5"

n>0

Denotamos a série ST como sendo

St=>) 5"

n>1

Exemplo 3.2.19. Seja F}, o n-ésimo namero de Fibonacci, definido recursivamente como:

Fy=0,F =1,
F, = n71+Fn72> Vn >1

Considere a série S € N[x], definida por?

o
S = Z F,z"
n=0
Entdo, a série S é propria, pois (S,¢) = (S,2°) = Fy = 0. Vamos calcular S*. Observe que:
SO =1,8" =2 4 122 4+ 223 + 32" +52° + 82° + 132" + ...,

5% = 2% + 223 4+ 5t + 1025 + 202° + 3827 4 712® 4 8827 + 125210 + .
53 = 23 4 32* + 92° + 222% + 5127 4+ 11128 + 2332° 4+ 411210 4 7142 4 . ..
St = 2t 4 425 + 142° + 4027 4 10528 + 25627 + 594210 + 12402 + 2472212 4 ..
S° = 2% 4 52% + 2027 4 652° + 1902° + 511210 + . ..

k

E assim por diante. Note que (S™,w) = 0 para w = 2", com k < n. Entao,

S =804+ 61+ 621 8346448546864+ 687+5% 4. =
S* =1+ a2 + 222 + 52% + 122* + 292° + 702% + 16927 + 40828 + 98527 + 2378210 + ... =
= (14v2) - (1-v3)’
S*=1+

n=1
onde P, denota o n-ésimo Numero de Pell, definido recursivamente por

o
" =1+ Z P,a"
n=1

Py=0,P =1,
P,=2P, 1+ P, 5, Vn>1

Desse modo, temos que
e, 9]
St = Z P,z"
n=1
Proposicao 3.2.20. Seja S € R((A)). Entao, sao vdlidas as sequintes relagoes:
o S*=1+5" o ST =88*=5*$

Demonstracao. Temos o seguinte:

Fr=) S"=5"4+) " =14+> S"=1+5"

n>0 n>1 n>1

1

2Trata-se da expansio em série de poténcias da funcéo geradora da Sequéncia de Fibonacci, f(z) = ===
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E também:

ST=Y 5= 9" =5|> | =5[> 5| =95

n>1 n>1 n>1 k>0

Analogamente:

s+:25":25“—15: an—l S = ZS’“ S =9*S

n>1 n>1 n>1 k>0

Se K é um anel, entdo S* é o inverso de 1 — S, pois
S*(1—-8)=85*-5*S=85*-5t =1
As relagoes da proposi¢ao acima serao importantes na demonstragdo do lema que se segue.

Lema 3.2.21 (Lema de Arden). Sejam T e U séries formais, sendo T uma série formal propria.
Entao, a dnica solucdo S da equacdo S =U + TS € a série S =T*U.

Demonstracio. Como temos T* = 1+ T+ de 3.2.20, entdao T* = 1 +TT* e dai T*U = U + TT*.
Logo, tomando S = T*U, segue que S = U + T'S. Como a série T' é propria, temos que

n
Iim 7" =0 e lim ZTi:T*
i=0

n—00 n —00 4

Como S =U 4+ TS, temos
S=U+4+TWU+TS)=U+TU + T3S

Analogamente,
S=U+TU+T>(U+TS)=U+TU +T?U +138

E por indugao, obtemos

S = Zn:Ti U+1Trs

i=1

Consequentemente,

n
lim S = lim ZTZ‘ U+Tis | =

n—00 n—00 ¢
=1

1im§ T! U—l—(lim T”+1>S=T*U+0-S:»S=T*U
TL*)OO’LIZI n—oo
O

Agora, iremos definir o conceito de operagoes racionais de R({A)), que serd a base para a
conceitualizacao do fecho racional.

Definigao 3.2.22. Seja R um semianel e A um alfabeto. Chamaremos as operagoes:
e Soma e produto, como definidos em 3.2.3;

e Estrela de Kleene, como definido em 3.2.18;
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e multiplicacdo por escalar a esquerda e multiplicacdo por escalar a direita (R({A)) x R —

R((A)))
de operagoes racionais de R{(A)).

Um subconjunto de R({A)) é racionalmente fechado se é fechado com respeito as operagoes raci-
onais. O menor subconjunto contendo um subconjunto D de R((A)) de forma que seja racionalmente
fechado é chamado fecho racional de D.

Definigao 3.2.23. Seja S € R((A)) uma série formal. S é dita racional se esta pertence ao fecho
racional de R(A).

Se R for um anel, entdo o fecho racional de R(A) é o menor subanel de R((A)) contendo R(A)
e fechado em relagao ao inverso.

3.3 Representagao linear

3.3.1 Séries reconheciveis

Defini¢ao 3.3.1. Sendo K um semianel, uma série formal S € K((A)) é dita reconhecivel se existe
um inteiro 7 > 1 e um morfismo de monoides 3

p: AY — My (K)
e duas matrizes A € M, (K) e v € My «1(K) tais que, para todas as palavras w,

(S, w) = Au(w)y
Neste caso, a tripla (A, u,7) é chamada representacao linear de S, e n é sua dimensao.
Vamos agora definir uma operacao de A* em K ((A)).

Definicdo 3.3.2. Para cada palavra z, e para cada série formal S, vamos associar a série 219
definida por:

1S = Z (S, zw)w

wEA*

Em outras palavras, para todas as palavras x e w, o coeficiente de w na série 2715 ¢é (S, 2w), isto é:
(2718, w) = (S, 20)
A operacao S — 2715 possui algumas propriedades interessantes.

Proposicao 3.3.3. Sejam k € K, z,y € A*, S,T,U € K{((A)), com U prdpria e a uma letra.
Entao, € vdlido que:

1. 27X (S+T) =218+ 27T}
7 (kS) = k(z71S), 271(Sk) = (z719)k;
(zy) 1S =y 1 (27'9);

a Y(ST) = (a=19)T + (S,e)(a'T);

A S

a”lU* = (a7 1U)U™.

Demonstra¢ao. Sendo (S,w) o coeficiente de w em S. Entao, para qualquer palavra w:

3 Aqui estamos considerando M, (K) com a estrutura multiplicativa.
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L (z7YS+T),w) = (S+T,2w) = (S,2w) + (T, 2w) = (718, w) + (z71T, w).
2. (z7HkS),w) = (kS, 2w) = k(S,2w) = k(z71S,w).
3. ((zy)~18,w) = (S, zyw) = (2718, yw) = (ytz~19,w).

4. Temos que:

(ail(ST),w) = (ST,aw) = UUZW(S,U,)(T,'U)
= (S,e)(T, )+UUZ:W(S yau) (T, v)
= (5.9 >+Wiw< a8, u)(T,v)
= (8.9)@ ' T,w) + ((a™'8)T.w).

5. Observando da proposicao 3.2.20 que U* = 1+UU*, e utilizando o item 4, temos que ¢~ 'U* =
(a~tU)U*, ja que (U,e) = 0.

Exemplo 3.3.4. Seja S = a® + aba® + abab + ab® + b. Para esta série, temos que (S,w) = Ig(w) =
[w € B]* para B = {a?, aba®, abab, ab?, b}.
Temos que:
(ab)™'S = > (S,abw)w =a® +ab+1b
weA*

b a ') =" [ D (S,aw)w | =b'(a + ba® + bab + b?) = a® + ab+ b
wEA*

Além do que ja foi exposto, esta operagao de A* em K((A)) é associativa no sentido de que
(my)*lS = yil(xflS), como pode ser constatado no exemplo 3.3.4 e na proposigao 3.3.3.
Outra féormula muito importante é a apresentada no seguinte lema:

Lema 3.3.5. Para S € K(A), tem-se
= (S,e) + Z a(a™!
acA

Demonstracao. Quando S é uma palavra, é facil ver que a formula é valida. Estendendo de A* para
K (A) por linearidade e continuidade, obtém-se o resultado desejado.

Vamos mostrar o resultado por induc¢ao na quantidade de termos de S. Suponha inicialmente
que S =w € A*. Assim:

(w,e) + Za(ailw) =0+tw=w
k
Agora, suponha que para Sy = > (S,w;)w; a formula da proposigao é valida, ou seja:
i=0

Sk = (Sk.e)+ Y ala™'S)

acA

41x ou yx indica a funcdo caracteristica do conjunto X e [P] indica o colchete de Iverson para uma proposigao
P. Nesse caso, ambos possuem o mesmo significado, e atribuem 1 se w estéd em -6 ou 0, caso contrario.
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k+1
Entao, para Sky1 = Y. (S, w;)w;, temos:
i=0

k+1

Spt1 = 2 (S, wi)wi
i=0
k
= > (S, wi)wi +wkt1
i=0
= Sk+Wk+1

= (Sk,e) + a;A a(a™"Sk) + (wkt1,€) + (EA a(a™ wky1)
(Sk,€) + (Wrg1,€) + > ala™tSk) + ala  wiy1)
(St ) D)+ T ala (Se+ )
(Sk+1,€) + agA a(aa_el%kﬂ)
O

Definigao 3.3.6. Um subconjunto M de K ((A)) é dito estdvel se, para todo S € M e para todo
x € A*, temos que z~1S € M.

Observe que, pela propriedade 3 da proposicao 3.3.3, a defini¢ao 3.3.6 é equivalente a dizer que
a~'S € M para cada a € A.

A proposi¢ao abaixo nos fornece uma maneira de verificar se uma série formal é reconhecivel
por meio de subconjuntos estaveis.

Proposicao 3.3.7. Uma série formal S € K((A)) é reconhecivel se, e somente se, existe um
K -submddulo de K({A)) a esquerda finitamente gerado estdvel que contém S.

Demonstrag¢io. Assuma que S é reconhecivel e tome (A, i, y) uma representagao linear de S com
dimensao n. Considere as séries formais S1, Ss, ..., .S,, definidas por

(Si,w) = (p(w)y)i, i=1,2,....n
para todas as palavras w. Considere
S ={51,52,...,5.}
Seja M o K-modulo a esquerda gerado por S. Portanto M é finitamente gerado. M contém S, pois

(Sa w) = Aﬂ(w)’y

0 que nos fornece

3

Vamos mostrar agora que M é estavel, ou seja, que S € M e para todo x € A*, temos que
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z~ 18 € M. Sendo = € A*, temos

(x718,w) =

&“

8
£ g
2 =

Il
T

I
=
==
OIS
&
=
£
3
Q—/

<.
I
—

Il
M=
=
2
::
n
E

<.
I
—

Portanto,
n

218 = Y (ul@))iyS; € M

j=1

Consequentmente, M é estéavel, pois a funcio T — 2~ 'T é K-linear, pelas propriedades expostas
na proposicao 3.3.3, e manda geradores em M.
Reciprocamente, seja M um K-submodulo estavel de K((A)) gerado por Si,Sa,...,S, e que

contém S. Entao,
n
S=> \S;
i=1

para certos \; € K. Além disso, temos também que para toda letra a € A, existe uma matriz
p(a) € My (K) tal que, para todo 1,

n

a 'S = (ua))i;S;

Jj=1

Podemos ver essa equagao de maneira matricial. Considere 91, dada por

(@) (ula)iz - (ua))in S
(w(a))z (wa))22 -+ (u(a))2m So

M = . : ) . : =
(@)t @)z - (@) )\ S

m = < 2 (u@) Sy X @) e X (@) )

Ou seja, a~19; corresponde & entrada My ; de M.
Podemos estender a funcao p: A — M, (K) para um morfismo de monoides

wo A — My (K)

(@)ny (w2 -+ (w))nn
que por conveniéncia, continuaremos denotando por mu. Nessas condi¢oes, temos a seguinte afir-
magao:
Afirmacgao 3.3.8. Para toda palavra w € A*, vale que

n

w8 =) (n(w))i ;9

=1
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Demonstra¢do. Vamos provar a afirmacao por indugao no tamanho da palavra.
Para w = ¢, observando que

(1(€))ijSj = 0 se i # j,

temos que
n

> (u(€))iyS; =

j=1
(1(€))i, 181 + (u(€))i2S2 + .. ((€))iiSi + -« + (1(€))inSn =
=0 =0 =0

(1u(€))iiSi =e71S;

Logo, a relagao é valida para w = €, ou seja, para palavras de comprimento 0.
Se a relagao funciona para certa palavra w com comprimento £ entdo por indugdo

(wa)_lSi = a‘l(w_lSi)
- a-1<i<u<w>i,ksk>

=1
(1(w))ik(a™Sk)

I
NE

£
Il
—

I
NE

(1(w))ik (f:l(u(a))k,jS)
iz

£
Il
—

(1(w))i(p(a))ry | S

I
—

|
M=
YN
M=

<.
I
—_

Il
M=
=
—~ X

wa)); ;S;

<.
I
—-

Logo, a relacao vale para toda palavra n = wa de tamanho £+ 1. Dessa forma, a equacao vale para
todas as palavras, e a afirmacao esta provada. O

Agora, considere v; = (Sj,¢), e tome a matriz v € M,,»1(K) definida dessa maneira, ou seja:

et (517 E)
V2 (S2,¢)
73 (537 5)
")/ = 74 = (547 8)
Tn—1 (Sn—h 5)
In (Sn,€)
Entao,
(Sivw) = (w_lvsi’g)

Il
VR
NgE
=
£
&
&
™
~—

<.
Il
—

Il
Nk
=
£
&
2
&2

<.
Il
-

I
M=
=
£
&
2

I
—~
=
—~
£
S
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Assim, temos que

gt
()i (ww)iz - (W) 12
M@y = (M A ) e .
(w))na  (1(w))n2 (1(&))nm ’y.
n—1
Tn
= 3 M),
= é&(&w)
= (S,w)

Dai, concluimos que existe um morfismo de monoides
p: A* — My, (K)

e duas matrizes A € M, (K) e v € Mpx1(K) tais que, para todas as palavras w,
(S,w) = Ap(w)y

Isso mostra que (A, p,7) é uma representagao linear de dimensao n de S.
Dai, da definicao 3.3.1, S é reconhecivel.

A generalizagdo para matrizes é extremamente 1til e pode ser feita sem muitas dificuldades.

Para M € M, (K) e x € A, definimos

M= Z (M, 2w)w,

weA*
onde
(My1,2w) (Myg,zw) -+ (Mip,zw)
(Mo, 2w) (Ma,zw) -+ (May,zw)
(M, z2w) = ) )
: : vdots
(Mp1,2w)  (Mp2,zw) -+ (Myy, zw)

Defini¢ao 3.3.9. Uma matriz M € M, (K((A))) é propria se, para todos os indices i e j, a série
m; j € propria. Nesse caso, a estrela de M pode ser definida como’®

Af*z:}i:ﬂlk

k>0

E facil ver que a generalizacio da proposicao 3.2.20 ¢é valida para matrizes proprias:

M* =1+ MM*, (3.1)

onde 1 ¢ a matriz identidade.

O préximo resultado mostra que as operacoes racionais atuam de modo “racional” nas matrizes.
Esse lema é essencial para o estudo de autématos, pois nos fornece uma versao direta dos algoritmos
de McNaughton—Yamada (MNY) e de Brzozowski-McCluskey (BMC), responsaveis por nos muni-
ciar de processos para mostrar que uma linguagem reconhecida por um autémato finito pode ser

A existéncia de M* pode ser verificada considerando a topologia produto induzida por K({A)) em K ({A))"*™.
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obtida a partir das letras do alfabeto a partir do uso de unioes, produtos e estrelas de linguagens,
ou seja, por uma expressao racional, temas que serao tratados na segao 3.4 e no capitulo 4. Para
mais detalhes sobre os algoritmos MNY e BMC, veja [29] e [19].

Lema 3.3.10. Se M € M, (K((A))) € uma matriz propria, entao todos os coeficientes de M* estdo
no fecho racional dos coeficientes de M.

Demonstracao. A ideia da demonstracao sera utilizar indugao para provar o resultado.
Se n = 1, entao o resultado é claro, e ja temos nosso caso base. Assuma n > 1, e considere as

decomposig¢oes em blocos
alb «  [a]|B

onde a e d sdo matrizes quadradas, e os blocos de M* tém as mesmas dimensoes correspondentes
aos blocos de M. Da equagao (3.1), temos que

a=14+aa+by p=aB+bd
y=ca+dy d=1+cf+dd
Observe que o lema 3.2.21 pode ser estendido para matrizes; portanto, temos que
B=a"'bd e v=dca.
Dai, substituindo as equacoes,
a=1+aa+b(dca) =1+ (a+bd*c)a
d=1+c(a"bd) +dd =1+ (ca™b+ d)d
Novamente, o lema 3.2.21 nos fornece
a=(a+bd*c)* e 6= (ca’b+d)*

Finalmente,

B =a*blca*b+d)* e ~vy=dc(a+bd"c)*

Pela hipétese de inducao, todos os coeficientes de a* e d* estao no fecho racional dos coeficientes
de M. O mesmo ocorre para os coeficientes de ca*b + d e a + bd*c, e novamente pela hipotese de

indugao, os coeficientes de «, 8, e § estao todos no fecho racional de M*. O
a b c

Exemplo 3.3.11. Vamos calcular a estrela da matriz M = | 0 d e |. Para isso, vamos de-
0 0 f

compor M como soma de duas matrizes de modo que uma delas seja diagonal, isto é,

o O R
O Qo
Il
o O Qe
O QO
- O O
+
o O O
o o o
oo o

~ 0 O
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utilizando a identidade (M + N)* = (M*N)*M, obtemos:

a b c " at 0 0 0 b ¢ a* 0 0
0 d e = 0 d< 0 0 0 e 0 d< 0 =
0 0 f 0o o0 f* 0 00 0o o0 f*
0 a*b ac " a* 0 0
= 0 0 d*e 0 d< 0 =
0 O 0 0 0 f*
1 a*b a*c+ a*bd*e a* 0 0
= 0 1 d*e 0 d° 0 =
0 0 1 0 0 f*
a* a*bd a*cf* + a*bd*ef*
= 0 da d*ef*
0 0 f*

Um importante teorema na teoria de séries racionais é o Teorema de Schiitzenberger, demons-
trado pela primeira vez em [9], que estabelece a equivaléncia do conceito de série reconhecivel e
série racional.

Teorema 3.3.12 (Schiitzenberger). Uma série formal é reconhecivel se, e somente se, é racional.

Demonstracao. Para mostrar que toda série racional é reconhecivel, basta verificar que todo po-
linémio P é reconhecivel, e para séries reconheciveis S e T', S+ T, ST e S* (S propria) também sao
reconheciveis. De fato:

e P é reconhecivel: Vamos nos valer do resultado obtido na proposicao 3.3.7. Se P é um po-
linémio, entdo w~!P = 0 para qualquer palavra w com |w| > deg(P). Consequentemente, o
conjunto {w 1 P|w € A*} é finito. Como este & estavel, ele gera um submodulo estavel que é
finitamente gerado e também contém P, pois e ' P = P. Assim, P é reconhecivel.

e S + T é reconhecivel: Se S e T sao reconheciveis, entdo existem submodulos finitamente
gerados estaveis M e N de K((A)) com S € M eT € N. Entao M + N contém S+ T e ¢
finitamente gerado e estavel, mostrando que S + T é reconhecivel.

e ST é reconhecivel: Seja o submédulo P = MT 4+ N. Temos que ST € P, e de acordo com
a equagado 4 do lema 3.3.3, P é estavel. Além disso, é finitamente gerado, pois M e N séo
finitamente gerados. Consequentemente, ST" é reconhecivel.

e S* & reconhecivel: Assumindo S propria, seja o subméddulo @ = K + M S*. Entao, S* =
e+ 85* € Q, e Q ¢ estavel, ja que pelo lema 3.3.3,

a1(8'8*) = (a718)5* 4+ (S,e)(a"18)S* € Q, VS € M.

Além disso, @ é finitamente gerado. Portanto, S* é reconhecivel.

Dessa forma, toda série racional é reconhecivel.
Reciprocamente, seja S uma série reconhecivel e tome (A, i, y) a representagao linear de S com
dimensao n, como definido em 3.3.1. Considere a matriz propria

M = Zu(a)a € Mn(K)((A))

acA
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Utilizando o isomorfismo natural ¢ entre M,,(K)((A)) e M, (K((A))), dado por

3 Ympw Y] Ympgw o0 Y Ymypw
“mir “Ymiz - “Mmin weEA* weA* weA*
w w LW Yo Ymow Y Ymosw -0 Y “manw
mai ma2 man
_ wEA* wEA* wEA*
¥ E . . . . w| =
weAr ' : h ; : ; :
“m “m “m w w w
wEA* wEA* wEeA*
temos que

k
TR SETCES S DOVTOT) IS DB DU R Qo

k>0 k>0 \acA k>0 we Ak weA*

Desse modo, cada entrada Mi*j da matriz M* é da forma

Mz‘fj = Z(M(W))i,jw

w

Em vista do lema 3.3.10, MZ*J é racional. Como
§= MM,
i’j

a série S € racional, pois cada M, ¢ racional.
9

Portanto, toda série reconhecivel é racional.
Como corolério imediato, temos que

Corolario 3.3.13. Toda série racional S possui representacdo linear da forma:

(A 11,7)

Onde A € Myyn(K) € uma matriz-linha, p : A* — My (K) é um morfismo de monoides e vy €
M, x1(K) é uma matriz-coluna.

3.3.2 Ideais sintaticos

Seguindo [27] e [29], vamos assumir que K é um anel comutativo. A algebra de polindmios K (A)
¢ um K-modulo livre que possui como base o monoide livre A*. Consequentemente, o conjunto
K ((A)) das séries formais pode ser identificado com

(K(A)* ={f: K(A) — K|f é linear.},
chamado de dual de K(A). Registremos tal fato no

Lema 3.3.14. Seja (K(A))* o dual de K(A)). Entao, (K(A))* é isomorfo a K{{A)).

Demonstracao. Considere

p o (K(A)" — K((4))
[ e(f)= 2 flww
wEA*
Claramente ¢ ¢ um monomorfismo. Essa fungao também é sobrejetora, pois para S = > (S,w)w €

wEA*
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K((A)), podemos definir g na base canénica de (K(A4))* de modo que g(w) = (S,w). Assim,
Pig) =D gww= Y (Sww=S
weA* weA*

Portanto, (K (A))* é isomorfo a K ((A)). O

Cada série formal S define uma fungao linear

ps K<A> — K
P — (S,P)= > (S,w)(Pw)
weA*
a soma acima possui suporte finito, pois P é um polinémio. Entao, podemos considerar o niicleo de
©s -+
Ker(pg) = {P € K{4)|(S,P) =0}.

Assim, pg € (K(A))*. Dai, podemos definir

Yo K((4) — (K(4))
S — P(S) =yps

Pode-se verificar que ¥ é um morfismo de K-moédulos, pois
o $(S+T) = () +9(T), ¥ S,T € K((4)) :

YIS +T)P) = (ps+er)(P)
= Z (va)(va)+ Z (va)(va)

weA* weA*
= > (S+T,w)(Pw)
weEA*
= (S+T,P)
= $S+T

o p(kS) =ky(S), VS e K((A),Vk e K :

P(RS)(P) = (kes)(P)

= ky(9)

Qualquer morfismo multiplicativo u: A* — 9, onde 9 é uma K-algebra, pode ser estendido
univocamente a um morfismo de K-algebras K(A) — 9. Esta extensao também sera denotada por
1. Vamos usar esta convencgao tacitamente na sequéncia desta se¢dao. Além disso, temos:

wEA*

Definigao 3.3.15. Seja uma série formal S € K((A)). Dizemos que o maior ideal bilateral de K (A)
contido em Ker(S) com respeito a inclusao é o ideal sintdtico de S, sendo denotado por Ig.

Este ideal sempre existe, uma vez que é a soma de todos os ideais contidos em Ker(S), ou seja:

IS:ZI

1cKer(s)
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Definigao 3.3.16. A dlgebra sintdtica de uma série formal S € K((A)), denotada por Mg, ¢ a
algebra quociente de K(A) pelo ideal sintéatico Ig de S, ou seja:

K(A)

Mg = Ts

O morfismo canénico K(A) — Mg serda denotado por pg. Como Ker(us) = Is C Ker(S), a
série S induz em Mg uma funcao linear denotada por ¢g. Dessa forma, temos que
S =psopus.

Lema 3.3.17. Seja 9 um K-mddulo finitamente gerado o direita, 5 e tome ¢ uma funcio K -linear
em M. Considere mo um elemento de M e seja v: A* — End(9M). Entao, a série formal

§= " plw(mo)w
weA*

€ reconhecivel. Além disso, se MM possui um sistema gerador com n elementos, entio S admite uma
representacao linear com dimensao n.

Demonstracdo. Sejam myq,ma, ... m, os geradores de 9. Entao, para cada letra a € A, e para cada
J €{1,2,...n}, existem coeficientes af ; € K tais que

va(m;) = Zmiaﬁj.
i
As matrizes (af ;)i ; € My(K) definem uma funcao

pw: A = My(K)
a +=—— (a?,j)iaj

Y

que pode ser estendida para um morfismo pu: A* — M, (K). Uma indugao direta mostra que para
qualquer palavra w,

vw(m;) = Zmi(ﬂw)i,j‘ (32)

Sejam A € Mixn(K) e v € Mpx1(K) dados por A; = ¢(m;) e mg = > mjv;. Desse modo,
J
utilizando tal informacao e a equacao 3.2, temos:

vw(mpy) = vw ij’yj = Z vw(my)y; = Z Zmi(ﬂw)i,j%'v
- r P

J
e consequentemente,
(S,w) = e(rw(mo)) = Y Aipw)ijvj = A(w).
1,3

Da definigao 3.3.1, segue que S = > @(vw(mp))w é reconhecivel. O
weA*

Definicao 3.3.18. O ideal sintdtico a direita de uma série formal S € K((A)) é o maior ideal a
direita contido em Ker(S). E denotado por I%.

Vamos agora introduzir uma operacao de K(A) em K ((A)) a direita. Como visto em 3.3.14,
K ((A)) é identificado com o dual de K(A), de modo que cada endomorfismo f do K-médulo K (A)

SEste resultado é verdadeiro para qualquer semianel K, mesmo que esse nio seja comutativo.
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define um endomorfismo ! f do K-moédulo K ({A)), chamado morfismo adjunto, pela relagao
(S, f(P)) = ("f(8),P) VS € K((A),PeK(A).
A funcdo f — 'f é um antimorfismo, de acordo com a definicao 2.2.5, ou seja:
“lgof)="fo"yg

A partir de um polindmio P, podemos considerar o endomorfismo Q — PQ de K(A) e seu
respectivo morfismo adjunto, denotado por S +—— S o P. Assim,

(S,PQ)=(SoPQ).

Em particular, para palavras x,y
(S,zy) = (Sowxz,vy).

A equagao acima define a operagdo o. Dessas observagoes, segue como consequéncia o seguinte:

Lema 3.3.19. Dada uma série formal S € K((A)), polinomios P,Q € K(A) e uma palavra w € A*,
temos que

1. Sow=w"l8;
2. (SoP)oQ = So(PQ).

Demonstracao. 1. Lembrando a operagao definida em 3.3.2, sendo suficiente estendé-la por line-
aridade. segue diretamente, para toda palavra w, que

(Sow,w) = (S,ww) = (w15, w)

2. Como sabemos que (S, PQ) = (S o P, Q), considere um polinomio R. Advém dai que
((SoP)oQ,R) = (SoP,QR) = (S, PQR) = (S0 (PQ),R) = (So P)oQ = S o (PQ).
0
Corolario 3.3.20. K((A)) ¢ um K(A)- médulo a direita com a operago o.

Demonstracdo. Segue diretamente do item 2 da proposicao 3.3.19, j4 que as demais propriedades
da defini¢ao 2.3.1 seguem trivialmente. O

Proposigao 3.3.21. O ideal sintdtico o direita de uma série S €
Is ={P e K(A)|SoP =0}

Demonstragao. Seja J = {P € K(A)|S o P = 0}. Pelo corolario 3.3.20, vé-se que J é um ideal a
direita de K(A). Além disso, J € Ker(S5), pois

SoP=0 = (5,P)=(SoP,e)=0.

Ademais, J é o maior ideal & direita com esta propriedade, j4 que, dado um polinémio P, temos
que

PK(A) C Ker(S) = (SoP,Q)=(S,PQ)=0 VP,Q € K(A)
Dai, So P = 0. Logo, J = Ig. ]
Corolario 3.3.22. Temos que K(A)/Ig ¢ isomorfo a S o K(A) como um K(A)-médulo a direita.

Vamos supor a partir de agora que K é um corpo.
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Definigao 3.3.23. O posto de uma série formal S é a dimensao do espago S o K(A).

Definicao 3.3.24. A matriz de Hankel de uma série formal S é a matriz H indexada por A* x A*
com entradas em K definida por

H(z,y) = (S, zy), Va,ye A"

Exemplo 3.3.25. Considere o alfabeto A = {a,b}, e defina recursivamente a funcao ¢p: A — N
como p(e) = p(a) =0, p(b) =1, e p(wz) = 2¢p(w) +p(x), Vw € A%,z € A. Em esséncia, ¢ codifica
a palavra no niimero natural cuja representacao em binario coincide com a palavra ao substituir a
por 0 e b por 1. Por exemplo,

p(bab) = 2¢(ba) +
= ( @(b) + ¢(a)) + ¢(b)
= 4p(b) +2¢p(a) +1p(b) =5

Vamos analisar a matriz de Hankel da série S = > ¢(w)w. A tabela 3.1 mostra as entradas da
weA*
parte superior esquerda da matriz de Hankel H, com linhas e colounas destacando os indices da

matriz. As primeiras linha e coluna repetem os indices. Caso nao haja confusdo com os indices,

e a b aa ab ba bbb aaa

€ 0 0 1 0 1 2 3 0
a 0 0 1 0 1 2 3 0
b 1 2 3 4 5 6 7 8
aac |0 0 1 O 1 2 3 0
ab |1 2 3 4 5 6 7 8

ba |2 4 5 8 9 10 11 16

bb |3 6 7 12 13 14 15 24
aaca |0 0 1 O 1 2 3 0

Tabela 3.1: Parte superior esquerda da matriz de Hankel.

podemos simplesmente escrever a matriz H de maneira usual como

0010 1 2 3 0
0010 1 2 3 0
123 4 5 6 7 8
0010 1 2 3 0
g—-| 123 4 5 6 7 8
2 45 8 9 10 11 16
367 12 13 14 15 24
0010 1 2 3 0

Teorema 3.3.26 (Teorema de Paz-Carlyle-Fliess). O posto de uma série formal S € igual a codi-
mensao de seu ideal sintdtico a direita, e € equivalente ao posto de sua respectiva matriz de Hankel:

posto(S) = codim(Ig) = posto(H)
Além disso, a série S € racional se e somente se possui posto finito e, nesse caso,

posto(S) = min{dim(X\, i, v)|(\, 1, y) € uma representacao linear de S}.
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Demonstrag¢ao. Recorde que o posto de uma matriz (mesmo uma matriz infinita) pode ser definido
como sendo a maior dimensao de um subdeterminante nao-nulo,e este é igual ao posto das linhas e
ao posto das colunas.

Lembrando que a codimensdo de W C X é codim(W) = dim(X/W), a primeira identidade,
mais especificamente, posto(S) = codim([g), segue como consequéncia direta do corolério 3.3.22,
pois

codim(/g) = dim(K(A)/Ig) = dim(S o K(A)) = posto(S).

O espago S o K(A) possui um conjunto de geradores T = {S ow|w € A*}. Assim, posto(S) é
igual ao posto de 7. Como cada S o w pode ser identificado com a linha de indice w na matriz de
Hankel de S, pois, a partir da propriedade 1 do lema 3.3.19, temos que, Vz € A* :

(Sow,r) = (w8, z) = (S,wr) = H(w, )
Portanto, o posto de S é igual ao posto da matriz de Hankel, ou seja:
posto(S) = posto(H),

o que conclui a primeira parte do teorema.

Vamos agora para a segunda parte do teorema. Se .S é racional, entdo pelo teorema de Schiitzen-
berger 3.3.12, S ¢é reconhecivel e possui uma representacao linear (A, u,7y) de dimensdo n. O ideal
a direita

J = {P € K(4)|Mm(P) = 0}
esta contido em Ker(S), e sua codimensdo é menor ou igual a n. Consequentemente, J C Ig,

mostrando que
posto(S) = codim(lg) < codim(J) < n.

Logo, se S é racional, entao posto(S) < oc.

Reciprocamente, seja n = posto(S) = dim(So K (A)). Vamos construir uma representacao linear
para S, mostrando que esta é reconhecivel e, portanto, racional. Para lograr nosso objetivo, seja ¢,
definida por

p: SoK(A) — K
T — (T ¢).

Entao, para qualquer palavra w,
(S,w) = (Sow,e) =¢(Sow).

Seja p(w) a matriz singular dos endomorfismos de S o K(A) que levam uma série T' em T o w, para
alguma base de S o K(A). Cada elemento de S o K(A) é representado por um vetor My, (K), e
cada endomorfismo de S o K(A) é representado por uma matriz em M, (K); entao M,,(K) exerce
uma agao a direita em My, (K). Em vista da equagao 2 do lema 3.3.19

(SoP)oQ =S50 (PQ),

temos que (u(z))(n(y)) = u(xry) para quaisquer palavras = e y. Seja A o vetor linha representando
S em uma base escolhida, e tome v a coluna representando ¢. Entéo, temos que

(9,w) = (S ow) = Au(w)y,

mostrando que S é reconhecivel, e pelo Teorema de Schiitzenberger 3.3.12, racional, com uma
representagao linear de dimensao n. Logo, se posto(S) < oo, a série S é racional, como queriamos
demonstrar.

O]
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Exemplo 3.3.27. Considere a série S = Y ¢(w)w = b+ ab+ 2ba + 3bb + aab + ... do exemplo
weA*
3.3.36.

Esta série possui uma representacao linear (A, p,y) de dimensao 2, definida por

A:<1 0) u(a):<(1)g> u(b):<é;> 72(?)

Dessa forma, sabemos que posto(S) < dim(\, u,y) = 2. Vamos observar a matriz de Hankel de
S, onde os indices estao ordenados pela ordem lexicografica (a mesma adotada na tabela 3.1 do
exemplo 3.3.25, reproduzida abaixo por conveniéncia):

001 0 1 2 3 0
001 0 1 2 3 0
123 4 5 6 7 8
001 0 1 2 3 0

H—|123 4 5 6 7 8
2 45 8 9 10 11 16
36 7 12 13 14 15 24
001 0 1 2 3 0

Observe que as linhas indexadas por a e b na matriz de Hankel sao linearmente independentes.
Assim, o posto de S é no minimo 2. Portanto, o posto de S é 2.

Exemplo 3.3.28. Tome A = {a,b} e a fungao ¢ do exemplo 3.3.25, e considere a série S =
> (p(w))*w = b+ ab + 4ba + 9bb + aab + . ..
wEA*
Esta série possui uma representagao linear (A, p,y) de dimensao 3, definida por

1 0 0 0 1 0 0
/\:<1 0 0) pay=0o o 1| uwy=|1 -3 3 v=11
3 -8 6 6 —15 10 4

Assim, posto(S) < dim(A\, pu,y) = 3.
A matriz de Hankel de S, onde os indices estao ordenados pela ordem lexicografica é:

0 1 4 9 0
0 1 4 9 0
16 25 36 49 64
0 1 4 9 0
16 25 36 49 64
16 25 64 81 100 121 256
36 49 144 169 196 225 576
0 1 O 1 4 9 0

= O = O O
Nl N

I
COR L O OO

Observe que podemos extrair da matriz de Hankel acima uma submatriz H’ formada pelas
linhas e colunas indexadas por €, b e bb, como mostrado abaixo:
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© o o 1 4 (@ o

00 I 0 1 4 9 0

4 (9 16 25 36 64

00 I 0 1 4 9 0 - 01 9
g—|1 4 9 16 25 36 49 64 - g —| 1 9 49

4 16 25 64 81 100 121 256 --- 9 49 225

(9) 36 (49) 144 169 196 (225) 576

00 I 0 1 4 9 0

Temos que det(H') = —72 # 0, pois as linhas sdo linearmente indepedentes. Logo, o posto de S ¢
ao menos 3. Portanto, o posto de S ¢é 3.

Pode-se utilizar a fungdo ¢ do exemplo 3.3.25 para mostrar que existe uma série formal com
posto n em N((A)) para todo n € N*, bastando verificar que a série formal

§= 3 (pw)'w € N((A)

wEA*

possui posto k + 1.

3.3.3 Representacao linear minimal

Sabemos que as representacoes lineares de uma série S podem ter diferentes dimensoes. Traba-
lhar com a representacao linear de menor dimensao pode simplificar o estudo de propriedades das
séries racionais.

Para isso, precisamos garantir que podemos utilizar qualquer representagao linear com menor
dimensao para os célculos, ou seja, que existe uma relagao entre todas as representacoes lineares
“minimais” de uma série racional S, o que serd comprovado no teorema 3.3.34.

Definigao 3.3.29. Uma representagao linear minimal de uma série racional S é uma representagao
linear de S com menor dimensao entre todas as suas representagoes possiveis.

Proposicao 3.3.30. Uma representacao linear (A, p,7y) de dimensao n de uma série S é minimal
se, e somente se, tomando M = p(K(A)), temos que

N = Miun(K) e My= Mpx1(K)

Neste caso,
Ig ={P | Au(P) = 0}

onde Ig € o ideal sintdtico a direita de S, como definido em 3.3.18.

Demonstragao. Suponha que (A, p1,7) € minimal, e tome J = {P|Au(P) = 0}. Entdo J ¢é um ideal
a direita de K(A), e codim(J) = dim(K(A4)/J) = dim(A9M) < n. Como J C Ker(S), temos
J C Ig, e o Teorema de Paz-Carlyle-Fliess 3.3.26 nos garante que codim(J) > codim(lg) = n.
Consequentemente, codim(J) = n,J = Ig e XM = M1, (K). A igualdade My = M1 (K) ¢é
obtida analogamente.

Reciprocamente, assuma A9 = M, (K) e My = M1 (K). Entao, existem palavras x1, ...,z
€ Y1,...Yn tais que Ap(x1),... Au(xn) e w(yi)y, ... 1w(yn)y sdo bases para Mixn(K) e Myx1(K),
respectivamente. Desse modo,

det(M(pu(ziy;))7)1<ij<n # 0

Como A(u(ziy;))y = (S, xy;), a matriz de Hankel H de S é tal que posto(H) > n. Pelo Teorema
de Paz-Carlyle-Fliess 3.3.26, a representagao (\, i, y) ¢ minimal. O
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Corolario 3.3.31. Se (A, p,7) € uma representagao linear minimal de dimensao n de uma série
formal S, entdo existem polindémios Py, ..., Py, Q1,...,Qn tais que, para toda palavra w

p(w) = ((S, PwQj))1<i,j<n

Demonstracao. Pela proposicao 3.3.30, existem polinémios Py, ..., Py, Q1, ..., Q, tais que

(Au(Pi))1<i<n

¢ a base canodnica de Kix,(K), e analogamente, (1u(Q;)Y)i<j<n € a base canonica de K, x1(K).
Portanto,

((w))ig = () p(w)p(Qy)y = (S, PwQ;)
O

Proposicao 3.3.32. Seja K um anel comutativo que € um dominio de ideais principais, e seja F um
corpo quociente. Seja S € K((A)) uma série racional de posto n sobre F. Entdo S € racional sobre
K e possui uma representacdo linear em K de dimensdo n, ou seja, S possui uma representacao
minimal com coeficientes em K.

Demonstragao. Seja (A, p,y) uma representacao linear minimal de S sobre F. De acordo com o
coroléario 3.3.31, existem polinémios Py, ..., P,,Q1,...Q, € F(A) tais que para w € A*,

p(w) = ((S, PwQj))1<ij<n-

Seja d € K \ {0} tal que dP;,dQ; € K(A) e d\ € Mix,(K). Entao, para todo polinémio
P e K(A),
*Au(P) = (dN)(S, dPiPdQ;)ij € Mixn(K),

pois (S, R) € K sempre que R € K(A). Dali,

MK (A)) €

Isso mostra que Au(K(A)) ¢ um submodulo de um K-modulo livre de posto n. Consequentemente,
A (K (A)) também é livre, e seu posto é menor ou igual a n. Pelo lema 3.3.17, obtemos uma
representacao de S sobre K de dimensao menor ou igual a n. Pelo Teorema de Paz-Carlyle-Fliess
3.3.26, segue a dimensao da representacao é n. O

No contexto em que estamos trabalhando, é interessante verificar quais as relacOes existentes
entre duas representacoes lineares. Assim, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.3.33. Duas representagoes lineares (\, u,y) e (N, 1/,+") sdo chamadas semelhantes se
existe uma matriz m tal que N = Am, ¢/ = m~u(w)m,y = m~1y.

Vamos agora enunciar um importante teorema, que revela uma conexao entre as representagoes
minimais possiveis para uma série.

Teorema 3.3.34. Duas representagoes lineares minimais sao semelhantes.

Demonstragao. Seja (A, p,7y) uma representagao linear minimal de S. Entéo, pelas proposigoes
3.3.21 e 3.3.30,
It = {P € K(A)|]Au(P) =0} = {P € K(A)|So P =0},

os dois K(A)-modulos S o K(A) e Mixn(K) = Au(K(A)) (com agao em My, definida por
(v, P) — wu(P)) sao isomorfos. Consequentemente, existe um K-isomorfismo f: Mjxn(K) —
S o K(A) tal que, para cada polinémio P, e para v € My, (K),

f(on(P)) = f(v) o P.
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e, além disso,
f) =S,

Considere a fungao linear ¢ em S o K(A) definida por ¢(T) = (T,¢). Entao para v = Au(P),
obtemos

p(f(v)) = e(f(Au(P))) = o(f(X) o P) = (S o P) = (S0 P,e) = (S, P) = Au(P)y = v,

nos revelando que ¢ o f =+, se v for tomada como a fungao linear v — vy.
Se (N, 1/,+") é outra representagao linear minimal de S, entao existe um isomorfismo ¢, analo-
gamente & f. Desse modo, existe um isomorfismo

P = d)_l 0 ¢ Mixn(K) = Mixn(K)

tal que

b(op (P)) = p(0)u(P), »(N) =X, ' =704
Basta escrever 1) em sua forma matricial para obter o resultado desejado. O
Corolario 3.3.35. Sejam (A, u,7y) e (N, 1/,7') duas representagoes lineares de um série S e assuma

que a sequnda representacao € minimal. Entao existe uma representacao (3, i, 75) similar a (X, p, )
tendo uma decomposicdo em blocos da forma

) w00 0
)\:<>< N 0),/1: x w0 |,y=149
X X o X
Demonstragao. Veja [27]. O

Exemplo 3.3.36. Considere o alfabeto A = {a,b} e a funcdo ¢ definida em 3.3.25. Utilizemos

a mesma série formal S = 3 (p(w))?w € N{(A4)) do exemplo 3.3.28. Esta série admite duas
weA*

representacoes lineares minimais (A, u,7y) e (1, K, ), ambas de dimensao 3, definidas como:

100 121 0
A:(1oo) pa=lo20]| uvy=loz22] y=|o0
00 4 00 4 1
100 111 0
n:(lOO) k@)= 02 0| wo)=] 0 e=1| 0
00 4 00 4 1

Considere U = > (u(w)y)w eV = > (k(w)é)w. Se tomarmos apenas as colunas de U e V'
weA* weA*
com indice €,b e bb, entao U e V sao representados por matrizes

01 9 01 9
U=1]10 2 12 e V=| 04 24
1 4 16 1 4 16

E facil ver que a matriz P tal que UP =V é

Y

Il
o O =
SN O
= o O
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E podemos verificar que

1 00 111 1 00
w(b) = 01024 0 2 0 | =P 'k®)P= ub) =P lsb)P
0 0 1 00 4 001

Trivialmente, vemos que A = Pn, p(a) = P 'k(a)P e v = P71£. Dessa forma, concluimos que as
representagoes lineares minimais de S sdo semelhantes.

O lema seguinte serd importante para concluir a demonstragao do lema 5.3.1, que é imprescin-
divel para a demonstracao do teorema 5.3.2, o mais importante dessa primeira parte.

No entanto, sua demonstracao utiliza o teorema de Kleene e conceitos de semigrupos de matrizes,
que estao brevemente apresentados no apéndice A para preencher as eventuais lacunas. Desse modo,
nao iremos reproduzi-la aqui, mas sim no apéndice A.

Lema 3.3.37. Seja K um semianel comutativo. Tome

"y
N:<% MH)

um morfismo A* — M, (K), onde i/ e p” sao morfismos. Toda série reconhecida por p € uma

combinagao linear de séries reconhecidas por ' ou p” e de séries da forma S'aS"”, onde S’ é
reconhecida por i, a € A e S” ¢ reonhecida por p".

3.4 Autdématos ponderados

Vamos agora nos voltar ao estudo dos autématos ponderados e compreender como utilizé-lo
para caracterizar séries a partir de suas representagoes lineares.

Definigao 3.4.1. Um autémato ponderado, também chamado de autdmato com pesos’ é uma

séxtupla A = (A, K,Q, I, E,T), onde:
e A é um alfabeto;
e K éum conjunto de pesos (geralmente um semianel);
e () ¢ um conjunto de um ou mais elementos denominados estados;
e [: (Q — K é a funcgao estado inicial;
e [: Q x Ax (@ — K éuma funcdo chamada fun¢ao de transigao;
o T: () — K é a funcao de estados finais.

Uma tripla (p, a,q) tal que E(p,a,q) # 0 é chamada aresta, p e g sdo respectivamente estados
inicial e final, a letra a é seu rdtulo e E(p,a,q) € seu peso. Um caminho é uma sequéncia

c= (CIO,G17(]1)(Q1,G2,Q2) ce (qn—l,amqn)

de arestas. O peso de um caminho ¢ é o produto

n

E(c) = [[ E(¢i-1,0i.4:) = E(go,a1,q1) - E(q1,02,02) - .. - E(gn-1, an, )
i=1

dos pesos de cada aresta. Seu rotulo é a palavra w = agay . . . ay.
Cada estado é um vértice, e cada aresta carrega uma expressao ka, onde k é o peso e a é seu
rotulo. Sempre que o peso é 1, este é omitido.

Tem inglés, weighted automata
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Exemplo 3.4.2. Seja A= (A, K,Q,I,E,T). Considere o alfabeto A = {a, b}, e o0 semianel K = N.
Tome Q = {1,2}. Defina I(p) =2—p,peQ, T(q) =1+ (-1),q€Q, e

L, se p = g;
E(p,a,q) = 0, sep#qea=b
1+ (-1)P, sep#qea=a

O diagrama de estados de tal N-automato esta retratado na figura 3.1.

a,b a,b

Figura 3.1: Diagrama de estados de um autdomato ponderado.

Exemplo 3.4.3. Seja o automato ponderado A = ({ab},B,Z,1, E,T),onde I(z) = T(x) = o, €
a fungao E esta definida como

1, sea=aeq=p=x1;
E =< 4 7
(p, v, q) { 0, caso contrario.

Este autémato ponderado possui um nimero infinito de estados, e esta representado na figura 3.2.

Figura 3.2: Autémato ponderado com infinitos estados.

Exemplo 3.4.4. Um caso particular de autémato ponderado é o autémato finito deterministico,
onde a funcao F é tratada como uma funcao caracteristica, e K é o semianel booleano.
Por exemplo, o autémato finito deterministico D? = (4, K, Q, I, E,T), onde:

o A={0,1}
e K =B=1{0,1};

e ©=1{0,1,2,3,4,5}

1, seq=0;
-um—{o !

caso contrario.

)

_J T seq=2p+a (mod 6);
e E(p,a,q) = { 0, caso contrario.

1, seq=0;
°T(Q)={0 ! ;

, caso contrario.
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O autémato D% determina se, dada uma sequéncia de 0’s e 1’s, o ntimero representado por ele
na base 2 é divisivel por 6. Podemos construir o seguinte diagrama de estados para este automato
(lembramos aqui que nesse caso especifico, o peso dado a cada aresta pode ser suprimido, por se
tratar da fungao caracteristica):

Figura 3.3: Diagrama de estados para o autémato D3

Analogamente, pode-se construir um autémato finito deterministico Dz que determina se um
nimero representado na base b é divisivel por k. Nessa mesma linha, o diagrama de estados represen-
tado em 3.4 verifica se a expansao binéria corresponde a um ntmero divisivel por 8, correspondendo
ao automato finito deterministico Dg.

Figura 3.4: Diagrama de estados para o autémato D3

Definigao 3.4.5. Seja S € K((A)). Dizemos que S é reconhecida pelo autémato ponderado A =
(A,K,Q,I,E,T) se para w = a1azg . .. 4y, temos

(Sw)y= > I(q0)E(g0,a1,q1) - - E(gn-1,n,¢n)T(qn)
q0,---,qn€Q

E 1til chamar um estado ¢ de inicial (final) se I(q) # 0 (T(g) # 0). O coeficiente (S, w) ¢ a soma
dos pesos de todos os caminhos ¢ que percorrem w de u estado inicial p para um estado final ¢, cada
peso sendo mutiplicado & esquerda pelo coeficiente do estado inicial e & direita pelo coeficiente do
estado final.

[o.¢]

Exemplo 3.4.6. Considere a sequéncia de Fibonacci e sua série S = ) F,z" € N((x)). O dia-
n=0

grama de estados do autémato ponderado que reconhece S esté apresentado na figura 3.5 abaixo:
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1
0 S0

1

Figura 3.5: Autémato reconhecendo a série de Fibonacci.

Exemplo 3.4.7. Considere A = {a,b} e a série S € Z((A)), definida por

2™ sew=a"\n>1
(S;w)y=4¢ —-3:2" sew=a"b,n>0
0, caso contrario.

em outras palavras,

S = Z 2" — 32 27q"b

n>1 n>0

O suporte de S ¢ a linguagem a™ U a*b. A série é reconhecida pelo seguinte Z-autémato ponde-

rado:
2a 1 3b ~ 2
—1

Figura 3.6: Diagrama de estados do autémato ponderado que reconhece S = > 2"a™ — 3 > 2"a"b.
n>1 n>0

Os automatos ponderados permitem reconhecer se uma linguagem ¢ finita ou ndo com relativa
facilidade, como nos revela o teorema 3.4.8 abaixo, cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em [32]:

Teorema 3.4.8. Sao equivalentes:

(i) Uma linguagem L € finita se, e somente se, existe algum autdomato ponderado finito que a
reconhece cujo diagrama de estados nao tem ciclos.

(ii) Uma linguagem L é infinita se, e somente se, nao existe autémato ponderado finito que reco-
nhece L ou o diagrama de estados de qualquer autémato ponderado finito que a reconhece tem
ciclo.

O diagrama de estados de um autémato ponderado é capaz de trazer & tona diversas caracteris-
ticas da respectiva série reconhecida por ele. Veremos agora que as séries que sao reconheciveis por
automatos sao justamente as séries reconheciveis, definidas em 3.3.1. Consequentemente, o Teorema
de Schiitzenberger 3.3.12 nos garantiré que toda série racional admite um autémato ponderado que
a reconhece.

Proposicao 3.4.9. Seja S € K((A)). Entao S € reconhecivel por um autémato ponderado finito
que nao contém ciclos se, e somente se, S é um polindémio.

Demonstra¢do. Se o autdmato ponderado finito que reconhece S nao possui ciclos, entao pelo te-
orema 3.4.8, que pode ser facilmente estendido para autématos ponderados, a linguagem que este
autdmato reconhece é finita. Como esta linguagem corresponde ao suporte de S, segue pela defini¢ao
3.2.4 que S é um polindémio.

Reciprocamente, se S é um polindmio, entao este possui suporte finito. Dessa forma, a lingua-
gem que o autdémato que reconhece S aceita é finita, e pelo teorema 3.4.8, segue que o autémato
ponderado finito que reconhece S nao contém ciclos. ]
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Proposigao 3.4.10. Uma série € reconhecida por um autémato ponderado finito se, e somente se,
€ reconhecivel.

Demonstrag¢io. Assuma que S € K((A)) é reconhecida pelo autéomato A = (A, K,Q,I,E,T).
Podemos supor sem perda de generalidade que @ = {1,...,n}. Entdao S é reconhecida por uma re-
presentacao linear (A, u,y), onde A € M, (K) é um vetor-linha, p: A* — M, (K) é um morfismo
ey € Myuxi1(K) é um vetor-coluna. Cada uma das entradas de A e vy estao definidos respectiva-
mente como Aip = I(p) e y1 = T'(¢), enquanto para p, temos p(a)pq = E(p, a,q) para cada a € A,
el<pgqg<n.

De fato, para w = ajas . .. oy,

(1(w))pg = Z E(p,a1,p1)E(p1,az2,p2) - ... - E(pm—1,&m, q)
P15---sPm—1

é a soma dos pesos dos caminhos de p a ¢ formando w. Portanto (S,w), que é dado pela equacao
da definicao 3.4.5, é igual a Au(w)~y.

Reciprocamente, seja (\, p,7y) uma representagao linear reconhecendo S € K((A)), e defina
um autémato ponderado A = (A, K,Q,I,E,T), tomando I(p) = Aip, E(p,a,q) = (u(a))p, €
T(q) = v41- Entao A reconhece S, pois para w = aias. .. G, temos

>, I(p1)EP1,a1,p2) - E(gm-1,am,¢)T(q) =
P1--sPm—1

= > Ap, (N(al))pmz Teeettels (N(am))pm_w%l
q%’7qn€Q

= > Au(ar)y
=1

= Au(w)y

= (va)

O

A demonstracido mostra que existe uma clara equivaléncia entre a nocao de autémato ponderado
e a representacao linear: elas estao associadas entre si.

Corolario 3.4.11. Toda série racional € reconhecida por um autémato ponderado finito.

Demonstra¢ao. Pelo Teorema de Schiitzenberger 3.3.12, toda série racional é reconhecivel. Pela
proposicao 3.4.10, toda série reconhecivel é reconhecida por um autémato ponderado finito. Segue
imediatamente o resultado. O

Exemplo 3.4.12. Considerando o mesmo autémato ponderado do exemplo 3.4.2, este corresponde
a representagao linear

A:<1 0) u(a)=<(1) ?) “(b):<é (1)> »y:<(2)>

Exemplo 3.4.13. O autémato do exemplo 3.4.7 corresponde & seguinte representacao:

A:(1 1) u(a)=<(2) 8) u(b)=<8 g) 7=<_11>

Observe que em particular

ma"):(?o" 8) : u(a"w:(g 3'02”>



Capitulo 4

Expressoes racionais

Neste capitulo, estudaremos as expressoes racionais. Na secdo 4.1, abordaremos o semianel
das expressoes racionais £, definindo-o e estudando algumas de suas principais propriedades. Sao
estudadas relagoes de congruéncia em &£, as consequéncias da identidade racional £ =1+ EFE* =
1 + E*E, e propriedades da operacdo da operacdo a~!E, que generaliza a operacdo definida em
3.3.2 para séries formais.

A secdo seguinte trata sobre identidades racionais sobre um anel e suas propriedades, bem como
sua “trivialidade”.

Durante este capitulo, iremos sempre considerar K como sendo um semianel comutativo e A
um alfabeto, a menos que seja explicitado o contrario.

4.1 O semianel das expressoes racionais

Vamos definir o semianel das expressées racionais em A sobre K. Esse semianel, que denotaremos
por &, seré construido como a uniao de uma sequéncia crescente de semianéis &,, para n > 0, ou

seja:
£=Jén

n>0

Cada um desses semianéis sera da forma &, = K(A,) para algum alfabeto A4, (podendo esse
alfabeto ser infinito).
Sem mais delongas, vamos definir o semianel £.

Definigao 4.1.1. Considere K um semianel comutativo e A um alfabeto. Seja A = { Ay, A1, Aa, ...}
um conjunto de alfabetos, no qual

A - A sen =20
"] A1 U{E*|EF € K(A,_1) A (E,e) =0} sen>1

Definimos &, = K(A,) Vn >0e A, € A.
O semianel £ das expressoes racionais em A sobre K é dado por:

E=\]Jé&
n=0

E importante notar que E* é uma expressao formal, obtida a partir de E colocando * como
expoente. Nota-se que a definicdo dada acima estd incompleta, uma vez que nao sabemos a partir
dela como calcular (E,¢) para E € £ em geral. Vamos construir uma maneira de preencher tal
lacuna na definigao.

Em & = K(A), é claro que o termo constante de S € K(A) pode ser calculado, uma vez que
ja esté definido em 3.2.4, pois estamos tratando simplesmente do anel de polinémios. Mais ainda,

49
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podemos considerar este como o morfismo de termos constantes:

©wo 50:K<A0> — K
S — o(S) = (S,¢)

Desse modo, podemos definir o termo constante indutivamente da seguinte forma: para e,_1, ja
temos definida a fung¢ao ¢,_1, dada por

Pn—1 gn71:K<An71> — K
B s pna(E) = (E.2)

Podemos entao estender tal fungao para K (A,) pel propriedade universal 3.2.7, tomando a fungao
©n,
on: En = K(A,) — K

como o tnico morfismo de semianéis tal que ¢, (E*) =1e ¢ [K(An_1)= Pn—1
Podemos entao definir o morfismo de termos constantes:

Definicao 4.1.2. A funcao
p &€ — K
E — @(E)=¢r(E)’

onde k =min{n € N: E € &,}, é chamada de morfismo de termos constantes.
Definigao 4.1.3. Um elemento de &, \ £,—1 é chamado expressao racional com altura de estrela n.

Exemplo 4.1.4. Seja A = {a,b}.
Entao ab € &, (ab)* € Ay e e +b(ab)*a € &1. Como a € Ay, a* € &1, (a*b)* € A, (a*b)*a* € &s.
O termo constante de € 4+ b(ab)*a é 1, e também ¢é o de (a*b)*a*.

A seguir, a proposigao abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [12], asserta sobre a
existéncia de um morfismo, univocamente definido, que generaliza o morfismo de termos constantes
para qualquer expressao racional em .

Proposigao 4.1.5. Seja K um semianel, e ¢ o morfismo de termos constantes definido em 4.1.2.
Entao, existe um inico morfismo

eval: £ — K((A))

estendendo a identidade em K UA tal que a operagao estrela € preservada, ou seja, eval(k) = k Vk €
K, eval(a) = a Va € A, e eval(E*) = (eval(E))*. Em outras palavras, eval € o unico morfismo que
satisfaz as condi¢coes dadas e torna comutativo o diagrama sequinte:

onde v designa a inclusao natural.

Além das propriedades expostas na proposicao 4.1.5, eval também preserva termos constantes,
isto é, (eval(F),e) = (E,¢) para toda expressao racional E.

Definigao 4.1.6. Sejam E e F' duas expressoes racionais. Escrevemos E = F quando eval(E) =
eval(F'). Dizemos que E = F ou (E, F) é uma identidade K -racionall.

Todas as identidades dadas nos exemplos a seguir sao identidades K-racionais. Elas foram
colocadas por Conway [3] no caso do semianel booleano:

Exemplo 4.1.7. o Identidades aperiddicas:

(ab)* =e+a(ba)’db e (a+b)" = (a’b)*a”
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e Identidades ciclicas:

vneN, (P(n)d"=(1+a+...+a" ")(a")*

e Identidades de estrela:
a*=ec+a'a e a*=c+aad*

Proposicao 4.1.8. A relacdo =, definida em 4.1.6 por
E =F < evadl(E) = eval(F),
€ uma congruéncia no semianel £,

Demonstracdo. Basta verificar que a relacao é reflexiva, transitiva e simétrica e compativel com as
operagoes do semianel £. Facamos entao a verificagao rotineira:

e Reflexividade: F = E, pois eval(E) = eval(E).
e Simetria: £ = F = F = F, pois eval(F) = eval(F).
e Transitividade: E = FAF =G = E = G, pois
eval(E) =eval(F) e eval(F) = eval(G)
Implicam eval(E) = eval(G). Além disso, se E = F e G = H, entdo
EFE+G=F+HeEG=FH
Pois eval é um morfismo de semianéis.
O

Podemos definir outra congruéncia em &£, a qual denotaremos ~ para fins de diferenciacao. Esta
¢ a menor congruéncia de & tal que para qualquer E € £, com (E,¢) = 0, tenhamos

E*~1+EE*~1+ EE" (4.1)

A ideia é encontrar a menor congruéncia que satisfaca a propriedade acima.Vamos mostrar que
a congruéncia ~ que satisfaz tal condicao é justamente a congruéncia = dada em 4.1.6.

Proposicao 4.1.9. Se E ~ F, entio E = F e (E,e) = (F,¢).
Demonstracao. De fato, como = é uma congruéncia satisfazendo
E=1+FE*=1+E'FE

para qualquer E € £ com (E,e) = 0. Isso ocorre pois, para S = eval(E), temos S = 1+ §5* =
1+ 5*S pela proposi¢ao 3.2.20. Assim,

E~F=FE=F=eval(E) =eval(F) = (E,e) = (F,¢).
O

Vamos agora tentar “expandir” o dominio da fungao eval. Uma boa ideia é verificar se podemos
definir algo parecido para matrizes. O morfismo de termos constantes

p + & — K
E — (FE,¢)
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pode ser estendido naturalmente para matrizes:

e @ My(€) — Myu(K)
—

M (M,e)
Onde, para
Ei Ero Evy
Es1  Eoo Es,
M = . )
Enl En2 Enn
temos que
(Eri,e) (Eiz,e) -+ (Ein,e)
(Ea21,€) (Bag,e) -+ (Ean,e€)
(M,e) = . . _ "’

(En17€) (En27€) (Ennvg)

Tal qual a defini¢ao 3.3.9, chamamos a matriz M € M,(€) de propria se (M,e) = 0. A congruéncia
~ também é estendida naturalmente para matrizes A, B € M, (E), considerando A ~ B se e
somente se a;; ~ b;; para 1 <14,j5 < n.

Proposigao 4.1.10. Dada uma matriz quadrada prépria M sobre £, existem matrizes My e My
de mesmo tamanho de M sobre £ tais que M1 ~ 1+ MMy e My ~ 1+ MyM.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar indugao na dimensao da matriz para demonstrar o resultado. Se a
matriz M for de tamanho 1 x 1, o resultado é claro, pois basta notar que My = My = M*. Dali,
temos que

M=1+MM*"=1+ M*M,

o que corresponde & identidade racional 4.1.
Considere entao M com dimensao maior do que 1. Escreva

we(4 1)

com blocos nao-triviais, e I e L quadradas. Por inducao, como I e L sao proprias, existem matrizes
I, L1 de mesmas dimensoes de I e L tais que

11N1+IfleL1N1+LL1.

Seja I' =1+ JL1N e L' = L + NIJ. Utilizando o argumento indutivo novamente, como L' e I’
sdo matrizes proprias, existem I] e L) tais que

I ~1+TT e L) ~1+L'L

- I LJL)
My = ( L\NI, I
Basta agora apenas verificar que My ~ 1 + M M;. Vamos entao calcular cada um dos coeficientes
de 1+ MM;:

Considere entao
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(10 I J I LJL,
L+ MM = 01>+<N L><L1NI{ r
|+ I, + JILLNI,  ILJL, + JL,

NI| + LI,NI, 1+ NILJL,+LL,

1+ +JLiN)I (I +1)JL}
(1+ LL))NI; 1+ (NLJ+ L)L

1+1'y, LJL I LJL)

LiNI} 1+ L'} LiNI} I}
O que termina a demonstragdo. A existéncia de My é provada simetricamente. O
Corolario 4.1.11. Se K é um anel e M € propria, 1 — M € invertivel modulo ~ .

Demonstragiao. Se K é um anel, entdo também sao £ e £/ ~ . Da proposigao 4.1.10, temos que:
My ~1+ MM, = M, — MM, ~1= My(1—M)~1 (ii)
Juntando (i) e (ii), obtemos
My ~1+ MoM_ My — MoM ~ 1= (1—-M)M; ~1 (i)

(1 — M)M; ~ 1 ~ M(1 — M)

Desse modo,
1NM2(1—M) = M; NMQ(l—M)Ml

(1—M)M1 ~1 :>M2(1—M)M1 ~ Mo

Dai, obtemos
My ~ My(1 — M)M;y ~ M,

Assim, 1 — M ¢é invertivel em £/ ~ . O

Nossa ideia agora sera definir um operador K-linear para cada letra a € A. Procurando genera-
lizar o que foi feito em 3.3.2, queremos um operador

L A
E — a'E

Vamos fazer isso de forma recursiva nos subsemianéis &,. Para n = 0, este equivale ao operador
em & = K(A) ja definido em 3.3.2.

Suponha que o operador ja esteja definido em &,_;. Vamos definir a 'E primeiramente para
Ec A,;se E € A,_1, entdo a ' F ja esta definido. Caso contrario, F = F* para algum F € &,_;
com (F,e) = 0; entdo a~ ' F est4 definida. Logo, podemos considerar

a'E = (a"'F)F*,

como serda demonstrado em 4.1.12.
Agora a~'E esta definido para E € A,,, e podemos tomar a funcio

U A, — MQ(gn)

E — wE)= ( a_ElE (E?e))
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A fungao p pode ser estendida para um morfismo de monoides AY — My(E,,), o tltimo com uma
estrutura multiplicativa.

Note que A é uma base para o K-moédulo &,. A partir dessa observagao, podemos estender
pela K-linearidade para

En = K(Ay) — Ma(E)

Podemos entdo calcular a='E para qualquer E em &,, por a 'E = u(E)a;.
Entao, o operador esté definido em &, recursivamente para todo &,. Como p é um morfismo
multiplicativo, temos para todo E e F em & :

EF o \ [ E 0 F 0
a"Y(EF) (EFye) | | a 'E (E,¢) a”'F (F¢)

A igualdade acima implica uma generalizagdo dos itens 4 e 5 da proposigao 3.3.3:
Proposigao 4.1.12. Sejam E e F' expressoes racionais e a uma letra. Entdo
a Y EF) = (a"'E)F + (E,e)a 'F
Além disso, a 'E* = (a 'E)E* se (E,¢) = 0.
Demonstracao. Considere o morfismo multiplicativo:

p o £ — Ma(€)
E = M(E):<a_£17E (E?e))

Entao

EF 0 E 0 F 0
HW(EF) = p(E)u(F) = ( a~(EF) (EF,¢) ) - ( a'E (E,¢) > < a”'F (F,e) )

Mas também temos:

E 0 F 0 - EF 0
a 'E (E)¢) a'F (Fe) |~ \ (a'E)F+ (E,e)a™'F (E,e)(F,¢)

Segue portanto que

EF 0 B EF 0
a N EF) (EFe) | =\ (@ 'E)F + (B,e)a”'F (E,e)(Fe) |

a Y (EF) = (a 'E)F + (E,e)a” 'F

Lema 4.1.13. Sea € A e E € uma expressio racional, entio eval(a™'E) = a~eval(E).

Demonstracao. Por defini¢ao, a férmula é verdadeira para E € &. Vamos demonstrar o lema por
indugdo. Vamos supor que a afirmagao é valida para £ € &,_1, n > 1. Defina o morfismo de
semianéis

W K((4) — Mz (K ((A)))
S — ( S 0 )
a 1S (S,¢)

Observe que ' é multiplicativa como consequéncia da proposigao 3.3.3, pois
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w(S) W (T) = a:S;S (S(,)s) ) ) ( aZT (T(,)s) )

B ST 0

- a 1ST +a 'T(S,e) (ST,e)
ST 0 ,

= | alsm) (8T,9) ) = W(ST)

Temos para E € &, :

, B eval(E) 0
L OGV&I(E) = ( aileVal(E) (eVal(E)75) )

eval(E) 0
evalo u(E) = < eval(a'E) (E,e) )

Assim, é suficiente mostrar que, para E € &,
W oeval(E) = eval o u(E)

Uma vez que p/ oeval e eval o sdo homomorfismos de semianéis K-lineares e como &, = K(Ay)
é suficiente verificar isso para E € A,,.

Vamos mostrar que as entradas 21 das matrizes p’ o eval e eval o u coincidem. Entao, ou E €
A1 C &,—1 e isso funciona por indugdo, ou E = F* para algum F € &, 1 com (F,e) = 0. Assim,
sabemos que

a'E=(a"'F)F*

e
eval(a ' E) = eval(a 1 F)eval(F*) = (¢ teval(F))eval(F)* = a™ ! (eval(F)*) =
a t(eval(F*)) = a teval(E).
Entdo, segue que eval(a ' F) = a~leval(F). O

Lema 4.1.14. Se E € uma expressao racional, entio

E~ (E,e)+ Z ala™'E).
acA

Demonstracao. A formula é valida por definicdo quando E € &, como mostrado pelo lema 3.3.5.

Novamente, vamos utilizar um argumento indutivo para mostrar nosso resultado. Vamos supor
entdo que a formula é valida para F € £,_1,n > 1, e provar para F € &,. Primeiramente, tome
E e A, Se E € A,_1, e o resultado estéa valido por inducao. Caso contrario, £ = F* para algum
F e é&,_1, com (F,e) = 0. Entao, por indugao,

F ~ Z ala™F)

a€A

Entao

E=F"~e¢+ FF* Ns—i—Za(a_lF)F* :zs—i—Za(a_lF*) :5+Za(a_1E)
acA acA acA

*

Como &, ¢ um K- mdédulo livre com base A},

é suficiente provar que o produto preserva a
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férmula. Assim, suponha que

E~(Ee)+) a

a€A

Assim, temos que

(EF,¢e) + ZAa(a—l(EF)) =

(@'E) e F~(Fe)+ Y a(a'F)

a€A

(EF,e)+ Y. a((a™'E)F + (E,¢)(a"'F))

acA
(E,e)(F,e) + %a(aflE)F + (E,¢) %:Aa(cle)
(E,e) | (Fye)+ %a(a‘lF) + %a(a‘lE)F
(E,e)F + ZAa(a*IE)F
((E,E) + > a(alE)> F

acA

EF.

4.2 Identidades racionais sobre um anel

4.2

O objetivo dessa secao é mostrar que, se K é um anel comutativo, entdo todas as identidades
racionais sobre K, como definidas em 4.1.6, sdo a grosso modo trivias. Isso significa que todas
as identidades racionais sdo consequéncias do fato de que S* é o inverso de € — S, para qualquer
série propria S. Como K é um anel, £ também é um anel, e podemos considerar equivalentemente
Ker(eval), chamado ideal das identidades racionais.

Vamos primeiramente analisar alguns exemplos:

Exemplo 4.2.1. Seja A = {a, b}.
Considere a igualdade

(ab)* = €+ a(ba)™b.

Combinatoriamente, significa que cada palavra em (ab)* é vazia ou é da forma awb, onde w € (ba)*.
Vamos mostrar que essa identidade pode ser deduzida algebricamente das identidades (¢ — S)S* =

e = S5*(e — S). De fato,

e = e—ab+ab=¢c—ab+ a(e —ba)(ba)*b = ¢ + a(ba)*b — ab — aba(ba)*b

= (e —ab)(e + a(ba)*d)

Aqui usamos (¢ — ba)(ba)* = € na segunda igualdade. Como (ab)* é o inverso de € — ab, obtemos:

(ab)* - & = (ab)*(e — ab)(e + a(ba)*b) = (ab)* =€ + a(ba)*b
—_———

=&

Exemplo 4.2.2. Seja novamente A = {a, b}, e considere

(a+b)" = (a"b)*a”

Combinatoriamente, isso significa que cada palavra em {a, b}* possui uma tinica fatoracio a®ba’tb- - -
ba comn > 0 e ig,...,i, > 0. Essa identidade também pode ser deduzida algebricamente das
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identidades (¢ — 5)S* = e = S*(¢ — S5). Temos:

e = (a*b)*(e —a*db)
= (a*b)* — (a*b)*a*b
= (a*b)*e — (a*b)*a*b
= (a*b)*(a*(1 —a)) — (a*b)*a™d
= (a*b)*(a* — a*a) — (a*b)*a*b
= (a*b)*a* — (a*b)*a*a — (a*b)*a*b
= (a*b)*a*(e —a—0)

Aqui usamos o fato de que (a*b)* é o inverso de € — a*b e a* é o inverso de ¢ — a*. Entao

e-(a+b)"=(a"b)'a*(e—a—0b)-(a+b)" = (a+b)" = (a’b)"a”

=&

Ja que (a +b)* é o inverso de € —a — b.

Os dois exemplos 4.2.1 e 4.2.2 mostram que as respectivas identidades podem ser deduzidas

algebricamente a partir de (¢ — S)S* =& = S*(e — 5). De fato, veremos que isto sempre é possivel,
nos revelando que todas as identidades racionais na verdade podem ser "geradas"tendo como ponto
de partida uma tnica identidade racional. Enunciamos formalmente esta constatacao no

Teorema 4.2.3. Se K € um anel, o ideal das identidades racionais € gerado pelas expressoes
racionais (¢ — E)E* —c e E*(e — E) —e, com E€ & e (E,e) =0.

Demonstra¢dao. Vamos dividir a prova do teorema em 3 etapas:

1. Iniciamos lembrando que se um anel comutativo K é noetheriano, entao cada submoédulo de

um K-modulo (& esquerda ou & direita) finitamente gerado também ¢ um modulo finitamente
gerado. ' Uma vez que uma identidade racional envolve apenas uma quantidade finita de
coeficientes de K, é suficiente provar o teorema quando K é um anel finitamente gerado. Nesse
caso, K & um anel Noetheriano, pois todo anel finitamente gerado é Noetheriano (veja [14]).
Consequentemente, cada subméodulo de um moédulo finitamente gerado sobre K é finitamente
gerado.

. Vamos associar agora para cada expressao racional um K-moédulo finitamente gerado de £ o

qual é estavel, ou seja, fechado sobre os operadores a ' E, e que contém E, como definido em
3.3.6. Para lograr o objetivo, basta repetir analogamente o que ja foi feito com séries racionais
na primeira parte da demonstragao do Teorema de Schiitzenberger 3.3.12: Se E € & = K(A),
a existéncia do moédulo é clara: podemos tomar o K-submoédulo gerado pelas palavras que
aparecem em F. Para o passo indutivo, note que, tomando o resultado garantido para E €
En—1, o resultado sera satisfeito se F € A, _1. Agora, tome E € A, \ A,,_1. Assim, £ = F*
para alguma F' € &,_1, com (F,e) = 1. Por indugao, existe um K-submodulo M estéavel, que
é finitamente gerado (pois K é noetheriano) de £ o qual contém F. Defina

T=MFE+ KE.

Entao T é um K-submodulo de £ finitamente gerado contendo E. Além disso, T' é estavel, ja
que, como F € M e M é estavel, entdo a ' F € M, e temos que

a'E=(a"'F)E € ME

e, para G € M,
a Y (GE) = (a"'G)E + (G,¢e)(a™'E) € ME

!Dentre outras definicdes equivalentes. Para mais detalhes, veja por exemplo [15].
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pois a~'G € M. Vamos provar a existéncia de um submoédulo para todos os elementos de &,
mostrando que se E, F' possuem tal submoédulo, entdo também E + F' e EF possuem. Denote
os correspondentes submoédulos porMpg e Mp. E facil ver que Mg+ Mp e MgF + Mp sao
os submoddulos procurados. Observe que apenas utilizamos o fato de que K é um semianel
comutativo.

. Tome F = 0 uma identidade racional. Seja M o menor K-submodulo estavel de £ contendo

E. As etapas 1 e 2 de nossa demonstracao garantem que M é finitamente gerado. J& que M
é finitamente gerado, considere € = {FEj,..., E,} um conjunto gerador.

Entao, é suficiente provar que € C J, onde J é o ideal de £ gerado pelos elementos indicados
no teorema. Note que ~ é a igualdade médulo 7. Consequentemente, temos que mostrar que
E~0VE € €.

Pelo lema 4.1.13, cada elemento de M é em si uma identidade racional, jA que M é gerado
pelo menor subconjunto de £ contendo E e fechado para a operacao F — a 'F,a € A. Em
particular, E;,¢) = 0. Dessa forma, pelo lema 4.1.14, temos que

E~ Za(a_lE),V Ecé&.
acA

Como M é estavel, a~ ' E; é uma combinacao K-linear de elementos E; € €. Assim, podemos

encontrar polinémios homogéneos M; ; de grau 1 tais que E; ~ Y M; ;E;. De outro modo, se
J
tomarmos M = (M; ;), obtemos

Pela proposi¢ao 4.1.10, 1 — M ¢é invertivel médulo J. Assim, F; € J para qualquer ¢. Conse-
quentemente, & C J.

O



Capitulo 5

Altura de estrela

A partir dos pré-requisitos vistos nos capitulos anterior, estamos prontos para apresentar as
defini¢cbes mais importantes da primeira parte deste trabalho.

Na secao 5.1, apresentamos a caracterizacao da altura de estrela de uma série racional e explo-
ramos alguns exemplos, com o objetivo de analisar o comportamento da altra de estrela de certas
séries, servindo como motivac¢ao para a questao natural que se apresenta sobre a limitacao da altura
de estrela, ou seja, a existéncia de séries com altura de estrela arbitrariarmente grande.

Na secao 5.2, sdo apresentados conceitos basicos da Teoria de Grafos que serao utilizados para a
conceitualizagao de caminhos e complexidade de ciclo em 5.2.4, que serao de suma importancia para
prover uma maneira de se calcular a altura de estrela de uma série racional, o que sera explorado
na segao seguinte.

A secao 5.3 apresenta o principal resultado sobre a altura de estrela, no qual mostrarmos que a
altura de estrela nao esta limitada.

5.1 Definicao e primeiros exemplos

Agora, finalmente estamos guarnecidos da maquinaria basica necessaria para apresentar a defi-
nicao mais importante desta primeira parte:

Definicao 5.1.1. Defina uma sequéncia
B0 CB1C...C%, C...

de semianéis de K ((A)) tal que a uniao de todos os ©,, seja o conjunto de todas as séries racionais.
Temos que By = K(A), (seguindo a notacao da definigdo 3.2.4) e para S,T € ©; ambas S + T e
ST estao em ©;; se S; for propria, entao S* € ©;41.

A altura de estrela de uma série racional S é o menor inteiro n tal que S € G,

Apresentaremos a seguir alguns exemplos do computo da altura de estrela em diversos ambientes,
para nos acostumarmos com este conceito:

Exemplo 5.1.2. Seja S € Ry (({a,b,c})), dada por

5
(5w} = L/W 11 —3J

Note que (S,w) =0 < ﬁ < 1<% |w| > 53. Logo, Supp(S) = {w € A*||w < 53} é finito.
o1l

Assim, S é um polinémio, e sua altura de estrela é 0.

99
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o
Exemplo 5.1.3. Como mostrado no exemplo 3.2.19, vamos considerar a série Sr = > F,a" €

n=0
N((A)), para A = {z}. Sabemos que a fungao geradora da sequéncia de Fibonacci é

1—x+332 ZFx

O autémato ponderado que reconhece a série Sr esta representado na figura 3.5.
Das propriedades da proposicao 3.2.20, sabemos que S% ¢ o inverso de 1 — Sr. podemos entao
escrever que

. 1
(x+2%)" = 1—(z+a?)

Tomando T = z + z2, é facil ver que T' € By, pois T' é um polinémio. Assim, Sz = T, implicando
Sr € 0.

oo
Logo, a série Sy = Y F,z" possui altura de estrela 1.
n=0

Exemplo 5.1.4. Ainda sobre a sequéncia de Fibonacci, considere a série formada pelos seus termos

[e.°]
pares, ou seja , S, = Y. Fy,z™ € N((A)). O automato que a reconhece encontra-se na figura 5.1.
n=0

2 1
( ! ()

1

Figura 5.1: Autémato reconhecendo os termos de indice par na série de Fibonacci.

w. Aplicando esta equacao,

Da teoria de funcdes geradoras, !, sabemos que Fpares(z) =
vem:

I (2) 1 1 1 1

€Tr) = — — =
pares 2\1—z—22 1+4+x—2? 1—3x— a2
Agora, vamos ajustar o denominador. Temos:

1 1 1 1

t=do—a? 1-Qotota) 1—(2a:+x2 (i+1>> 1— <2x+:c2( zil ))

1 1 1

e ) ) 1 — (22 + 2%2*)
1—|2z4 2| = 1—|2z4+=x T
1 s

Entdo, temos que Sz, = (2 + z22*)*. Sendo T = 2z + z%z*, vemos que T € ©;. Logo Sr, =
T* € By. Portanto, a altura de estrela de Sz, ¢ 2.2

Exemplo 5.1.5. Considere agora a série de Pell em N((z)), que ja foi usada no exemplo 3.2.19:

Sp =Y Puz" =1+ 2z +52% + 122° + 292" 4 702° + 1692 + ...
n>0

Temos que — ¢ uma fungao geradora da série de Pell. Com os mesmos argumentos de 5.1.3,

1
1-2x—
temos que Sp = (22 + 22)*. Assim, a altura de estrela de Sp é 1.

!Para mais detalhes, consulte [33]
2Rigorosamente, isto mostra na verdade que a altura de estrela de Sz, é menor ou igual a 2. Para mostrar que
esta é exatamente 2, precisaremos do teorema 77, que esta apresentado no apéndice.
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Cabe observar que a série Sr, com os termos de indice par da sequéncia de Fibonacci do exemplo
5.1.4 possui altura de estrela 2 levando em conta N(({z})). Considerando Sz, € Z{(({z})), sua altura
de estrela sera 1, pois Sz, = (3 + 2%)*, e 3z + 2% € Z[z]. Isso mostra que a altura de estrela de
uma mesma série pode ser diferente dependendo do semianel K considerado.

Para compreender melhor as propriedades da altura de estrela e como computé-la, precisaremos
de alguns conceitos bésicos sobre grafos. Outrossim, a série do exemplo 5.1.2 é um polinémio, tendo
assim altura de estrela 0 e o automato que a representa nao contém ciclos, em consonéncia com a
proposicao 3.4.9.

Veremos mais adiante que tais constatagdes nao sao coincidéncias, e que existe uma correlagao
direta entre a altura de estrela de uma série racional e a quantidade de ciclos do autémato poderado
finito que a reconhece.

5.2 Grafos

A fim de introduzir as defini¢bes e resultados sobre altura de estrela da maneira mais clara
possivel, apresentaremos nogoes bésicas sobre a teoria dos grafos que serao requeridas nas préoximas
segoes. Entre outros trabalhos, esta segao foi inspirada em [24], [6] e [28].

5.2.1 Conceitos basicos

Definigao 5.2.1. Um grafo direcionado (também chamado de dirigido ou orientado) consiste de
e um conjunto V de vértices,
e um conjunto E de arestas,
e mapas s,t: E— V, onde s(e) ¢é a fonte e t(e) é o alvo da aresta direcionada e.

Adotaremos como notagao G' = (V, E), pois em geral as fungdes s, ¢ ficam subentendidas. Em alguns
momentos, para deixar claro a que grafo o conjunto de vértices ou arestas pertence, escreveremos
V =V(G) e E=E(G).

Um grafo é dito apenas grafo ndo-direcionado se satisfaz apenas as duas primeiras condigoes.

Os diagramas de estado dos autématos podem ser interpretados como grafos dirigidos, onde o
conjunto de estados () é o conjunto de vértices e a funcao de transicao E determina as arestas.

Para as proximas defini¢oes, denotaremos por V(2 o conjunto de todos os pares nao-ordenados
de elementos de V, para um conjunto qualquer V. Se V tem n elementos entéo V(2 tem (g) = n(nT_l)
Os elementos de V) serdo identificados com os subconjuntos de V que tém cardinalidade 2. Assim,

cada elemento de V) tera a forma {v,w}, sendo v e w dois elementos distintos de V.

Definicdo 5.2.2. O complemento de um grafo (V, E) é o grafo (V,V® \ E). O complemento de
um grafo G sera denotado por G.

Definicao 5.2.3. O oposto de um grafo dirigido (V; E) ¢ o grafo obtido invertendo a diregao das
arestas de GG. O oposto de um grafo G serd denotado por G.

Defini¢do 5.2.4. Um grafo G ¢ completo se E(G) = V(G)®). A expressio "G ¢ um K,"é uma
abreviatura de "G é um grafo completo com n vértices".

Dois exemplos primordiais de grafos bem conhecidos e importantes sdo os grafos de Clebsch e
de Petersen. Para mais detalhes sobre suas caracteristicas e importancia, consulte [24].

Exemplo 5.2.5 (Grafo de Clebsch). O Grafo de Clebsch, representado na figura, é um grafo nao-
orientado que possui 16 vértices e 40 arestas, sendo muito importante na Teoria de Ramsey.
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Figura 5.2: Grafo de Clebsch.

Figura 5.3: Grafo de Petersen.

Exemplo 5.2.6 (Grafo de Petersen). Seja V' o conjunto de todos os subconjuntos de {1,2,3,4,5}
que tém exatamente 2 elementos. Digamos que dois elementos v e w de V' sdao adjacentes se vNw = ().
Por exemplo, os elementos v = {1,2} e w = {3,4} sao adjacentes. Essa relagao de adjacéncia sobre
V define o grafo de Petersen, como mostra a figura abaixo:

Este ¢ um grafo nao-orientado com 10 vértices e 15 arestas. E um pequeno grafo que serve como
um exemplo 1til e contra-exemplo para muitos problemas.

5.2.2 Isomorfismos de grafos

Defini¢ao 5.2.7. Sejam G = (Vg, Eg) e H = (Vy, Ep) grafos dirigidos. Considere f uma fungao
bijetora de Viz em Vi e g uma funcao bijetora de Eg em Epr. Denote 6 = (f, g). Dizemos entao que
0 é um isomorfismo entre os grafos G e H se a seguinte condigao é valida: o vértice x é incidente
na aresta A em G se, e somente se, o vértice f(x) é incidente na aresta g(A) em H, ou seja, se para
toda aresta e,

Como notagao, escrevemos (G) = H.

Se tal isomorfismo existe, dizemos que G e H sao isomorfos. Claramente, temos:
Vel = Vil

|Ec| = |En
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Um isomorfismo de G' em si mesmo seré denotado automorfismo do grafo G.

Exemplo 5.2.8. Os dois grafos direcionados abaixo sao isomorfos:

Figura 5.4: Grafos direcionados isomorfos.

Note que o isomorfismo 6 é composto na verdade por duas fungoes bijetoras. E natural perguntar
entao em que condigoes a existéncia de uma das func¢oes implica na existéncia da outra. Em vista
disso, tem-se o seguinte teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [31].

Teorema 5.2.9. Sejam G e H grafos. Seja f uma funcao bijetora de Vg em Vi que possui a
sequinte propriedade: dois vértices distintos x e y de G sdo adjacentes em G se, e somente se,
os correspondentes vértices f(x) e f(y) sao adjacentes em H. Entao, existe uwma unica fun¢ao
g: Eq¢ — Eg tal que (f,g) € um isomorfismo entre G e H.

Definigao 5.2.10. Dado um grafo G, seu conjunto de automorfismos ®(G) é um grupo sob a
operacao de composi¢ao. Dizemos que ®(G) é o grupo dos automorfismos de G.

Exemplo 5.2.11. O grupo de automorfismo de um grafo e de seu complemento é sempre o mesmo,

ou seja, ®(G) = ®(G). Para um grafo completo K, temos que ®(K,,) = S,,.
Exemplo 5.2.12. Seja P o grafo de Petersen, introduzido no exemplo 5.2.6. Entao, ®(P) = Ss.

Exemplo 5.2.13. Seja G o grafo de Nauru, que possui 24 vértices e 36 arestas. Entao, ®(G) =
54 X Sg.

Figura 5.5: Grafo de Nauru.
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Exemplo 5.2.14. O grafo de Desargues, ilustrado na figura 5.6, possui 20 vértices e 30 arestas,
e surge a partir de diferentes construcoes combinatoérias, e tem diversas propriedades de sime-
trias interessantes, além de possuir aplicagoes praticas em Quimica. Seu grupo de automorfismos é
@(G) = 55 X Z/QZ.

Figura 5.6: Grafo de Desargues.

Teorema 5.2.15. Grafos isomorfos possuem o mesmo grupo de automorfismo.

Demonstragao. Seja 6 um isomorfismo entre os grafos G e H. Assim, se £ € ®(H), o isomorfismo
071£0 estd em ®(G). Analogamente, se n € ®(G), entdo Onfd~1 esta em ®(H). Assim, |®(G)| =
|®(H)|. Considere

v: (G) — P(H)
n  — Onh1
Claramente ¢ é bijetora. Vamos mostrar que ¢ preserva produtos. De fato, Vo, 8 € ®(G),
p(a)p(B) = (0a0~1)(0807") = 0aB0™" = p(ap)

Logo ®(G) = ®(H).

5.2.3 Subgrafos

E possivel notar que alguns grafos contém outros grafos em seu interior. Diremos que H é um
subgrafo de G se esta contido em G. Mais precisamente:

Definigao 5.2.16. Um grafo H ¢é dito subgrafo de um grafo G se
V(H)CV(G) N E(H)C E(G)

e cada aresta de H as mesmas dire¢oes de cada aresta de G, caso este seja dirigido. Ou seja, as
fungoes s,t em H sao dadas pela restricao de s et a E(H) :

{s’ = s lpuy: E(H) = V(H)
=t rE(H) E(H) — V(H)

Por questao de notacao, escrevemos H C G.
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Note que, por esta definigdo, G é um subgrafo de si mesmo.

Definigcao 5.2.17. Seja G um grafo dirigido. A remog¢ao de um subconjunto S de vértices de G
é o subgrafo contendo os vértices de G que néo estdo em S e as arestas de G que nao incidem em
vértices de S. Este subgrafo é denotado por G — S e G — S = G[Vg — S], e é chamado subgrafo
proprio de G.

Se S = {w}, indicamos G —w = (V' \ {w}, E’), onde

E' ={(u,v) € Elu#wev #w}

Definigao 5.2.18. Seja G = (V, E) um grafo. Um subgrafo H C G é maximal se nao esta propri-
amente contido em nenhum subgrafo de G, diferente de GG. Ou seja, se existe um subgrafo K de G
tal que H C K C G, entao H = K.

5.2.4 Caminhos e complexidade de ciclo

Definicao 5.2.19. Um caminho em um grafo é uma sequéncia
(’Ul, €1,V2,€2,...,Un—-1,€En—-1, Un)

onde s(e;) = vj, te; = viy1, para todo 1 <i < n.
Os vértices vy e v, sdo os extremos do caminho.

Definicao 5.2.20. Um ciclo é um caminho com vy = v,, com n > 2.

Um grafo dirigido é aciclico se ndo possui nenhum ciclo; isto é, para qualquer vértice v, nao
ha nenhuma ligacao dirigida comegando e acabando em v. O tamanho do ciclo é a quantidade de
vértices no caminho que o forma.

Definigao 5.2.21. Dizemos que um grafo é conexo ou conectado se e somente se existir um caminho
entre quaisquer dois vértices.

Exemplo 5.2.22. O grafo de Markstrom, representado na figura 5.7, é um grafo conexo, pois é
possivel obter um caminho entre quaisquer dois vértices. Além disso, este grafo possui ciclos com
todos os comprimentos possiveis, a excegao de ciclos de tamanhos 1,2,4 e 8.

Figura 5.7: Grafo de Markstrom.

Definigcao 5.2.23. Um grafo dirigido é fortemente conexo ou fortemente conectado se existe um
caminho entre quaisquer dois vértices.
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E importante notar as sutilezas existentes entre as definicoes 5.2.21 e 5.2.23. Referimo-nos a
conexo para um grafo nao-dirigido, enquanto utilizamos o termo fortemente conexo para grafos
dirigidos. Note que se um grafo dirigido é fortemente conexo, entao o grafo nao-dirigido equivalente
(a grosso modo, o grafo obtido ao "ignorar"as dire¢oes das setas) sempre serd conexo; em contra-
partida, a reciproca pode nao ocorrer, ou seja, um grafo nao-dirigido pode ser conexo, mas existem
grafos dirigidos com o mesmo conjunto de vértices que nao sao fortemente conexos.

Defini¢ao 5.2.24. Um grafo dirigido G = (V, E) é chamado bola se é fortemente conexo e possui
pelo menos uma aresta.

Definicao 5.2.25. Uma componente fortemente conera de um grafo dirigido G é um subgrafo
maximal que é fortemente conexo. O conjunto das componentes fortementes conexas de um grafo

G & denotado por 6%(@).

Lema 5.2.26. Sejo G = (V, E) um grafo finito dirigido, v € V e H € 6%(G). Se v € H, entio
SUH —v) c 6YUG —v). Sev ¢ H, entio H € GG —v).
Demonstracao. Suponha que v € H. Entao, tome K € 6§(H—v), e suponha que exista um subgrafo
LeG-vtalque K C LCG —v. Como H € &%Q), entdo AP c G: H C P C G. Logo, L = K,
e K € 689G —v),YK € 6%(H — v). Consequentemente, &%(H — v) € 2(G — v).

Se v ¢ H, por um raciocinio analogo, obtemos H € &2(G — v). O

Definigao 5.2.27. A complexidade de ciclo de um grafo dirigido G, denotada por C(G), é definida
da seguinte maneira:

e Se G nao possui nenhum ciclo®, entdo sua complexidade de ciclo é 0;

e Se (G ¢é fortemente conectado, entao serd 1 adicionado ao menor valor entre as complexidades
de ciclo dos grafos G — v, para todo vértice v, ou seja:

C(G) =1+ min{C(G —v)|v € G}

e Se (G nao é fortemente conectado, é o maximo entre as complexidades de ciclo das componentes
fortemente conectadas de G, ou seja:

C(G) = max{C(H)|H € &%(G)}

Note que a definicao 5.2.27 cobre todas as possibilidades para o grafo GG, e portanto a comple-
xidade de ciclo esta bem-definida.

Exemplo 5.2.28. Considere o grafo G = (V, E') abaixo, com:

V={1,2,3} e E={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(3,2)}

Vamos verificar que sua complexidade de ciclo é 1.

Claramente, G possui bolas. Logo, C(G) > 0. O grafo G é fortemente conexo. Como C(G —1) =
C(({2,3},{3,2})) = 0, pois G — 1 néo contém bolas, obtemos min{C(G — v)|v € G} = 0, e segue
que

C(G) =14+ min{C(G —v)lv € G} = C(G) = 1.

Exemplo 5.2.29. Considere o grafo G = (V, E), com V = {1,2} e E = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},
correspondente & representacao da figura:

O grafo G abaixo possui complexidade de ciclo 2, pois G é fortemente conexo, e min{C(G—v)|v €
G} =1, e assim

C(G) =1+min{C(G —v)|lve G} = C(G) =2.

3 Alguns autores, como [28], definem a complexidade de ciclo nula para grafos sem caminhos infinitos ou bolas.
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Figura 5.8: Grafo com complezidade de ciclo 1.

Figura 5.9: Grafo com complezidade de ciclo 2.

Note que a quantidade de vértices nem sempre indica que a complexidade de ciclo é grande.
Como visto, o grafo da figura 5.8 tem 3 vértices, mas sua complexidade de ciclo é 1, enquanto o
grafo da figura 5.9 tem 2 vértices e complexidade de ciclo 2.

Vamos verificar algumas propriedades da complexidade de ciclo.

Lema 5.2.30. Seja K,, um grafo completo, como definido em 5.2.4. Entao, temos que C(K,) = n.

Demonstragao. Vamos demonstrar o resultado por indugao. Claramente, C(K;) = 1 e C(K2) = 2.
Suponhamos agora que C(K,) = n para algum n € {2,3,...}. Vamos mostrar que ela também vale
para n + 1.

Observe que, como K, 1 é um grafo completo, existe um caminho ligando quasiquer dois vér-
tices, sendo portanto fortemente conexo. Logo, pela definicao 5.2.27,

C(Kp+1) =1+ min{C(Kn41 —v)|v € Kpt1}
Mas K41 —v = K, Yv € K,41. Pela hipotese de indugao, sabemos que C(K,,) = n. Dali,
C(Kp+1) =14+C(K,) = C(Kpt1) =n+1
O

Exemplo 5.2.31. O grafo da figura 5.9 é um exemplo de grafo completo com dois vétices, ou seja,
¢ um K5. Como calculado no exemplo 5.2.29, temos que C(K2) = 2.

Lema 5.2.32. Seja G wm grafo dirigido finito. Entdo G e G tém a mesma complezidade de ciclo.

Demonstracao. Claramente, G e G simultaneamente possuem bolas ou nao. Além disso, os compo-
nentes fortemente conectados de G e GG formam grafos opostos. Outrossim, se v é um vértice, entao

—_——

G—v=G—v.De posse desses fatos, estamos preparados para demonstrar o lema.

Vamos utilizar indugdo na quantidade de vértices de G = (V, E). Seja [V| = 1. Entéo claramente
C(G)=4gG. .

Suponha agora que para |[V| = k—1, e vale C(G) = G. Podemos supor sem perda de generalidade
que GG possui bolas e é fortemente conectado. Entao, temos que

C(G) =1+min{C(G —v)lv e G}
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Da mesma forma,

C(G) =1+ min{C(G —v)|v e G}
Mas, pela hipétese de indugao,
C(G) — 1 = min{C(G — v)|v € G} = min{C(G — v)|v € G} = min{C(G — v)|v € G}
Dali, 3 3
C(G)=14C(G)—-1=C(G) =C(G)
como desejado. O

Para compreender melhor a complexidade de ciclo, vamos observar como esta se comporta,
procurando funcbes que possam auxiliar em sua quantificagdo, como a funcdo prérimo e funcao
altura, que serao o alvo de nossas préximas definigoes.

Definigao 5.2.33. Seja V' um conjunto finito totalmente ordenado e h: V. — N uma fungao. A
partir dela, defina outra funcao

n:V = VUuU{oo},

onde co ¢ V e v < oo para qualquer v € V. Chamaremos n de func¢ao préximo: n(v) é o menor
v > v tal que h(v') > h(v) e n(v) = oo caso contrario. Sucintamente, se

A={"eVh'>v A h(') > h(v)}
entao:
n(v) = { min(A), se A ?é'@,
00, caso contrario.

Exemplo 5.2.34. Seja V = {a,b,c}, em que a < b < ¢, e considere a funcao

h:V —N

2, se v = a,
v +——h(v)=<¢ 3, sev=0,
9, se v = c.
Vamos definir a funcao n. Temos que:

e n(a) = b, pois
A={ eV >veh()>h()}={bc}

e min(A4) = b.

e n(b) = ¢, pois
A={" e V' >veh() >h)}=/{c

e min(A4) = c.

e n(c) = oo, pois
A={ eV >veh®)>hv)}=0

Assim, a fun¢@o proximo para este caso é:
v: V. — VU{oo}

b, se v =a,
v +—nv)=4 ¢ sev=>0,
00, Se U = C.
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Vamos observar agora como a func¢ao préximo se comporta "localmente", ou seja, para subcon-
juntos de V.

Lema 5.2.35. Seja W um intervalo em V e considere g = h [w, e sejan’ a fungao prozimo de g,
como definido em 5.2.33. Entao, para qualquer w € W,

n(0) = { n(w), sen(w) € W,

00, caso contrdrio.

Em particular, n'(w) > n(w).
Demonstra¢ao. Uma vez que

n/(w) =min{fu € Wlu >w A h(u) > h(w)}

n(w) =min{u € Viu >w A h(u) > h(w)}

¢ possivel notar que se n(w) € w, entdao n(w) = n'(w). Se n(w) ¢ W, entdo, como w < n(w) e W é
um intervalo, n(w) é maior que qualquer elemento de V; assim, para v > w, temos h(v) < h(w) e
n'(w) = co. O

Definigao 5.2.36. Seja G = (V, E) um grafo direcionado finito. Dizemos que h: V — N é uma
funcao altura para G se existe uma ordem total em V tal que, sendo n a fungao proximo de h, a
seguinte condicao é satisfeita:

Para qualquer v € V se h(v) = 0 (respectivamente h(v) > 1), entdo para cada aresta v — v/,
temos que v' < v. (respectivamente v’ < n(v))

Note que no caso h(v) > 1, se n(v) = oo, entdo a conclusao é sempre valida.

Exemplo 5.2.37. Considere o grafo do exemplo 5.2.28, ilustrado na figura 5.8. Dada a ordem
natural dos vértices, podemos levar em conta a fungao h tal que h(1) =1, h(2) = h(3) = 0, ou seja:

h:V — N
v > h(v) =61y

onde d;; representa o delta de Kronecker.
A respectiva fungao proximo associada é n(1) =n(3) = oo e n(2) = 3.

Exemplo 5.2.38. Considere o grafo do exemplo 5.2.29, ilustrado na figura 5.9. Dada a ordem
natural dos vértices, podemos levar em conta a fungao h tal que h(1) = 2 h(2) = 1, ou seja:

h:V — N
v+ h(v)=3—-v
A respectiva fungao proximo associada é n(1) = n(2) = occ.

Lema 5.2.39. Se G = (Vg, Eq) e H = (Vy, Ex) sao dois grafos dirigidos isomorfos, e existe uma
funcao altura para G, entdo também existe uma func¢do altura para H.

Demonstra¢ao. De acordo com a definigao 5.2.7, seja ¢ = (¢v, ¢g): G — H um isomorfismo entre
G e H, e h: Vg — N uma funcao altura para G. Entao, é facil ver que h o (p;l: Vg — N é uma
funcao altura para H. O

Lema 5.2.40. Seja G = (V, E) um grafo dirigido finito com funcao altura h, seja V' um intervalo
em V' e tome G’ o grafo obtido pela restricao de G a V'. Entao, h |y é uma fungao altura para G'.
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Demonstragao. Seja n’ a funcao proximo de h'. Vamos verificar o que ocorre quando h = 0, e
quando h > 1.

Seja v € V' com h'(v) = 0. Pela defini¢ao 5.2.36, h(v) = 0, e assim para cada aresta v — v’ com
v € V' temos v/ < v.

Agora, considere v € V' com h'(v) > 1. Pela definigdo 5.2.36, h(v') > 1, e para cada aresta
v — v, com v’ € V', temos v' < n(v). Temos pelo lema 5.2.35 que n/(v) > n(v). Entao v' < n'(v).
Isso prova que h’' é uma fungao altura para G’.

O

O teorema 5.2.41 abaixo é crucial para relacionar a fungao altura com a complexidade de ciclo
de um grafo.

Teorema 5.2.41. Um grafo G = (V, E) possui complezidade de ciclo com valor no mdzximo m se,
e somente se, G possui uma funcao altura h com a propriedade de que max(h) < m, ou seja

C(G)<m< Jh:V —» N:max(h) <m

Demonstra¢ao. Considere C(G) < m. Podemos assumir que C(G) = m. Vamos provar que existe
uma fungao altura satisfazendo as condic¢oes do teorema langando mao da indugao. Se m = 0, entao
G nao possui bolas, e de acordo com 2.5.7, podemos considerar uma ordem total em V' de modo
que v — v’ implica v > v’. Consequentemente, podemos tomar h(v) = 0V v € V.

Suponha agora que m > 1. Se G é fortemente conexo, existe um vértice v tal que C(G — v) =
m — 1. Por indugdo, existe uma fungao altura h: V —v — N com max(h) < m — 1. Assim, podemos
estender h para o dominio V', definindo:

h:V —N
h(v), se v # v,

v > h(v) = {
m, se v =r.

e estendendo a em V — v por v # v’ para todo v' € V — v. Pode ser prontamente verificado que a

fungao proximo de h satisfaz n(v) = oo, e segue do lema 5.2.35 que n(v') = ng_,(v') para v’ # v.

Dai, segue que h é uma fungao altura para G.

Suponha agora que G nao é fortemente conexo. Vamos instituir uma ordem total no conjunto
SY(@), respeitando 2.5.7 de modo que V H, H' € G%(G). Se H < H' entdo nio existem arestas de
H para H'. Em cada componente fortemente conexa H, existe, por inducao uma ordem total de
seu conjunto de vértices e uma fungao altura hy com max(hg) < m. Definimos h em V estendendo
essas fungoes naturalmente a V, e definimos a ordem total em V colando juntos todas as ordens de
maneira compativel com a ordem total de 2(G) e tal que cada I € G2(G) ¢ um intervalo de V.

Note que se v, v estao em elementos diferentes de GQ(G), entao v — v’ implica v’ < v.

Seja v € H. Vamos supor primeiro que h(v) = 0. Entdao v — v/ implica em duas possibilidades:
ouv' € H,epor 5236v <vouv ¢ Hev <wv, pois v,v" estardo em elementos diferentes de
G9(@). Suponha agora que h(v) > 1. Entao ny(v) € H ou ny(v) = oo.

Se ny(v) € H, entdo ny(v) = n(v) pelo lema 5.2.35; suponha que v — v’ : entdo temos
duas opgoes: ou v/ € H, e pela definigao 5.2.36 v/ < ng(v) = n(v), ou entao v’ ¢ H e portanto
v < v < n(v).

Se ny(v) = 0o, entao n(v) ¢ H, e v < n(v). Suponha que v — v’ : entao temos duas alternativas:
v' € Hev' <n(v) (de fato, v,v" € Hyv < n(v),n(v) ¢ H e H é um intervalo implicando v' < n(v)),
ouv' ¢ H e nesse caso v, estardo em elementos diferentes de $2(G), o que acarreta v/ < v < n(v).
Dessa forma, concluimos que h é uma fungao altura para G.

Vamos agora mostrar a reciproca, ou seja, provar que se G possui uma funcao altura h com
max(h) < m, entdo C(G) < m.

Seja G possui uma fungao altura A com max(h) < m. Podemos assumir que max(h) = m. Se
m = 0, o lema 5.2.35 implica que nao existem bolas em G, e consequentemente de acordo com a
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defini¢ao 5.2.27, C(G) = 0. Assuma que m > 1. Suponha primeiramente que v = min(V') é o nico
vértice tal que h(v) = m.

Considere a restri¢ao h': h [y_, . Uma vez que v = min(V), pelo lema 5.2.40, A’ ¢ uma fungao
altura para G — v e seu max(h') < m— 1. Por indugéo, C(G —v) < m—1. Seja H € &%(G) contendo
v. Entéo pelo lema 5.2.26, H — v = UHE%QGQ(G_V) ‘H, e consequentemente C(H — v) < m — 1.

Portanto, C(H) < m. Se b’ € &%(@) é outra componente fortemente conexa de G, pelo lema 5.2.26,
temos também que H' € G%(G —v) e dessa forma C(H') < m— 1. Concluimos assim que C(G) < m.

Suponha agora que h(min(V')) # m ou que min(V') ndo é o tnico vértice para o qual h toma o
valor m, e seja v 0 maior vértice tal que h(v) = m na ordem total de V. Entao V; = {v/ € V | v/ < v}
¢ diferente de () e de V. Seja V5 = V \ V. Entdo, ndo existem arestas de V; para Vs, porque
v =min(V2) e n(vy) < v Yoy € V1. Seja G; = G |y, . Entéo pelo lema 5.2.40, os grafos G; herdam
uma fungao altura pela restricdo de h, e concluimos por indugao que C(G;) < m. Agora, cada
commponente fortemente conexa de G estd contida numa componente fortemente conexa de G
ou Ga, culminando na constatacao de que G possui complexidade de ciclo no maximo m, ou seja,
C(G) < m, como queriamos. O

Definigao 5.2.42. Seja K um corpo, e considere ££ um espaco vetorial de dimensao finita sobre
K, com base B e tome ® C End(FE). Vamos associar a tripla U = (E, B, ®) um grafo direcionado
com conjunto de vértices B e arestas b — ' sempre que existir um certo ¢ € ® tal que p(b) envolve
b quando expandido na base B.

A nogao de complexidade de ciclo e fungao altura para U = (E, B, ®) sao definidas de maneira
correspondente as definigoes 5.2.27 e 5.2.36, e indicamos sua complexidade de ciclo como C(F, B, ®).

Exemplo 5.2.43. Seja E = R3 e B = {e1,e2,e3} a base candnica. Considere o conjunto ® =

{901)8027()03)) onde
e1(z,y,2) = (- y,y — 2,2)

QOQ(xay?Z) = (I’+ Zazyay - Z)
803(557:1/72) = (x,a:—l—8y—|—64z,y—a:—z)

Calculando os valores dos elementos de ® nas componentes da base candnica, podemos preencher
a tabela abaixo:

Endomorfismo el €9 es
¥1 (1,0,0)261 ( 1 1 0) €2 — €1 (0,—1,1)263—62
©v2 (1,0,0) = ey (0,2,1) = 2e3 + €3 (1,0,—1) =e1 —e3
©3 (1,1,—1) =e1+ex—e3 (0,8, 1) = 8eg — €3 (0,64,—1) = 64es — €3

Tabela 5.1: Endomorfismos de ® calculados na base candénica.

ASSim? para os conjuntos ml = (R?’:Bﬂ {SOI}), m? = (R3787 {@17%3})7 §U3 = (R37B7 {@27 ()03}) €
0, = (R3, B, ®), a partir dos valores obtidos na tabela 5.1, obtemos os seguintes grafos:

Definigao 5.2.44. A complexidade de ciclo de (E, ®) é o menor valor dentre as complexidades de
ciclo das triplas Up = (F, B, ®) entre todas as bases B de E, ou seja:

C(E,®) = min{C(E, B, ®)|B ¢ uma base de E.}

Denotaremos por E’ o espaco dual de E,* B a base dual de B e por ®' o conjunto de operadores
adjuntos ¢’ para ¢ € ®.

Proposicao 5.2.45. Os conjuntos U = (E,B,®) e U’ = (E',B',®") possuem a mesma complexi-
dade de ciclo.

“normalmente, o espaco dual é denotado por E*, mas utilizaremos esta notacio para evitar confusio com a altura
de estrela.
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(a) Grafo associado a . (b) Grafo associado a Us.

Figura 5.10: Grafos associados a 81 e V.

(a) Grafo associado a Us. (b) Grafo associado a V.

Figura 5.11: Grafos associados a U3 e Uy.

Demonstracio. E claro que b; aparece na expansao de ¢(b;) na base B se e somente se b aparece
na expansdo de ¢'(b}) na base B'. Portanto, os grafos associados a U e U’ sio opostos. Como
grafos opostos tém a mesma complexidade de ciclo pelo lema 5.2.32, segue que U = (E,B,®) e
Y = (FE',B,d') possuem a mesma complexidade de ciclo. O

Corolario 5.2.46. (E,®) e (E',®') possuem a mesma complexidade de ciclo.

Demonstra¢ao. Basta tomar a base B que torna o valor de C(E, B, ®) minimo, e o resultado segue
naturalmente da proposicao 5.2.45. O

Observe que h: B — N é uma fungao altura para ‘U se e somente se a seguinte condi¢ao é valida:

Se h(b) (resp. h(b) > 1), entdo para qualquer ¢ € ®, a imagem ¢(b) é uma combinagao linear de
b < b (resp. de b’ < n(b))

Note que B deve ser totalmente ordenado.

Vamos generalizar levemente esta definigdo, considerando qualquer conjunto gerador. Sejam
E,® como antes, e considere uma familia finita totalmente ordenada(b;);er a qual gera E como
um espago vetorial, com a fungdo h: I — N (também chamada fungao altura) tal que a seguinte
condicgao é satisfeita:

Se h(j) (resp. h(j) > 1), entao para qualquer ¢ € ®, a imagem ¢(b;) ¢ uma combinacao linear de
b; com i < j (resp. de i < n(j)).

Como notagao, adotaremos UV ((b;)icr) = (E, (bi)ier, P).

Veja que estamos considerando dessa forma as triplas U((b;);er) em relagdo a um conjunto
gerador, ao invés de nos restringirmos apenas as bases. Tal generalizacao seré tutil para verificar
propriedades sobre a complexidade de ciclo de (E, ®), como mostrado nos lemas seguintes.
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Lema 5.2.47. Sejam E,®, (b;)icr e h: I — N como definidos anteriormente. Entao,
C(E,®) < max(h)

Demonstracao. Vamos remover sucessivamente elementos da familia até obter uma base. Para fazer
isso, vamos seguir a seguinte receita: Se (b;);c; ndo é uma base, entdo para algum k € I temos a

relagao
bk = Z Oéjbj
j<k

para oj € K. Cada combinacao linear de elementos b; com i < p, onde p € I U oo é também uma
combinagao linear de elementos b; com i < p, e com i # k. Considere a familia (b;);cp\; € a restricao
h" = h [1\k- Isso implica, pela observagao acima, que para j € I'\ k tal que h(j) = 0 (resp. h(j) > 1)
a imagem ¢(b;) é uma combinagao linear de elementos b; com ¢ € I \ k e i < j (resp. i < n/(j)).
Entao obtemos uma familia menor e concluimos o resultado por inducao. O

Lema 5.2.48. Sejam E,® com C(E,®) = m. Seja F um subespago de E que é invariante sob a
acao dos elementos de ®. Entao E/F e F, com o conjunto de endomorfismos induzidos, possuem
complexidade de ciclo menor ou igual a m.

Demonstrac¢ao. Sabemos que E possui uma base B com funcao altura h satisfazendo a seguinte
condigao: se h(b) (resp. h(b) > 1), entao para qualquer ¢ € ®, a imagem ¢(b) é uma combinagao
linear de b’ < b (resp. de b’ < n(b)), e com max(h) = m. Consequentemente, E/F possui uma
familia geradora com fungao altura h satisfazendo tal condi¢do com max(h) = m. Pelo lema 5.2.47,
a complexidade de ciclo E/F com o conjunto de endormorfismos induzidos ¢ no maximo m.

Sabemos que para uma certa base B de E, a tripla U(B) = (E, B, ®) possui complexidade de
ciclo m, e pela proposicao 5.2.45, C(0'(B')) = m. Seja F+ o conjunto das funcées lineares de E'
que se anulam em F. Entao, sabemos que

Note que cada endomorfismo ¢’ € @' satisfaz
O (f) € Ft, Yf e Ft.
Dessa forma, C(F’, ®") < m. Concluimos pelo corolario 5.2.46 que C(F, ®) < m. O

Para um conjunto M de matrizes quadradas de ordem n, vamos associar o grafo G com conjunto
de vértices {1,...,n} e arestas i — j se M;; # 0 para alguma matriz M € M. Dizemos que a
complexidade de ciclo de M é a complexidade de ciclo do grafo GG. De forma similar, dizemos que
a complexidade de ciclo de uma representacao (A, u,7y) é a complexidade de ciclo do conjunto de
matrizes p(a), com a € A.

Definicao 5.2.49. Uma matriz é chamada genérica se seus coeficientes sdo variaveis distintas
nao-comutativas.

Definigao 5.2.50. A complexidade de ciclo de uma série formal S € K((A)) é a complexidade de
ciclo da representagao linear minimal (A, p,y) de S.

5.3 Computo da altura de estrela de uma série racional

A partir dos conceitos vistos na segdo 5.2.4, estamos prontos para obter uma maneira de quan-
tificar a altura de estrela de uma série racional.

Lema 5.3.1. Seja (A, u,y) uma representacao linear de uma série S com C(\, p,y) < m. Entao a
altura de estrela de S € no mdzimo m.
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Demonstracao. Se m = 0, entao o grafo associado a representacao linear nao possui bolas. Conse-
quentemente, S é um polinémio (como visto no exemplo 5.1.2) e possui altura de estrela 0.
Podemos assumir que m > 1. Suponha que o grafo associado G seja fortemente conexo, com

C(G) < m. Entao, C(G\ 1) <m — 1. a matriz M = ) ap(a) pode ser escrita como
acA

My | Mo
M =
onde M; é de tamanho 1 x 1. Entao a complexidade de ciclo de M4 é no méximo m — 1, e por

inducao, cada entrada de M é uma série com altura de estrela no maximo m — 1, Agora, tomando
N = M; + MM} M3, temos

o (N | N
M;MsN* | M + MjMsN*MyMj

por conta do lema 3.3.10, tomando o« = My, 8 = Ma,y = M3 e § = My. Note que N é uma série
com altura de estrela menor ou igual a m — 1, e consequentemente N* tem altura de estrela no
maximo m. Segue que cada entrada de M™ possui altura de estrela no maximo m, e S também.
Suponha agora que G nao é fortemente conexo. Entao a representagdo p possui um bloco
na forma triangular e cada bloco diagonal tem complexidade de ciclo no méximo m. Utilizando
iterativamente o lema 3.3.37, concluimos o resultado. O

O proximo teorema é o principal dessa parte, e estabelece a nao-limitagao da altura de estrela
de uma série racional.

Teorema 5.3.2. Uma série racional em K({A)) tem altura de estrela no mdzimo m se, e somente
se, possut uma representacdo minimal com complexidade de ciclo com valor mdzimo m.

Demonstragao. Seja S € K((A)). Pelo lema 5.3.1, sabemos que se S possui uma representagao
linear minimal com complexidade de ciclo menor ou igual a m, entao a altura de estrela de S é no
maximo 1m.

Falta mostrar que, se .S tem altura de estrela no maximo m, entao possui uma representagao
linear minimal com complexidade de ciclo menor ou igual a m.

Primeiramente, vamos mostrar que, a luz das hipéteses do teorema, existe uma subespaco estavel
E de K((A)) contendo S de acordo com 3.3.6, e tal que o conjunto de endomorfismos

d={p: T — a 'Tlac A}

de E com complexidade de ciclo no maximo m.
Em vista do lema 5.2.47, é suficiente mostrar que F possui uma familia geradora (S;);e; com
uma fungao altura h: I — N satisfazendo a condigao:
Se h(j) (resp. h(j) > 1), ent@o para qualquer ¢ € ®, a imagem ¢(b;) é uma combinagio linear de
b; com i < j (resp. de i < n(j)).
e com max(h) < m. Para provar isso, vamos argumentar por indugdo no tamanho da expressao
racional para S. Pela defini¢do de altura de estrela 5.1.1, é suficiente mostrar o resultado quando

1. § é um polinémio e m = 0;

2. S=T+4U ou S = UT, com subespagos estaveis F, G (para U e T, respectivamente) e familias
(T3)ier e (Uj)jeg e fungoes altura k, £, com max(k), max({) < m;

3. S =T* com T propria e subespago estavel F, familia (7});c; e fungao altura k com max (k) <
m — 1.
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De fato:

1. Considere F uma familia de palavras que aparecem em S, com uma ordem compativel com o
tamanho, com h = 0. Note que ¢~ 'w tem tamanho menor que w ou é 0 para qualquer palavra
w. Lembramos aqui que a 'w = Y (S, aw)w, conforme defini¢io 3.3.2.

weA*
2. Se § =T+ U, assumindo que I e J sao disjuntos, considere o subespaco estavel F'+ G gerado
pela uniao |J (7;) U (Uj) das familias, com uma ordem total estendendo as de I e J, e além
el
disso, ¢ < j para i € I,j € J. Tome h que estende k e /.
Se S = UT, tome o subespago estavel GT + F, gerado pela familia (J (7;) U (U;T) com a
i€l
mesma ordem e fungao altura como acima. Pelo item 4 da proposicao 3.3.3, temos:

a Y (U;T) = (a7 'U)T + (Uj,e)(a 'T) e GT+ F

e como a”'U; (respectivamente a~7") é uma combinagao linear de Uj (respectivamente T;),
temos que a condicao é satisfeita.

3. Se S =T* tome E = KS+ FS, com J =1U{w}, com w < 4, para todo i € I, e considere
S;=T;Sparaic€1l,eS,=S5.

Seja k estendendo h por h(w) = m. Pelo item 5 da proposi¢ao 3.3.3, segue:
o' T* = (a7 'TT* = a™'S = (a7 'T)S

Além disso, para i € I,
a N T;8) = (a™'Ty)S + (T},€)S

Como a~!'T; é uma combinacdo linear de elementos de Ty, a condicdo é satisfeita.

Pelo procedimento acima e com auxilio do lema 5.2.48, vemos que So K (A) possui complexidade
de ciclo no méximo m com respeito & ®, uma vez que So K (A) é um subespago de E invariante pelos
endomorfismos de ®. Isso mostra, pela construcao do lema 3.3.17, que S possui uma representagao
com complexidade de ciclo no méximo m e dimensao dim(S o K(A). Como este ultimo é o posto
de S, concluimos que a representagao ¢ minimal, pelo corolario 3.3.22 e pelo teorema 3.3.26.

O

A forca do resultado contido no teorema 5.3.2 habita na condi¢do de minimalidade imposta.
Isto é bem diferente do que ocorre com linguagens e autéomatos.

O corolario seguinte estabelece o resultado almejado nesse capitulo. Com ele, garante-se que
existem séries racionais com altura de estrela n para todo n € N, ou seja, que existem séries
racionais com alturas de estrela arbitrariarmente grandes.

Corolario 5.3.3. Seja M € M, (K) uma matriz genérica, tal como na defini¢ao 5.2.49. Entao,
cada entrada de M € uma série racional com altura de estrela n.

Demonstrag¢ao. Considere a série S, ,, = (M*),,. Pela segunda parte do teorema de Schiitzen-
berger 3.3.12; esta série possui uma representagao linear (e, u, eg), onde p leva elementos a; ; na
matriz elementar F; ;. Esta representacao ¢ minimal pela proposicao 3.3.30. Posto isto, segue assim
que Sy, tem altura de estrela menor ou igual a n, uma vez que um grafo com n vértices possui
complexidade de ciclo no maximo n. Pelo lema 5.2.30, se Sy, , possuir altura de estrela menor do
que n, o teorema mostra que paraa alguma representagao linear minimal (XN, p/,~') de S, ,, e para
alguns 4, j temos (¢/(a)); ; = 0 para cada letra a. Agora, temos que i'(a) = Pu(a)P~! para algum
P € GL,(K), pois duas representacoes lineares minimais sao semelhantes, de acordo com 3.3.34.
Assim, (PEWPfl)m- = 0 para cada matriz elementar Ej . Isso &€ um absurdo, pois implicaria
(PNP_I)L]- = 0 para qualquer matriz N, e entao terfamos N; ; = 0 para qualquer N. O
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Capitulo 6

Derivacoes no anel de grupo livre

6.1 Anel de Grupo

Apresentaremos nesta se¢do alguns conceitos basicos sobre anéis de grupos. Para um estudo
mais aprofundado, veja por exemplo [25] e [26].
6.1.1 Definicao e propriedades basicas

Definigao 6.1.1. Seja G um grupo e R um anel. Definimos o anel de grupo RG como sendo o
conjunto de todas as combinagoes lineares

=Y g
geG

onde ay € R e a4 € nulo a menos de uma quantidade finita de termos. Definimos a soma em RG
por:

a+fB= Zagg + Zbgg :Z(ag—i-bg)g.

geG geG geG

Definimos o produto em RG por:

af = Zagg thh = Z agbpgh

geG heG g,heG
Algumas observagoes importantes sobre a definicao feita acima:

e Podemos também escrever o produto aff como ) Cyu, onde Cyy = > agbp,.
ueG gh=u

e RG é um anel com a adi¢ao e multiplicagdo definidos em 6.1.1.

e Dado um a € RG e A € R, podemos definir a multiplicagao por escalar & esquerda por:

Aa= /\-Zagg: Z()\ag)g.

geG geG

A multiplicagdo por escalar a direita é definida analogamente.

RG é um R-moédulo & esquerda (& direita) com a multiplicagdo por escalar a esquerda (a
direita) definida acima.

e Se R é um corpo, RG pode ser considerado como a R-algebra de grupo de G.

7
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e O elemento a € R pode ser identificado com o elemento a-1g € RG, e o elemento g € GG pode
ser identificado com o elemento 1- g € RG, e entao R e G sao subconjuntos de RG.

e RG é um R-modulo livre com base G.
Os anéis de grupo sao caracterizados pela seguinte propriedade universal:

Teorema 6.1.2 (Propriedade universal dos anéis de grupo). Seja R um anel e G um grupo, e RG o
correspondente anel de grupo. Seja T’ um anel, e considere f: R — T um homomorfismo de anéis e
w: G = U(T) um homomorfismo de grupos, tais que f(r)e(g) = ¢(g)f(r). Entao, existe um tinico
homomorfismo de anéis ¢v: RG — T tal que ¥ [r= f e [g= 1.

Para uma demonstragao, veja o [25].

Definigcao 6.1.3. Seja RG um anel de grupo. Dizemos que um elemento o € RG é invertivel em
RG se 38 € RG tal que a3 = Ba = 1. Escrevemos 7! = a, e dizemos que a é uma unidade de

RG. Dizemos que
U(RG) = {a € RG|a ¢ uma unidade de RG}

de grupo das unidades de RG.
Observe que U(RG) é um grupo multiplicativo.
Definicao 6.1.4. Seja RG um anel de grupo. Dizemos que o centro de RG é
Z(RG) ={¢ € RG|(a = a Ya € RG}

Defini¢ao 6.1.5. Dizemos que o € RG é central se o € Z(RG). Dizemos que a € RG é idempotente

se a? = a. Dizemos que a € RG ¢ idempotente-central se o> = a e a € Z(RG).

Exemplo 6.1.6. Seja R = Zy ¢ G = (5. Podemos escrever os elementos de ZoCy a partir dos
elementos de Zg = {0,1} e Cy = {1, 2} = (z) = (z|z? = 1). Temos que:

ZoCy = { > agg’ag GZZ}

gels
= {0-1+0-2,1-14+0-2,0-1+1-2,1-14+1 -2}
= {0,1,z,1+ z}
= {0,1,z,1+z}

+ 0 T 14z

0 0 1 T 1+

1 1 0 14+ T

T T 1+ 0 1

14z || 14+ T 1 0

Tabela 6.1: Adicao em ZoCo

0 1 T 1+
0 0 0 0 0
1 0 1 T 1+
T 0 T 1 1+
1+ 0 142 | 142 0

Tabela 6.2: Multiplicacao em ZoCly
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Note que (Z2Ca,+) é um grupo, mas (Z2Co, ) ndo é um grupo, pois 0-a = 0 Va € ZyCs. Além
disso, (ZoC3 \ {0}, ) também ndo é um grupo, pois (14 )2 =0, e 0 ¢ Z>Cs \ {0}.

O grupo das unidades de ZoCy é U(Z2C2) = {1,2} = Cs.

Observe pela 6.2 que todos os elementos comutam entre si. Logo, o centro de ZyCy é Z(Z2Cs) =
Z5C5. Em geral, se R e G sao comutativos, entdao Z(RG) = RG.

6.1.2 Ideais e homomorfismos em RG

Seja R um anel e G um grupo. Como visto em 6.1.1, RG é um anel de grupo, e como RG é um
anel, podemos tratar dos ideais e dos homomorfismos de anéis de RG.

Definigao 6.1.7. Dizemos que a fungao

e: RG— R
Yooaggr— Y ag

geG geqG
é a funcao de aumento.

Observe que, para r € R, temos que €(r-1) = r. Entao, para rg,rh € RG, segue €(rg) = e(rh) =
r. Porém, rg # rh, e € ndo é injetora. Uma verificagdo direta comprova que

Proposigao 6.1.8. € ¢ um homomorfismo de anéis de RG em R. Em particular, € um homomor-
fismo de grupos.

Demonstracio. Sejam o= ) agg e B = ) bgg. Entao

geG geG
ela+p)=¢ Z(ag+bg)9 Zag‘H) Z%"‘Zbg—g +e(B)
geG geG geG geG

Agora, tomando o = ) agge f= > byh:
geG heG

e(ap) =« Z agbpgh | = Z aghp, = Zag th —

g,heG g,heG geG heG

Zagg £ thh = e(a)e(B).

geCG heG

Logo, € é um homomorfismo de anéis.

O
Sendo um homomorfismo de anéis, entdao podemos considerar o nucleo de €, que é um ideal de
RG. Desse modo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo para anéis, temos que Kgﬁ ) =
€

Definicao 6.1.9. Considere e: RG — R a fun¢do de aumento definida em 6.1.7. Seja

Ker(e) = a—Zagg‘z-: Zag—O

geG geG
o niicleo de €. Entao, Ker(e) é chamado ideal de aumento ou ideal fundamental de RG, e é denotado
usualmente por Ker(e) = A(RG) = X. 2

INa verdade, € é um epimorfismo, como dado na definicdo 2.1.10
2Seguindo as notagdes de [7] e [25].
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Proposicao 6.1.10. O conjunto & ={g—1|g € G,g # 1} € uma base para A(G) sobre R como
R-mddulo. Ou seja,

AG) =Y aglg—1)|g € Grg # 1

geG

e os elementos de & sdo linearmente independentes sobre R.

Demonstracao. Seja o = ) agg € A(G). Entao ) ag = 0. Logo,

9€G geG
o= Zagg—Oz Zagg—Zag = Zag(g—l)
geG geG geG geG

e portanto & é um conjunto gerador para A(G). Vamos mostrar a independéncia linear: seja o =

> ag(g —1) = 0. Entao
geG

0= Z agg—Zag:Zag(g—l):O<:>ag=O Vg € G.

geG\1 geG geq

Como G é linearmente independente sobre R, pela definicdo de RG dada em 6.1.1, segue o resultado.
O

Proposigao 6.1.11. Seja R um anel comutativo. A fungao
x: RG — RG

> agg — ) agg”
geG geG

1

€ uma involugao, possuindo assim as sequintes propriedades:
e (aB)* = Bra’
o ()" =«

Proposigao 6.1.12. Seja I < R e G um grupo. Entao

G = Zagg‘ag el%<RG
geG

Além disso,
RG R
ik (1) ¢

Demonstragao. Observe que (IG,+) é um grupo comutativo. Seja o« = > a9 € IG e =
geG

> bph € RG. Veja que a4 € I e by, € R para todo g, h € G. Entao:

heG

af = Zagg thh :Z@ghel(}.

geG heG g9,heG eI

Comoy+6 € IGVYy,0 € IGeaf € IGVa € IG e B € RG, segue que IG é um ideal & esquerda
de RG. Analogamente, usando a involugéo definida em 6.1.11, prova-se que IG é um ideal a direita

de RG.
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Para mostrar a segunda parte, basta considerar os homomorfismos de anéis

FIRG—)?

ar—a

p: RG — (?)G

Y. agg—— Y @gg
geG geqG

Segue entao pela propriedade universal 6.1.2 que Ker(p) = IG, e obtém-se diretamente que % =

(1)e

6.1.3 Derivagoes

O

Definigao 6.1.13. Seja RG um anel de grupo. Dizemos que uma fungdo R-linear a esquerda
D: RG — RG é uma derivacdo se satisfaz

e D(a+ ) = D(a)+ D(B)
e D(a-p) = D()e(B) +a- D(B)

VYV a,B € RG.

Proposigao 6.1.14. Considere uma derivagiao em RG definida em 6.1.13. Entao:
1. Sea € R, entao D(a) = 0.

2. Sea= ) aqg, entio
geG

D(a)=D Zagg = Z agD(g)

geG geG
3. Seay,ao,...,ap € RG, entdo
¢ l i—1 l
D H ag | = Z H ag | - D(a) - H e(ag)
k=1 i=1 k=1 k=i+1

4. Se g € G, entio D(g7') = —g~1D(g).

6.1.4 Grupos livres

Vamos apresentar alguns resultados e definigdes basicos sobre grupos livres que serao utilizadas
ao longo desde trabalho. Para uma exposi¢ao mais detalhada, veja [17].

Por questao de conveniéncia, apresentamos aqui a definicao de grupo livre por meio da propri-
edade universal, o que seré justificado em 6.1.20, e também a algébrica de grupo livre, dada em
6.1.16, pois ambas serao uteis no decorrer desse capitulo.

Definigao 6.1.15 (Via propriedade universal). Seja X um conjunto. O grupo livre em X é o grupo
F(X) com uma fungao ¢: X — F(X), tal que, para G grupo e para p: X — G, existe um tunico
homomorfismo de grupo ¢: F(X) — G tal que ¢ o ¢ estende .



82 DERIVACOES NO ANEL DE GRUPO LIVRE 6.1

Seja X um conjunto arbitrario. Vamos definir o grupo livre gerado por X, denotado por F'(X).
Definimos uma palavra em X usualmente como em 3.1.1. Dizemos que uma palavra é reduzida
se nao contém subpalavras do tipo ss~! ou s™'s para todo s € X.
Considere
X t={zt2zeX}

Denotamos
Xt = xux!

Para y € X*!, definimos y~! por

1 7!, sey=z€X,

x, sey=ax"1tec X!

Uma expressao do tipo

in )

n
€ € En
W:sz':: ,Lllx xijEX,sje{—l,l}
k=1

serd chamada palavra de grupo de X.

Definigao 6.1.16 (Algébrica). Dizemos que um grupo G é livre se existe um conjunto® gerador
X = {z1,z2,...} em G tal que toda palavra de grupo nao-vazia reduzida em X define um elemento
nao trivial de G. Nesse caso, dizemos que G ¢ livremente gerado por X (ou que G é livre por X) e
X é chamado de base livre para G.

€k

e, com £p = +1 e

¢
Um elemento de F(X) é representado pela tnica palavra reduzida [] =
k=1
€k + €xr1 # 0 se jr = jrr1. O tamanho da palavra u é o comprimento ¢ da palavra reduzida que

a representa. O elemento identidade 1 é representado pela palavra vazia, e possui tamanho 0. O
1

inverso u~! de u é representado pela palavra reduzida [] a:j_:’“.

k=¢
Dado um conjunto arbitrério X, podemos construir um grupo livre canénico com base X.

Uma reducao elementar de uma palavra de grupo w consiste em deletar uma subpalavra do tipo
yy~ ! de w.

A redugao de w (ou processo de redugao comegando em w) consiste numa sequéncia de aplicagoes
de reducgoes elementares comecando em w e terminando numa palavra reduzida:

W wi .. Wy (wy € reduzida)

wy, € chamada forma reduzida de w.

Em geral,poderiam existir reducoes diferentes para w. No entanto, verifica-se que todas as re-
dugbes possiveis de w acabam com a mesma forma reduzida. Para ver isso, precisaremos do lema
seguinte:

Lema 6.1.17. Para quaisquer duas reducoes elementares w — wi e w — wo de uma palavra de
grupo w € X exitem redugoes elementares wi — wq € wo — Wy, tais que o diagrama sequinte comuta:

30 conjunto de geradores ndo precisa ser enumerével, mas a notacio por meio de sequéncias é mais conveniente
para (z) de qualquer maneira.
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w

RN

w1 w2

'v_;‘( k"’
wo

. . A1 A2 - .
Demonstracdo. Sejam w — wy e w —> wo redugodes elementares de uma palavra w. Ha duas
maneiras possiveis de se realizar as reducoes A1 e Ao :

e Reducoes disjuntas: Nesse caso,
-1 —1 +1
W= uy1yy uyely U3, Yi € X,

e \; deleta a subpalavra yiyi_l, para i = 1,2. Entao
A1 —1 A2
W —> UTUY2Yy ~U3 — UTUU3

)\2 —1 )\1
W —> U1Y1Y; U2U3 — UTUU3
Consequentemente, o lema é valido.

e Reducgoes sobrepostas: Nesse caso, y; = y2 e w toma a forma
w =Yy~ yus

Entao
_ -1 A2
w=uy(y yug = uryuz,
_ A
w = u1(yy 1)1»/”2 =h ULYu2;

e o lema é valido.

Proposigao 6.1.18. Seja w uma palavra de grupo em X. Entdo quaisquer duas redugoes de w :

/

W W Wh e Wl

W W Wl e Wl

resultam na mesma forma reduzida, isto €, w), = w}l.

Demonstra¢ao. Vamos provar o resultado por indugao no tamanho da palavra. Se |w| = 0, entao w
¢ reduzida e nao héa nada a se provar. Tome agora |w| > 1, e

W W Wh e Wl

W W e wh e Wl

duas redugoes de w. Entdo, pelo lema 6.1.17, existem redugoes elementares w] +— wp € wh — wp.
Considere o processo de reducao para wy :

Wy~ Wy =Wy ... = WE

Isso corresponde visualmente ao seguinte diagrama:
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~
~
<

!

Por indugao, todas as formas reduzidas da palavra w| sdo iguais umas as outras, bem como as
formas reduzidas de wf. Como wy, é uma forma reduzida tanto de wj e de w{, entao

r o
Wy, = Wk = W,
como desejado. Isso prova a proposicao. O

Para uma palavra de grupo w, denote por @ sua respectiva forma reduzida. Seja F'(X) o conjunto
de todas as palavras reduzidas em X*!. Para u,v € F(X), definimos a multiplicacio como segue:

UV =uv

Teorema 6.1.19. O conjunto F(X) forma um grupo com respeito a multiplica¢ao -. Este grupo é
livre em X.

Demonstracao. A multiplicacdo definida acima é associativa:
u-(v-w)=(u-v)- w

para quaisquer u,v,w € F(X). Para ver isso, ¢ suficiente mostrar que

(uv)w = u(vw)

para u, v, w dados. Observe que cada uma das palavras reduzidas (uv)w, u(vw) pode ser obtida de
uma palavra yvw por uma sequéncia de redugoes elementares. Consequentemente, pela proposigao
6.1.18:

UVW = UVW = UvW.
Claramente, a palavra vazia ¢ é a identidade em F(X) com respeito & multiplicagao, ou seja,
w-e=¢ec-w YweF(X)

Seja w =yi -y, € X*1. Entdo a palavra

-1 _ -1 —1
w =Yn "Y1

é também reduzida e

Consequentemente w™! & o inverso de w. Isso mostra que F(X) é um grupo. Note que X é um

conjunto gerador para F'(X), e toda palavra nao-vazia reduzida

E1... En

w = I, i
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em r*! define um elemento nao trivial em F(X) (a palavra w em si). Consequentmente X é uma
base livre de F'(X), portanto F'(X) ¢é livre em X.
O

Teorema 6.1.20 (Propriedade Universal dos Grupos Livres). Seja X um conjunto e G um grupo, e
considere a fungao p: X — G. Seja F(X) o grupo livre em X. Entao, existe um inico homomorfismo
de grupos ¥: F(X) — G, tal que o sequinte diagrama € comutativo:

Xt 5 F(X)
EIRY,

|
|
|
|
|
}
<
G
onde 1 representa a inclusdo natural.

Demonstragao. Seja F(X) o grupo livre gerado por X e ¢: X — G uma fungao de X no grupo G.
Como F(X) ¢ livre em X entao todo elemento g € F'(X) é definido por uma tnica palavra reduzida

in’

com z;; € X,¢&; € {—1,1}. Considere

v F(X) — G
g — ¥(g) = (@) - (@)™

Vamos provar que 1 é um homomorfismo. De fato, tome g, h € F(X), e
g=Y1 " YnZ1" " 2Zm,

1., -1
h=zp 20 Ynt1- Uk

sao as correspondentes palavras reduzidas em X+, onde ;, zje X ooy, # ygil (as subpalavras
Y1 Yny 21 Zm € Ynt1 - - Yk podem ser vazias). Entao

gh:yl.”ynzl”'ZmZTTLI"'Zl_lynJ,—l"'yk -

gh =y1 YnYnt1-" Yk

& uma palavra reduzida em X*! representando gh. Agora
Plgh) = YY1 Ynyni1 - Yr)

V(Y1) - (Y)Y (Y1) - O (Yr)

Eyl P(yn)P(21) -+ Pam) (W(zm) 7 (P(21) T (Ynaa) - (k)

o

VY1 Ynzr e zm) (2t 2] Yot Uk)

1
g)¢(h)

Consequentemente 1 ¢ um homomorfismo. Claramente, 1 estende ¢ e o diagrama correspondente
comuta. Observe que qualquer homomorfismo ¢: F(X) — G que faz o diagrama comutar deve
satisfazer

P(g) = (i) - (pl(ei,)™

Isso mostra que F'(X) satisfaz a propriedade universal.
O

O resultado seguinte mostra que a propriedade universal 6.1.20 acima caracteriza os grupos
livres.
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Teorema 6.1.21. Seja G um grupo com conjunto gerador X C G. Entio G € livre em X se e
somente se satisfaz a sequinte propriedade universal: toda fungao p: X — H de X num grupo H
pode ser estendida univocamente a um homomorfismo v: G — H, de modo que o diagrama abaizo
comute:

|

T o
<

onde v representa a inclusdo natural.

Demonstracao. A ida ja estda provada em 6.1.20. Reciprocamente, suponha que o grupo G com
conjunto gerador X satisfaz a propriedade universal. Tome G = F'(X), e defina a funcao

v X — G
T — T

Entao pela propriedade universal ¢ se estende a um tnico homomorfismo ¢: G — F(X). Seja w
uma palavra de grupo nreduzida nao-vazia em X. Entdo w define um elemento g € G para o qual

P(g) = w e F(X).
Consequentemente, ¥(g) # ¢, e g # 1 em G. Isso mostra que G é um grupo livre em X. O
Observagao: Os teoremas 6.1.20 e 6.1.21 foram enunciados aqui separadamente por motivos
puramente didaticos.
6.1.5 Derivacoes no anel de grupo livre

Um elemento do anel de grupo livre R[F(X)] é escrito como

Assim como definido em 6.1.7, o homomorfismo ¢: RX — R é responséavel por enviar f em

e(f)= > aue(u)= >  ay. O ideal fundamental Ker(e) = A(RX), que denotaremos por X,
uEF(X) uEF(X)
portanto, pode ser escrito como

X ={f e RF(X)]le(f) =0}

Teorema 6.1.22. Para cada gerador x; de X, existe uma derivagao correspondente f +— D;f =
Jz; = 887];, chamada derivacao com respeito a xj, que possui a propriedade

Oz

ks

&cj Ik
Além disso, existe uma e somente uma derivacao f — f' mapeando x1,xo,... em hy, ha,... de
R[F (X)), tais que os coeficientes de h; estiao em Z(R). E dado pela férmula

of
!
N2

Demonstracao. Para mostrar que tal derivacao existe, basta mostrar que
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é um homomorfismo. De fato,

D(f)+Dlg) =

e também:

No nosso caso, temos a fungao

ANEL DE GRUPO

D;: F(X) — M3(R[F(X)])

T —

1 .
0 1| se k=7;
z 0 caso contrario
0o 1)’ ’

87

Observe que as imagens dos x sao inversiveis. Pela propriedade universal do grupos livres 6.1.20,

segue que esta € tnica.
Além disso, D tal que

é uma derivagao.
Vamos mostrar agora que

D(

onde % = D; também ¢é uma derivagao.
J

D(f)+ D(g)

para f,g € R[F(X)].

)= ZDj(f)hja

Claramente, a soma de derivagoes é uma derivagao:

= > D;i(f)h; +>2Dj(g9)h;
J J
= 2(D;(f) + Dj(9)hy
= 2 Di(f+9)h;
J

= D(f+yg)
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Resta apenas verificar o produto para D;h;. De fato, para a,b € R[F(X)] :

Dj(ab)h; = ( j(@)e(b) + aD;(b))h;
( )e(b)h; + aD;(b)h,;
= (Dj(a)hy)e(b) + ( i (0)h;),

o que é valido pois, como h; € Z(R), temos que £(b)h; = h;e(b).

O

Teorema 6.1.23. Seja f € R[F(X)], e D; como dado em 6.1.22. Entao, é vdlido o sequinte
resultado, chamado de féormula fundamental:

f=etn+ Y L 1) (6.1)

Demonstracao. Podemos verificar facilmente que D = Id — ¢ é uma derivagao, pois

D(a+b) = a+b—e(a)—e(b)
a—¢e(a)+b—e(b)
= D(a)+ D(b)

D(ab) = ab—e(a)e(b)
= ab—e(a)e(b) + ae(b) — as(b)
(a —e(a ))6( ) +a(b—e(b))

= D(a)e(b) + aD(b)

Além disso, temos que para x; € X,
D(xj) = xj —e(aj) = 25— 1
Como visto em 6.1.22, tomando h; = x;—1, sabemos que D(f) = > D;(f)(z; —1) é uma derivacao.

J
Além disso, D(z;) = xj — 1. Como D = D para todo z; € X (ou seja, coincidem nos geradores),
temos pela propriedade universal que se tratam da mesma derivacdo. Assim,

Id—e=> Dj(x;
J
Avaliando esta equagdo em f € R[F(X)], obtemos a férmula fundamental desejada.

O

A derivada de poténcias de um elemento gerador pode ser facilmente obtida a partir da formula
acima.

Proposigao 6.1.24. Seja x; um gerador de F'(X). Entao,

p—1
Soab, sep>1,
=0

Dj(h) = 0, sep =0,

~1
—Zx?, sep < —1.
{=p

Demonstracao. Seja p > 1. Entao, utilizando a féormula definida em 6.1.23, segue que

=)+ D)~ 1) = Dy~ =~ 1 D) = 3l
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A demonstragao para p =0 e p < —1 é anéloga.

Também podemos definir derivadas em R[F(X)] de ordem superior.
As derivadas de ordem superior sao definidas indutivamente

8"f - o) 8n_1f
aa:j"axjnfl U ale B (%an axjnfl e '8173'1

n

Uma notagao alternativa para o ¢ Dj,...j,(f), que sera utilizada conforme a conveni-

83:]'”71 -~~69:j1
éncia.
A partir da definigao 6.1.13, obtemos as propriedades basicas listadas na

Proposicao 6.1.25. Sejam f,g € R[F(X)]. Entao:

Djji(f +9) = Djpjs f + Djpju g
n

Dj,ji(f9) =Y  fDjipfDj,_1jn(9) + Dy, jig
p=1

A demonstracao seré4 omitida por consistir essencialmente de verificagao direta das igualdades.
Proposicao 6.1.26. Seja f € R[F(X)]. Entao

k

n—1
f=e(f)+ Z Z €(Djy g1 (f)) H(xje =1 +n (),
k=1

=1 \Jk:Jk—15J1 /=1

onde

Demonstragao. Aplicando a formula fundamental 6.1 para f;; (x) etc. obtemos

Dj, f(x) = e(Dj, (f)) + Z(Djjl(f))(xj -1,

Dj,ji f(x) = e(Djy5, (f)) + Z(Djjzjl(f))(fj - 1),
etc., e portanto segue para cada inteiro positivo n que
fle) = e(f)+ 2D ()@ —1) + >0 (e(Djon (H))) (5, — D@, — 1) + ..
J1 J2J1
+ X eDja (N@jy =Dy =)+ 3 (Djgn f()) (@), = 1) -+ (w5, — 1)

Jn—1,--J1  ngey Ji

= e(f)+ Zn: ( > eDjrikrnin () ﬁ(% - 1)) +m(f),

k=1 \Jk:Jk—1,---J1 =1

onde

h(f) = Z (Do f(D)) (g, = 1) -+ (2, — 1)

O

Diversas identidades relacionando as derivadas parciais podem ser deduzidas. Para uma lista
detalhada, veja [10].



90 DERIVACOES NO ANEL DE GRUPO LIVRE 6.2

6.2 Série Central Descendente

6.2.1 Definicao e exemplos
Definigao 6.2.1. Seja G um grupo, e g,h € G. Entao
lg,h] = ghg™'n""

é chamado comutador de g e h. Para H, K C G, [H, K] denota o subgrupo de G gerado por todos
os comutadores [h, k|, para h € H e k € K.

Definigao 6.2.2. A série central descendente {v,(G)} € uma série descendente de subgrupos in-
dexada por um ordinal «, definida por

G, se o = 1;
(@) = [G,Ya-1(G)], se a & um ordinal sucessor;
() v8(G), se a & um ordinal limite.
B<a

Temos uma cadeia

G=%(G) D%(G)D>v3(G)D...

A tabela 6.3 abaixo resume as séries centrais descendentes para alguns grupos conhecidos:

Grupo G 7i(G),i>2
D,,, m > 3 impar (o)
Dokppn, k> 1, m > 3 impar <02k>,i >k
A,,n>5 A,
Ay Vi
Sp,n >3 A,
GLQ(K), |K| > 2 SLQ(K)

Tabela 6.3: Fxemplos de séries centrais descendentes

Proposigao 6.2.3. v, (X)/vn—1(X) é um grupo abeliano livre com
1 n
¢n = g Z M(d)q d
din

geradores, onde p € a funcao de Mobius, dada por

1, sen € livre de quadrados e tem uma quantidade par de fatores primos;
u(n) =< =1, semn € livre de quadrados e tem uma quantidade impar de fatores primos; (6.2)
0 caso contrdrio.

Demonstragio. Veja [34].5 O

Para mais detalhes sobre séries centrais descendentes, veja [22].

6.2.2 Estrutura do anel de grupo livre

As poténcias do ideal fundamental X de um anel de grupo R[F(X)] formam uma cadeia des-
cendente de ideais

Xxox2ox3. ..

"Uma prova alternativa também ¢é dada em [10].
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que esté conectado com a série central descendente de F'(X).
Vamos analisar essas relacoes, e relaciona-las com as derivagoes em R[F(X)].

Proposicao 6.2.4. Um elemento f € R[F(X)] pertence a X™ se, e somente se a fun¢ao de aumento
avalidas em todas as suas derivadas de ordem 0,1,...,n —1 se anulam.

Demonstracao. Se f € X™, entao

F=Y" fifor-- foks
k

onde e(f;;) = 0. Das propriedades basicas da deriva¢ao contempladas na proposigao 6.1.25, segue
que

e(f) =e(D;(f)) = =¢e(Dj, 1.5 (f)) =0

Reciprocamente, se a funcao de aumento se anula em todas as derivadas de ordem 0,1,...,n — 1,
segue de 6.1.26 que

[ = elf)+ lcil ( Z €(Djk»jk—1:-~~7j1( ))éﬁl(x]z - )) + M (f)

JksJk—15-J1

= n(H= > Djn)@j, -1 (; —1) X"

jn—lr--vjl
O

Definicao 6.2.5. Definimos o comprimento ou tamanho de f = aijui + ...+ amuy, nao-nulo como
sendo

((f) = max {[ug]}

i=1,-m

onde |u;| representa o tamanho da palavra u;, como definido em 3.1.4, assumindo que u; # uy para
i # k e todos os coeficientes sao nao-nulos. O tamanho de 0 ¢ £(0) = 0.

Lema 6.2.6. O tamanho de um elemento nao-nulo f € X" nao € menor que 3

Demonstracao. Iremos mostrar o resultado por inducéo sobre n. A veracidade da afirmacdo para
n = 1,2 é 6bvia.

Suponha n > 3 e tome f um elemento de X" tal que £ = £(f) < §. Cada palavra reduzida que
aparece em f deve terminar em um gerador ou o inverso de um gerador. Consequentemente,

f= Z )+ b9,

onde ¢ e hU) sdo polinoémios livres de tamanho menor que £. Assim, D;(f) = a®) — pl) . xj_l,
onde a) possui comprimento menor que /.

Portanto, se ¢ # j, o comprimento de D;;(f) é menor que ¢, e o tamanho de
Di((D;(f)) - x3) = Dj;(f) + D (f)

é menor que £. Uma vez que f € X", segue da proposicao 6.2.4 que D;;(f), parai # j, e D;((D;(f))-
;) pertencem a X" 2.

De nossa hipotese de indugao, temos que D;;(f) = 0, para ¢ # j, e Dj; f = —D; f. Desse modo,
para qualquer j, segue da equagao fundamental 6.1 que

Djf =¢e(D +ZDU = 1) ==(D;(f) - (z; = 1)

Da equacao acima, segue que D;(f) = (D;(f)+(D;(f))(x;— 1)3:;1 = 0. Assim, aplicando novamente
6.1, chegamos a f = &(f) + Z(DJ( )) - (x; — 1) = 0. Concluimos portanto que, se f tem tamanho
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¢ < 3, entao f = 0. Desse modo, segue que seu tamanho é £ > 7, ou seja, ndo ¢ menor que %, cOMoO
desejado. O

Teorema 6.2.7 (Unicidade da expansao de séries formais). Sejam f,g € R[F(X)]. Se

e(Dj(f)) = &(D;(9)),
e(Dij(f)) = e(Dij(9), - -
entao f = g.

Demonstragao. Pelas condigoes apresentadas no enunciado, e(f—g) = e(D;(f)—D;(g)) = e(D;;(f)—
D;j(g)) = ... =0, o que significa que a fungao de aumento avaliada em todas as derivadas de f —g¢
se anula. Consequentemente, pela proposi¢ao 6.2.4, f — g € X" para todo n.

Assim, pelo lema 6.2.6, f — g ndo possui tamanho positivo. Portanto, f —g=0= f=g9. O

Corolario 6.2.8.

() x" = {0}

Podemos generalizar 6.2.4, com uma prova similar, para a seguinte proposicao, onde J é qualquer
ideal de R[F(X)] que esta contido em X :

Proposicao 6.2.9. f pertence a JX" se, e somente se, f € X e todas as suas derivadas de ordem n
pertencem a J (nesse caso, suas derivadas de ordem i pertencem a JX" !, parai=0,1,2,...,n).

A partir do exposto em [34], sabemos que um elemento u € F(X) pertence a n-ésima série
central descendente 7, (X) se, e somente se, a fungdo de aumento avaliada em todas as derivadas
de u de ordem 1,...,n—1 se anula. Isso significa que u € 7, (X) se e somente se u—1 € X". Assim:

Proposicao 6.2.10. O ideal X" determina o n-ésimo grupo central descendente v, (X).
Claro que 7, (X) é também determinado pelo ideal X,, que corresponde a 7, (X).

Definigao 6.2.11. X,, é chamado n-ésimo ideal central descendente; X1 = X e X, é gerado pelos
comutadores de anéis gh — hg, g € X,—1,h € X.

Em vista de 6.2.10, o teorema 6.2.8 é equivalente a dizer que [ 7,(X) = {1}. (para mais
n>1
detalhes, veja [7])
Além disso, um homomorfismo ¢ de X em um grupo G manda 7,(X) em v,(G) e X" em &".

Dessa forma,
Proposigao 6.2.12. O ideal &™ determina o n-ésimo grupo central descendente v, (G).

Consequentemente, (] 8" determina (] v,(G). Isso mostra que qualquer invariante de G for-
n>1 n>1

mada a partir de sua série central descendente G O 72(G) D 13(G) D ... deve ser calculavel a
partir da sequéncia de ideais & O &2 O &3 O .... Vale a pena notar que esta tltima seqiién-
cia pode ser mais facil de lidar, porque o anel quociente X"/X"~! possui uma base explicita
(xj, = D)(xj, —1) ... (x5, — 1), 51,72, .-, Jn = 1,...,q de ¢" elementos, enquanto pela proposicao
6.2.3 sabemos que v, (X)/vn—1(X) possui ¢, = L 3 u(d)gd geradores.

dln
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6.3 Derivagoes e homomorfismos

Seja X = {x1,...,2,} um conjunto com n elementos. Denotamos por F(X) o grupo livre em
X, e por K[F(X)] a K-algebra de grupo de F(X) com coeficientes no corpo K.
De forma analoga ao feito na defini¢ao 6.1.7, definimos a funcao de aumento como o homomor-

fismo de grupos
e: KIF(X)] — K

Z Qgg — Z Qg

gEF(X) gEF(X)

Com auxilio dos resultados obtidos nas segoes 6.1 e 6.2, vamos estabelecer resultados sobre a K-
algebra K[F(X)], como caso particular do estudo geral feito para anéis de grupo.
Tal como definido em 6.1.9, dizemos que o ideal fundamental ou ideal de aumento de € é I =

Ker(e).
Proposicao 6.3.1. Considere a série central descendente
I>DIP>I>. ..

onde I = Ker(e). Entdo
(1" ={0}

n>1
Demonstracao. ]

Como explorado a partir da proposicao 3.2.20, pode-se ver que as séries da forma 1—z; € K ((X))
sao inversiveis, com inverso z;. Sendo K um corpo, podemos mostrar que 1+ x; ¢ inversivel, e com
isso concluir o seguinte resultado:

Proposigao 6.3.2. Considere a funcao p, definida por:
p: X — K{(X))
;i — 1+ x;

Entao, ¢ pode ser estendida a um homomorfismo de K-dlgebras ®: K[F(X)] — K((X)).

[&.8]
Demonstragao. Observe que a série 1 + x; possui inversa »_ (—1)"z"™ em K((X)). Logo, segue o
n=0

resultado. O
O homomorfismo ® pode ser caracterizado da seguinte forma:
®: K[F(X)] — K((X))

Y oaggr— > age(g)
geEF(X) gEF(X)

Exemplo 6.3.3. Seja X = {a,b,c}, e considere o grupo livre F(X). Tome o elemento S = 6ab +
2a2b + 3c¢~! € R[F(X)]. Vamos calcular ®(S) :

B(S) = 6p(ab) + 2¢(a?b) +3p(cH =6(a+1)(b+1)+2((a+1)2(b+1)) +3((c+ 1)) =

6ab + 6a + 6b + 6 + 2a*b + 2a* + dab + 4a +2b+ 2+ 3 Z(—l)”cn =

n=0

20°b + 2a° + 10ab + 10a + 8b+ 11+ > _3(=1)"¢" = Y (S,w)w,
n=1 wEA*
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Teorema 6.3.4. A funcdo ®, definida em 6.5.2, € um homomofismo injetor.
Demonstracao. Note que, para x; € X, temos que
p(xi) = 14 2; = Di(a3)

Logo, temos que
¢: K[F(X)] — K{({X))

fr—=2>2eDi,. i ()i ...z,
Se > e(Dj, iy (f))xiy - xi, =Y. e(Di,..iy(9))Tiy - . . T, entdo temos que

Y eDiyiy()wiy @i, = Y e(Diy iy (9))iy -5, =0 =

Ze(DiT...il(f —9)Tiy -2, =0=¢e(D;,.(f—9) =0

Isso siguifica que £(f) = e(g).=(D;(f)) = e(D;(9)).=(Dij(f)) = =(Dis(g). .. Assim, pelo
teorema de unicidade das séries formais 6.2.7, temos que f = g. Ul



Capitulo 7

Séries formais parcialmente comutativas

7.1 Monoides livres parcialmente comutativos

Definigao 7.1.1. Seja A um alfabeto. Uma rela¢do de comutagdo parcial ¥ em A é um subconjunto
simétrico e irreflexivo de A x A, ou seja:

o Va,be A, (b,a) € ¥ sempre que (a,b) € U;
o Vac A, (a,a) ¢ 9.

Podemos representar ¢ pelo seu grafo de comutagao , que é o grafo nao direcionado construido
sobre A onde duas letras (a,b) € A estao relacionadas por uma aresta se, e somente se, (a,b) € .

Definigao 7.1.2. O monoide livre parcialmente comutativo em A associado a ¢ é o monoide deno-
tado por M (A, ) o qual é definido pela presenta¢ao monoidal

M(A,9) = (Alla,b] =0, (a,b) € V)

onde [a,b] := ab = ba denota o Colchete de Lie. Um elemento w € M(A,d) é chamado palavra
parcialmente comutativa.

Definigao 7.1.3. Denotamos por F(A,¥) o grupo livre parcialmente comutativo, definido pela
presentacao de grupo

F(A,9) = (Al[a,b] = 0, (a,b) € V)

Agora, [a,b] = aba~1b~!. Denotamos por my a projecao canénica de A* em M(A, 1), e por w a
imagem em M (A,¥) de uma palavra w € A* por my. Como o tamanho de qualquer u,v € A* tal
que T =T é o mesmo, (de acordo com a defini¢ao 3.1.4) podemos definir o tamanho (ou grau) |w|
de uma palavra @ € M(A,) como o tamanho de qualquer representante w € A* de w. Denotamos
por M, (A, ) o conjunto de elementos de tamanho n em M (A, ).

Podemos definir uma congruéncia em A* denotada por =y, da seguinte forma:

Y(a,b) € 9,ab =y ba.
Pode-se mostrar entao que M (A, V) = A*/ =y . Para mais detalhes, veja [13] e [5].

Definigao 7.1.4. Seja w € M(A,9). O alfabeto inicial de w é o subconjunto de A denotado por
Za(w) e definido por
Ta(w) ={a€ A|Fue M(A,V):w=au}

Exemplo 7.1.5. Seja o alfabeto A = {a,b,c,d}. Entao, o conjunto

U= {(a7 b)v (b7 a), (b, C), (c, b)? (C7 d), (d, C)}

95
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Figura 7.1: Grafo de comutacao Gy.

é uma relacao de comutacao parcial, pois satisfaz as condi¢oes da defini¢ao 7.1.1. O grafo de comu-
tagdo para ¥ ¢ Gy = (4,{(a,b), (b,¢), (¢, d)}, mostrado na figura 7.1.
Vamos determinar todas as palavras em Ma(A,d). Como ab = ba, bc = ¢b e e¢d = de, temos que

Ms(A, V) = {aa, ab,ac, ad, bb, be, bd, ¢a, ¢, cd, da, db, dd }

A classe de congruéncia da palavra w = cdab é por exemplo {cdba, dcab} e seu alfabeto inicial

é Za(w) ={a,c}

Podemos também instituir uma ordem total em M (A,), respeitando a defini¢ao 2.5.7. Para
isso, vamos assumir que A ¢ totalmente ordenado por certa ordem total < . Associamos w € M (A, )
a palavra std(w) € A* que ¢ a palavra maximal (para a ordem lexicografica em A*) na classe 7, ' (w).
Isso nos permite equipar M (A, ) com uma ordem total definida por

w=<n < std(w) <std(n), Yw,n e M(A,DI)

Note que se u,v € M(a,?), entdo claramente temos std(u)std(v) € 7, (uv). Segue imediata-
mente que std(uv) = std(u)std(v) = std(u). Assim, qualquer prefixo de uma palavra parcialmente
comutativa w é menor que w.

Exemplo 7.1.6. Vamos nos guarnecer novamente do alfabeto A = {a,b,¢,d} do exemplo 7.1.5
anterior. Considere uma relagao parcialmente comutativa

¥ ={(a,¢),(¢c,a),(a,d), (d, a), (b, d), (d, b) }
Vamos ordenar A tomando a < b < ¢ < d. Entao, temos por exemplo que
Ty Y(acbd) = {acbd, acdb, cabd, cadb, cdab}, com achd < acdb < cabd < cadb < cdab
Assim sendo, std(acbd) = cdab. Desfrutando de um raciocinio analogo, temos que
ng(bacd) = {bacd, bcad, bcda}, com bacd < bcad < beda

e portanto std(bacd) = beda. Observe que bacd =y beda < cdab =y acbd. Logo bacd < acbd.

7.2 A série Central Descendente de F'(A, )

Estudamos a série central descendente de F'(A, 1), conforme o exposto em [5], para obter resul-
tados anélogos aos desenvolvidos em 6.2, e usar essas propriedades na tentativa de generalizar os
resultados do Capitulo 6 para séries parcialmente comutativas.

Precisaremos de algumas defini¢oes preliminares basicas de anéis e médulos graduados.

Definigao 7.2.1. Seja G um grupo. Entao dizemos que um Anel graduado é uma soma direta de
grupos abelianos
= Z Ry,

geG
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indexada por GG, munida de uma estrutura de anel em R, de maneira que
Sex € Ryjey¢€ Ry, entao vy € Ry, Vg, h € G.

Proposigao 7.2.2. Num anel graduado R, algumas propriedades importantes sao:
e lcR..
o R. ¢é um subanel de R;
o Ry ¢ um R.-bimddulo para todo g € G;

e Ser € R possui inverso a direita (esquerda), entao r possui inverso a direita (esquerda) em
Ry
Definigao 7.2.3. Dado um anel graduado R, um subanel graduado de R é um subanel S de R
tal que para = (x4)geq em S e para todo g € G, entdo x4 € S.

Proposigao 7.2.4. Dado um anel graduado R e um conjunto S de subanéis graduados de R, entao
NS é um subanel graduado.

Demonstragao. Sabemos que [ S é um subanel de R. Além disso, para x € (S, entao para g € G,
entdo para S € S, entdo x € S, ai x4 € S; logo x4 € () S. O

Definigao 7.2.5. Dado um anel graduado R, dizemos que um ideal graduado de R é um ideal I de
R tal que, para = (24)4ec € I € para todo g € G, entao x4 € I. Como notagao, adotamos I < R.

Proposigao 7.2.6. Seja R um anel graduado e um conjunto T = {I;|j € J} de ideais graduados
de R. Entao,
K

IjEI
€ um ideal graduado, ou seja, a intersec¢ao de ideias graduados também é um ideal graduado.

Demonstracao. Sabemos que (\Z <QR. Paraxz € () (| Ijeparage G,paral € Z, temosz € I, e
IjGI
entao x4 € 1.
Logo,

xgeﬂI
O

Definigao 7.2.7. Seja R um anel graduado. Um R-mddulo & direita graduado é uma soma direta
de grupos abelianos
X =FPx,

geG

munida de uma estrutura de R-moédulo a direita tal que
Xth - Xgh Vg,h € G

O R-moédulo a esquerda graduado é definido de maneira analoga.

Definicao 7.2.8. Se R e S sao anéis graduados, um R, S-bimddulo graduado ¢ um R, S-bim6dulo
X tal que
R, XpS. C Xgpe Va,b,ce G

Exemplo 7.2.9. Seja A um anel qualquer. O exemplo canénica de anel graduado é A[zy,...,x,),
que admite a graduagao

Alxy,...xp] = @A[wl, ey Tnld
d>0
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€1 .62 e

"+§_1) com base dada pelos ménomios x7' 5> ... ;"

emque A[x1,...,Ty]q €0 A-modulo livre de posto (
de grau

n
d:Zei:el—i—...—i—en
=1

Definigao 7.2.10. Seja (L(A),:) um par onde L(A) é uma algebra de Lie e 1: A — L(A) é
uma aplicagdo tal que, se existe p: A — L, com £ uma &algebra de Lie, entdo existe um tnico
homomorfismo de algebras de Lie ¢ de L(A) a L tal que o diagrama abaixo seja comutativo, isto
é, existe iinico homomorfismo de algebras de Lie tal que ¢ = @ o ¢.

A—"—— L(A)

Dizemos que L(A) é a dlgebra de Lie livre gerada por A.

Defini¢ao 7.2.11. Uma Algebra de Lie é um espaco vetorial L sobre um corpo K com uma
operagao [u,.]: L x L — L, chamada Colchete de Lie, que satisfaz as seguintes condi¢oes para todos
z,y,z € L:

e [.,.] & bilinear;
e [z,z] =0 (o que implica [z,y] = —[y, z])
o [z,[y,z]] + [y, [z, 2]] + [z, [z,y]] = 0 (Identidade de Jacobi)

Defini¢do 7.2.12. Um homomorfismo de Algebras de Lie é uma aplicacio linear h € hom(L, £)
entre algebras de Lie L e £ que é compativel com o colchete de Lie, ou seja:

[z, y]) = [h(x), h(y)]
h é um isomorfismo de Algebras de Lie se for um homomorfismo de Algebras de Lie bijetor.

Definigao 7.2.13. Uma Algebra de Lie graduada parcialmente comutativa L(A,9) é a Algebra de
Lie definida pela presentacao

L(A,9) = (A:][a,b] =0,(a,b) € 9)

Pode-se mostrar que L(A, ) é isomorfo a subalgebra de Lie de K((A,d)) gerada pelas letras de
A (veja [4] para mais detalhes).

A Algebra de Lie livre parcialmente comutativa é caracterizada pela seguinte propriedade uni-
versal:

Teorema 7.2.14 (Propriedade Universal da Algebra de Lie livre parcialmente comutativa). Seja
A um alfabeto munido de uma relagio de comutacio parcial V. Se 4 € wma Algebra de Lie, e se
p: A= G € tal que

[p(a), p(b)] =0 V(a,b) €9,

entao existe um unico morfismo de dlgebras de Lie ¢ de L(A,¥) em & que estende p, isto é, tal
que o sequinte diagrama € comutativo:

A"t 5 I(A0)
3

4
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Demonstragao. Veja [4]. O
Teorema 7.2.15. L(A,9) e L,(A,9) sao K-mdodulos livres.

Exemplo 7.2.16. Seja A = {a,b,c} e 9 = {(a,b), (b,a)}. Entdo podemos construir uma Z-base da
Algebra de Lie L(A,9). Temos que:

L(A,9) = L(r) & L(a,c), onde 7 = {b, [¢,8], ¢, [e, ], ..}
Onde L(X) representa a algebra de Lie livre gerada por X, como dado na definigao 7.2.10.

Seja (Fj,(A,19))n>1 a série central descendente de F(A, ) Entao, temos que os grupos quocientes
Fo.(A,9)/F.1+1(A,0) sao todos grupos abelianos, como constatado em 6.2.3, ou seja, Z-modulos.

Portanto, podemos considerar de acordo com a defini¢do 7.2.7 o Z-mddulo graduado G definido
por

G =P Fu(A,9)/Frya(A,9)

neN

E possivel munir G com uma estrutura de Z-algebra de Lie, seguindo a definicao 7.2.11. Para isso,
sejam g € F,(A,9) e h € F,(A, V). Entao

(g:h) = ghg 'h™" € Fppa(A,0),

pelas propriedades vistas em 6.2. Logo, podemos definir um colchete de Lie em G para todo p, g € N*,
pela relacao

[ga h] = (ga h) S FP+Q(A7 ﬁ)/F(p-Q-q)-i-l(Av 19)7

para todo g € F),(A,9)/Fpt1(A,0) e h € Fy(A,9)/Fy11(A,0).
Também temos a seguinte propriedade:

(a,) € 9 = [aFy(A,9), bF3(A, 9)] = (a,b)F3(A, 9) = F3(A,9) = 0

Entao, de acordo com a propriedade universal 7.2.14 para Lz (A, 1), existe um tnico Z-morfismo
a: Ly(A,9) — G tal que
ala) =aFy(A,9) YaeA

Teorema 7.2.17. O Z-morfismo o definido acima é um isomorfismo de Algebras de Lie graduadas
de Lz(A,9) graduado por (Ln(A,V))n>1 em G.

Demonstragao. Veja [2]. O

Como consequéncia imediata do teorema 7.2.17, obtemos que os dois grupos abelianos abaixo
sao isomorfos para todon > 1:

Fy(A,9)/Fpi1(A,9) ~ L,(A,9)
Utilizando os resultados vistos, pode-se provar que

Teorema 7.2.18. O grupo livre parcialmente comutativo F(A,d) é um grupo residualmente nilpo-
tente, ou seja, a interseccao de todos os termos da série central descendente € o grupo trivial:

U Fu(4,9) = {1}

n>1
Demonstragao. Veja [5]. O

O teorema permite desenvolver uma versao andloga dos resultados das proposigoes 6.2.10 e
6.2.12 para o caso parcialmente comutativo, generalizando esses resultados do capitulo anterior.
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7.3 Derivagoes de séries parcialmente comutativas

O objetivo sera generalizar o que fizemos na se¢ao 6 no contexto de séries parcialmente comu-
tativos e inspirados na abordagem feita em |7].
Vamos procurar definir uma derivagao no anel de grupo livre parcialmente comutativo R[F'(A, 9)].

Definigao 7.3.1. Seja R[F(A,?)]. Dizemos que uma fungao R[F(A,9)] — R[F(A,¥)] é uma
derivacao se é R-linear e

e D(a-B) = D(a)s(8) +a-D(B)
Va, B € R[F(A,9)],

Para verificar que esta bem-definida para R[F'(A, )], precisamos verificar que, dado (z;,z;) € 9,
temos D(Z;z;) = D(T;T;), pois sdo representantes de uma mesma classe de equivaléncia. De fato:

D(wizj) = D(Ti)e(x;) + 7iD(T5) = D(Ti) + TiD(T5)
As propriedades da derivacao definida acima s&o analogas as dadas em 6.1.14, pois estas essen-
cialmente nao dependem da comutatividade das variaveis envolvidas.
Proposicao 7.3.2. Considere a derivagao em R[F (A, V)], definida em 7.3.1. Entao:
1. Se a € R, entao D(a) = 0.

2. Sea= > agg, entao
geF(A,9)

D(a) =D Z agg | = Z agD(g)

geF(A,9) geF(A,9)

3. Se ai,an,...,aqp € R[F(A,V)], entdo
4 l
DITIex| =D [TTew] D) | I] elow)
k=1 i=1 - ;

4. Se g € F(A,9), entio D(g~') = —g~1D(g).

Analogamente como 6.1.7, podemos definir a fungdo de aumento e o ideal de aumento para
R[F(A,D)].

Definicao 7.3.3. Dizemos que o homomorfismo de grupos
e: RIF(A,9)] — R

> agge— 3. 4y
gER[F(A,9)] 9ER[F(A,9)]

é a funcao de aumento de R[F(A,7)].
Proposicao 7.3.4. € € um homomorfismo de anéis de R[F (A, V)] em R.

Demonstracao. Sejam o= ) agg e = ) byg. Entao
e geqG

ela+B)=c D (ag+b)g | = (ag+by) => ag+ Y bg=c(a)+e(B)

geG geG geqG geG
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Agora, tomando o = ) agge f= > byh:
geG heG

e(apf) =¢ Z agbpgh | = Z aghp, = Zag th =

g,heG g,heG geG heG

€ Zagg 5 thh = e(a)e(B).

geG heG

Logo, € ¢ um homomorfismo de anéis.

O

Sendo um homomorfismo de anéis, entdo podemos considerar o nucleo de &, que é um ideal de
R[F(A,9)].

Definigao 7.3.5. Considere ¢: R[F(A,VY)] — R a funcao de aumento definida em 6.1.7. Seja
Ker(e) = a= Z agg’z-:(a) = Z ag =0
gEF(A,9) gEF(A9)
o nicleo de €. Entao, Ker(e) ¢ chamado ideal de aumento ou ideal fundamental de R[F(A,?)].
Existe um homomorfismo natural entre R[F'(X)] em R[F(X,)], como definido abaixo:

Qo R[F(X)] — R[F(X,9)]

fZZ%g%s0<Zagg>=hZ > oaglg

geF(X) geF(X) F(X,9) \ gep~t(h)

Proposigao 7.3.6. Sejam ¢ e €2 as fungoes de aumento de R[F(X)] e de R[F(X,V)], respectiva-
mente. Enao, €1 = €2 0 @, ou seja, o sequinte diagrama é comutativo:

¥

RIF(X)] R[F(X, V)]
\ | /
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Demonstracao. Claramente

erop(f) = alp(f))

= X ( > 04;)9
heF(X,9) \ gep—1(h)

= > ( > o

heF(X,9) \ gep—1(h)
= Z ag

geEF(X)
= &(f)

O
Definindo
r : F(X) — F(X,9)
w — W ’

temos por definicao que

w( > agg) = > aynly)
geEF(X)

geEF(X)
Vamos agora definir uma derivagdo em R[F (X, ¥)], com auxilio do que ja fi feito em 6.1.22.

Proposigao 7.3.7. Considere

Entao, D é uma derivagao.

Demonstra¢ao. Basta mostrar que

D: F(X,9) — Ma(RF(X,9))

7 D()
fH(o 6(f)>

¢ um homomorfismo. De fato, para (z;,z;) € ¥ :

ey = (%20 )+ (4 %7 )
_ r; x;+1 z; D(z;)
- 0 e(x;) >+< 0] E(xj]) )
_ [ witz; D(i)+ D(x))
- 0 e(f) +elg
_ ([ f+9 DG +yg)
0 e(f+g)
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e também:

D(z;)D(z;) = :f)i i—i(;i)l ) (gi)] iﬂ(fv_j)l >

_ TiTj $¢(l‘j — 1) + (."L‘Z — 1)5:13j
0 e(xi)e(x;)

Tilj XTilj — 1
0 €(£Ei$j)
= D(xiz;)

Como (z;,x;) € ¥, precisamos verificar que D(x;x;) = D(x;x;). Trivialmente:

Tilj Tilj — 1

D($l$]) - 0 6(1’1'1']')
. l‘jxi $]’$i -1
N 0 e(zjmz)
= 'D(IL’].Tl)
Logo, D é uma derivagao. O

Proposicao 7.3.8. Seja 0: R[F(X)] — R[F(X)] a derivagao

D

j=1 "7

(iL'j - 1)7

onde % = 0jj.
J
Seja D como definido na proposi¢ao 7.3.7, e p: R[F(X)] — R[F(X,9)], dada por

el D agg] = D agmly)

gEF(X) gEF(X)
Entao, o sequinte diagrama é comutativo:

R[F(X)] —— R[F(X,9)]
0 D

RIF(X)] —— RIF(X,9)]

Demonstra¢ao. Uma condigao necessaria é mostrar que, para x € Keryp, entao d(z) € Kerp, ou
seja, Kerp é 0-invariante.
Sendo N = (14, j, fingos - - - Mipji|((in, Jn))1<n<i € ¥), temos que Kerp = ({n —1:n € N}). De

-1,.-1
fato, para x;x;x; T € N, temos que

8(azi$jxi_lxj_l -1) = 8(a:ixjxi_lxj_1)

n -1 -1
O(wjxje; "«

)
= Z oz, . (xk_l)
k=1
8(xi$-a;i_1:v-_l) 8($i;t-xi_1$~_1)
= et gy g 2, )

i J
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Temos que:
8i(xixj:c;1x;1) = Oi(mizjr] ") + ziwjz; t 0i(z; )

Oi(wiwjr; )

0i(z; x]) + x;x;0; (x_l)
( 1
(

Oi(xixj) — wixjz;
= 8,3:)4—@ (J) afixjxi_l
=0
= 1—xixjx._1
5;‘(%%@195}1) = Oj(wizjz; 1)+x11:]3: 18( D)
@(wzxjml ) — iz, X

J

0j(wixs) + wir; j(wy ') —wiwjay oy
~——

0j(zix;) — $i$jx;1x;1

0; () +x,;0; (x]) - aria:jaci_l:cj_l
~——

=0
= x; — xixjxi_lazj_l

Assim:

Az ot O(wiwjo; 1zt
8(wia:jxi_1xj_1 -1) %ij)(xz -1+ %ﬁj)(% —-1)
(1 —aiwja; ) (v — 1) + (x; — arjfflw;l)(xj -1) L

1 —
T — wixry — 1+ 2257, puE TiTj — Tj + Tk, — BT, T

= wixjxi_lle 1

Seja u;j = xi:cj:z:i_lxj_l. Vamos mostrar agora que d(z) € Kerp para todo = € Kerp. Tome

—1 —1 —1 —1
&= f1 Wi J1 Sy Wisgafofs Wisguf3 . [ Wigg S

Usaremos indugao. Temos como caso base que:
8fl_luiljd fl) = 8(]01_1“@'1]'1) _‘1_ fl_luiljla(flz
8(f1_ ) + fl_ 8(ui1j1) + fl_ Uhjla(fl)
= (7 (iagy = 1)) OCR) + Ol € Kerg
——

eKeryp

eKery

Suponha 8(ff1uilj1 flfgluinQfg e fl;luikjk fx) € Kery. Entao, temos que
~1 ~1 —1 ~1

O(f1  iyjy f1fy igja fo - - fr Wirgi e frpn Wi gnn fh1) =

Oy iy frfa Mingo fo - fi iy gy fro) 1 i Frfa Miggs fo - fi iy gy FeO (i Wi s fre1) € Ker(e)

Se Y z(n—1) € Ker(p), com z € K[F(X)], entao
nenN

0 Zz(n—l) = Z@(z) e(n—l)—i—Zz@(n—l):

neN neN -0 neN

Z z0(n — 1) € Ker(p)

neN



7.3 DERIVACOES DE SERIES PARCIALMENTE COMUTATIVAS 105

Sejam wy e wo tais que ¢(w1) = p(w2) = w. Entao,
m(wr) = m(we) & w1w2_1 € N.
Precisamos verificar que p(9(w1)) = ¢(9(w2)). Observe que d(w1) — O(w2) € Ker(yp).
D) — ws) = Bl(wrwy! — ) € Ker(y)

Logo,
P(O(w1 —wz)) = 0= ©(d(wr)) = p(wz)) = 0= ¢(d(w1)) = p(w2))

Concluimos entao que os resultados valem independentemente do representante escolhido para
w. Isso nos permite simplificar as contas. Considere entao 7;, e sua escolha natural T; = ¢(z;).
Mostraremos que D o ¢ = ¢ o d. Veja que:

D(p(i)) = D(wi) = i — 1

Além disso, para w = x129, temos
D(p(x129)) = D(T173) = T122 — 1
P(O(z122)) = 0(0(21) + 210(22)) =

o((x1 = 1) +21(22 — 1)) = p(r122 — 1) = T173 — 1

Por indugao, seja D(¢(w)) = ¢(d(w)) para w = x1x2...x. Entdo, para w’' = z129. .. TpTry1,
segue que
D(p(W)) = D(p(wrri))

e também:

(o(

(O(w)e(rg41) + wI(TE41))
(O(w) + w(rgsr — 1))
(O(w)) + p(w(zgs1 — 1))
(O(w)) + p(w)p(rrt1 — 1)
= D) +w@r1—1)

Portanto, para todo w € F(X), temos que D(p(w)) = ¢(0(w)).
Logo, o diagrama é comutativo. ]

Utilizaremos a comutatividade do diagrama para estender nossa derivagao definida em 7.3.7

para R[F(X,9)]. De fato, podemos tomar Vf € R[F(X,9)] :
)~ T (B522) - )= S (32) i

Ou seja, obtemos uma féormula para calcular D(f) para qualquer elemento de R[F(X,9)].
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Capitulo 8

Conclusoes

A partir dos estudos e pesquisas realizados, conseguimos compreender diversos aspectos sobre a
teoria de Séries Racionais Nao-Comutativas, demonstrando importantes resultados, como o Teorema
de Schiitzenberger 3.3.12, que trata da equivaléncia dos conceitos de séries reconheciveis e racionais.
Além disso, foi desenvolvido o conceito de representagao linear de uma série racional, e estudamos
as representacoes lineares minimais para uma série, constatando que duas representacoes lineares
minimais quaisquer sao semelhantes no teorema 3.3.34. Também estudamos conceitos relacionados &
algebras e ideais sintaticos de séries formais, e fizemso a demonstragdo do teorema de Paz-Carlyle-
Fliess 3.3.26, que trata da relacdo entre o posto de uma série formal, a dimensao de seu ideal
sintatico e o posto de suas respectiva matriz de Hankel.

Neste trabalho, demonstramos a “trivialidade” das identidades racionais, ou seja, se K é um anel
comutativo, entao todas as identidades racionais sobre K, ou seja, E = F' quando eval(E) = eval(F),
na qual dizemos que F = F ou (F,F) ¢ uma identidade K-racional, sdo a grosso modo trivias.
Isso significa que mostramos que todas as identidades racionais sdo consequéncias do fato de que
S* & o inverso de £ — S, para qualquer série propria S. Além disso, utilizamos conceitos de Teoria
dos Grafos e Autématos para obter formas de computar a altura de estrela de uma série racional,
e demonstramos o importante teorema 5.3.2 sobre a nao-limitagao da altura de estrela.

O estudo dos anéis de grupos e dos grupos livres permitiu compreender melhor as derivagoes
nos anéis de grupo livre, estabelecendo uma férmula fundamental para a derivagdo candnica tal
que % = 0;; para cada gerador x; de X, o que nos permitiu explorar relagoes entre o anel de
séries f(j)rmais e a algebra de grupo livre, demonstrando a existéncia de um homomorfismo injetor de
K[F(X)] em K((X)). O estudos das séries central descendentes possibilitou uma melhor abordagem
para o entendimento da estrutura do anel de grupo livre, relacionando & série central descendente

do grupo as poténcias do ideal fundamental de R[F(X)].

Além disso, conseguimos fazer a genealizacdo de alguns dos resultados vistos para o caso parci-
almente comutativo, com algumas adaptagdes, como a nocao de derivagdes no anel de grupo livre
parcialmente comutativo e a obtengao de uma foérmula geral para a generaliza¢ao em R[F(X,9)] da
derivagao dada por D(x;) = x; — 1 para x; € F(X,9) em termos da derivac¢ao estudada no artigo

[7].
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Apéndice A
Semigrupos de matrizes

Neste apéndice, apresentamos brevemente os conceitos relacionados a semigrupos de matrizes,
como subsidio ao melhor entendimento do lema 3.3.37, e o contexto no qual este se insere. Para
mais detalhes, recomendamos a consulta de [27] e [18].

A.1 O Teorema de Mandel-Simon

Lema A.1.1. Seja o um morfismos de A* em um monoide finito M. Entao, para cada palavra w
de tamanho maior ou igual a |M|?, entdo existe uma fatoracdo w = 2'2x", com z # 1, ax’ = a(a'z)
e a(za") = ax”.
Demonstracao. O conjunto

{(z,y) € (A")*|w = zy}

tem no minimo 1 + |M|? elementos, e portanto existem duas fatoragoes distintas

tais que
ar' =ay’ e oy =ax”
Podemos assumir |2’| <|y/| . Entao existe uma palavra z # 1 tal que y” = 2’z e y' = za”. Entao

w = z’'22” com as propriedades desejadas. O

Lema A.1.2. Seja p: A* — My, (Q) um morfismo multiplicativo da forma

poov
0 M”
", n

e seja w = x'zz" de forma que p'z’ = p(2'z) e p’(z2") = p"2", que existem pelo lema A.1.1.
Entao para todo n € N,
M/x/VZ’VLM//x// — n/,l//xll/z/,l/,/l‘”

V(:C/an//) _ V(a;’x”) + nu’x’yz,u"a:”

Demonstracao. Sabemos que

Temos entao que
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Temos portanto que

u'x'(l/(z”)),u”x” _ ,u':):’ Z M/(zk)y(z)uu(ze) Mllxll _

k+l=n—1
Z //x’,u,'(zk)l/(z)u”(ze)u”x” _
k+4=n—1
Z //(xlzk)y(z),u,//(zeﬂs//) — n//:z/uz,u”x//
k+l=n—1

Utilizando o produto p(z'z"2") = pa’puz"p" 2", chegamos a

V(xlznxll) _ Vx’//’(z”x”)+u’x’u(z")u”x”—|—u’(x’z")u:v

v W'a" + s v + plava!

_ V(:U’az”)—l—nu’uzu”az”

i

O

Corolario A.1.3. Seja p: A* — M, (Q) em um mmonoide de matrizes triangulares por blocos,

com
/
woov
/1,:(0 N”)

Assuma que (' (A*) e p"(A*) sdo finitos, com Hy = |/ (A*)| e Hy = p"(A%), e que p(w*) € finito
para toda palavra w. Entdo
(H1H)?—1

‘V(A*)’ < Z ‘V(Ai)

1=0

Demonstragao. Pelo lema A.1.1, tomando a = (¢/, u”), entao cada palavra w de tamanho maior ou
igual a (H1H>)? tem uma fatoracio w = 'zz”, com z # 1, e satisfazendo para todo n € N,

1.0 " 1"
wav"

V(xlzn$//) _ y($/$//) + n,u’:n'l/zu”x”,

como consequéncia do lema A.1.2.

Assim, como pu(z*) é finito, v(2'z*z”) também é finito e devemos ter p/z'vzp’z" =0 e v(w) =

v(a'z"). Como |2'z"| <|w], segue o resultado. O
Teorema A.1.4 (Mandel e Simon). Seja p: A* — M, (Q) um morfismo de monoide tal que, para
todo w € A*, 0o monoide p(w*) € finito. Entao existe um nimero inteiro N efetivamente computdvel,
dependendo apenas de |A| e de n, tal que

PUSIESY

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar o resultado verificando o que ocorre com pu(A*) quando este é
ou nao irredutivel.

o i(A*) é irredutivel: Vamos assumir que o monoide p(A*) é irredutivel. e considere qualquer
matriz pu(w) € u(A*). Como u(z*) é finito, existem inteiros 0 < i < j com pu(w?) = u(w’).
Isso implica que os autovalores de w sao 0 ou raizes da unidade. Pelo corolaio A.1.3, segue o
resultado do teorema.
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2

e 1(A*) nao é irredutivel: Se u(A*) nao é irredutivel, existe um certo subespago V de
Mixn(Q) que é invariante sob p(A*). Considere o espago suplementar W de V. Em uma
base a qual é adapatada a decomposicao

Mlxn(@) =W ‘/7

poov
O ,U” 9

que é a mesma encontrada no lema A.1.2. Por esse lema, para todo n € N,

o morfismo p admite a forma

/1.7 ", 1" 1.0 n_n
pwav'yr" =np vy x

n_.1n

v(d'2"a") = v(d'2") +np' 2 vy x

Logo, argumentando por indugao na dimensao da representacao, o resultado segue do corolario
A.1.3.

O]

Como podemos ver, a fungao (|A|,n) — N cresce extremamente rapido. Apesar disso, exis-
tem casos nos quais ha um limitante razoavel que nao dependem de |A|, descritos no lema A.1.7.
Precisaremos de algumas defini¢oes antes:

Definigao A.1.5. Dizemos que um conjunto de matrizes £ C M, (Q) ¢é irredutivel se nao existe
um subespac¢o de My, (Q) proprio invariante por todas as matrizes de E (as matrizes agem a

direita em M., (Q).

Definigao A.1.6 (Identidades de Newton). Sejam z1,...,x, variaveis, e denote para k > 1 por
pr(1,...,xy,) a k-ésima soma de poténcias, ou seja:

n

k_ .k k

pre(z1, ... xn) = E =z +...+x,,
i=1

e para k > 0, denote eg(z1,...,2,) 0 polindmio simétrico elementar (isto é, a soma de todos os
produtos distintos de k variaveis distintas), ou seja:

60(1‘1,. . .,Qj‘n) = 1,

61(1‘1,...,.”[:”): Z xj:gjl_|_1'2_|_..._|_xm

1<j<n
62(1,‘1,...,:L'n) = E :L'i:L'j,
1<i<j<n
e assim por diante, terminando em
en(x1,...,xn) = 2122 T
Além disso,
ex(x1,...,oy) =0, parak >n.

Em geral, para k£ > 0, definimos

€k(l’1,...,aj‘n) = Z $j1"'l‘jk

1<j1<je < <jp<n
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As identidades de Newton podem ser apresentadas como

k

kep(x1,...,xn) = Z(—l)i_lek,i(xl, e Z)Di(T1, e T,
i=1

validas para todon >1en > k > 1. Também temos

k
0= Z (_1)i_1€k—i(x17 s 7xn)pi(x17 LR xn)7

i=k—n

para todo k >n > 1.
Concretamente, temos abaixo as identidades de Newton para os primeiros valores de k :

el(xlv"wxn) :pl(xl""’xn)7
262($1, . 7xn) = 61(3317 e 7$n)p1($1, e ,.’En) _p2($17 e ,$n)7
363(«’1?17 - 7[[‘”) = 62({1}‘17 R 7;rn)p1(x1, e ,xn) — 61(.’1:1, e ,xn)pQ(x17 N 7x’n) +p3(«7717 . e 7:1:77/).

A forma e a validade dessas equacoes ndo dependem do ntmero n de varidveis, ! o que torna
possivel declari-las como identidades no anel de fungoes simétricas. Temos entao

€1 = P1,
2eg = e1p1 — P2,
3e3 = egp1 — e1p2 + pa,
dey = egp1 — eapa + €1p3 — Pa,

e assim por diante; aqui os lados esquerdos da igualdade nunca se anulam. Essas equagoes permitem
expressar recursivamente e; em termos de pi; para poder fazer o inverso, pode-se reescrevé-los
colocando a soma de k-ésimas poténcias em evidéncia. A tabela A.1 mostra as identidades de
newton para alguns valores de k.

Pk
€1
€1P1 — P2
€ap1 — e1p2 + p3
e3p1 — ea2p2 + e1P3 — P4

ISNIVCIE O el

Tabela A.1: Identidades de Newton para 1 < k <4

Em geral, temos que

E

-1

pr(T1, ... xn) = (—1)k_1k‘ek(x1, ceey ) + (—1)k_1+iek_i(x1, e )i (T, ),
1

.
Il

valido para todon > 1en > k > 1. Também temos

k—1
Pr(T1,. .., &n) = Z (—D)F ey (@1, )i,y wn), VE>n>1

i=k—n

tembora o ponto em que o lado esquerdo se torna 0, ou seja, apés a n-ésima identidade
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O polinémio com raizes x1, ..., x, pode ser expandido como
n n
) — k n—k
(x—xz;) =) (—1)°erx (A.1)
=1 k=0
onde os coeficientes ex(x1,...,Z,) sdo os polindmios simétricos definidos em A.1.6.

Dadas as somas de poténcias de raizes

n
pk(xla-' . 7x7’b) == wa7
i=1

os coeficientes do polinémio com raizes x1, ..., T, pode ser expresso recursivamente em termos
de soma de poténcias como

ey =1,

—€1 = —P1,

1
€2 = 5(611?1 —P2),

1

—e3 = —5(62}91 —e1p2 + p3),

1
eq4 = 1(631?1 — egp2 + e1p3 — pa),

Quando o polinémio A.1 é o polinémio caracteristico de uma matriz A (em particular quando
A é a matriz companheira do polindmio), as raizes x; sdo os autovalores da matriz, contados com
suas respectivas multiplicidades algébricas. Para qualquer inteiro positivo k, a matriz A* tem como
autovalores as poténcias mf, e cada autovalor x; de A tem a mesma multiplicidade que o autovalor $f
de AF. Entéo os coeficientes do polindmio caracteristico de A* sdo dados pelos polindmios simétricos
elementares nas poténcias azf Em particular, a soma dos l‘f ,, que é a soma das k-ésimas poténcias

das raizes do polinémio caracteristico de A, é dada pelo seu trago:
pr = tr(AF) (A.2)

As identidades de Newton agora relacionam os tracos das poténcias A¥ com os coeficientes do
polinémio caracteristico de A. Usando-as em sentido inverso para expressar os polindmios simétricos
elementares em termos de somas de poténcia, elas podem ser usadas para encontrar o polindmio
caracteristico computando apenas as poténcias A* e seus tracos. Para mais detalhes, consulte [11]
e [21].

Lema A.1.7. Seja M C M,,(Q) um monoide irredutivel de matrizes tal que todo autovalor nao-nulo
de matrizes em M sao raizes da unidade. FEntao

M| < 2n+ 1)

Demonstracao. Considere m € M. Os autovalores nao-nulos de m sao raizes da unidade, e portanto
sao inteiros algébricos sobre Z. Como o traco de m é a soma de seus autovalores, entao tr(m) é um
inteiro algébrico. Como tr(m) € Q e Z é integralmente fechado, entao tr(m) € Z. A norma de cada
autovalor ¢ 0 ou 1. Entéo |tr(m)| < n. Isso mostra que tr(m) assume no méximo 2n + 1 valores
distintos para m € M.

Seja mq,...my € M uma base do subespago N de M, (Q) gerado por M. Defina uma relagao
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de equivaléncia em M tomando
m~m << tr(mm;) = tr(mm;) Vie{l,...,k}
De fato, temos que:
e ~ ¢ reflexiva, pois trivialmente
m ~m & tr(mm;) = tr(mm;) Vie{1,...,k}
e ~ ¢ simétrica, pois
m ~m < tr(mm;) = tr(mm;) < tr(mm;) = tr(mm;) & m~m

e ~ ¢ transitiva, pois se
m ~m & tr(mm;) = tr(mm;)

m~ & tr(mm;) = tr(m;)

, entao
tr(mm;) = tr(mm;) = tr(m;) & m ~

A quantidade de classes de equivaléncia dessa relagdo é no méaximo (2n + 1)’“. Entao, é suficiente
provar que m ~ m’ implica m = m/.

Sejam m, m € M tais que m ~ m. Tome ¢ = m — m, e suponha por absurdo que ¢ # 0. Entao
existe um vetor v € M, (Q) tal que vg # 0. Considere o subespago

q11 912 - (qin nip N2 - Nip
g21 922 - G2n n21 nN22 -+ N2p
vgN = <U1 V2 Un> . .
dnl 4n2 " dnn Npl NMp2 - MNpn
nip N2 - Nip
Nn21 MN22 -+ N2y
e N
Nplt Mp2 -+ Nnpn

O subespago vgN de M, (Q) ndo é o espago nulo, pois vg # 0. Vamos mostrar que ele é
invariante sobre M. Sendo vgN invariante sobre M e M irredutivel, temos que vgN = M1, (Q).
Consequentemente, existe um p € N tal que vgp = v. Isso mostra que ¢gp tem autovalor 1.

Agora, para j > 1, temos que

tr((gp)’) = tr((gp)(qp’ ")) =0,

pois p(gp)?~! é uma combinacgao linear de matrizes myq, ..., my, e por hipétese, tr(gr) = 0 para
r € M. Basta mostrar agora que isso implica que todos os autovalores de gp se anulam. Para isso,
iremos utilizar as identidades de Newton, definidas em A.1.6. Pela equacao A.2, temos que pg = 0,
o que implica que todos os autovalores de pg se anulam.

Temos portanto uma contradigao. O

Definicao A.1.8. Dizemos que um elemento s de um semigrupo S é de torsao se s gera um
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subsemigrupo finito de S; equivalentemente, s¥ = s para algum 1 < k < ¢. Dizemos que S é um

semigrupo de torsao se cada elemento de S é de torsao.

Corolario A.1.9 (McNaughton-Zalcstein). Todo semigrupo de torsao finitamente gerado de ma-
trizes quadradas sobre Q € finito.

Demonstragao. Veja |20]. O
Dizemos que o raio é um subconjunto de A* da forma uv*w, com u,v,w € A*.

Corolario A.1.10. Seja S € Q((A)) uma série racional tal que, para todo raio R, o conjunto
{(S,w)lw € R}
€ finito. Entdo o conjunto de coeficientes de S € finito.

Demonstragao. Seja (A, i, 7y) uma representacao linear minimal de .S, como definido em 3.3.29. Pelo
corolario 3.3.31, existem polinémios Py, ..., Py, Q1,...,Q, tais que para todas as palavras w,

p(w) = ((8, PwQj))1<i,j<n

Por hipotese, o conjunto
{(S, uw™v)|m € N}

é finito para todas as palavras u, v,w. O mesmo ocorre para o conjunto
{(S, Pw™Q|m € N},

onde P e @ s@o polinémios. Isso mostra que p(w*) é finito para qualquer palavra w. Pelo corolario
A.1.10, o monoide p(A*) é finito, e em particular

{(S,w)|w € A*}

¢ finito, uma vez que (S,w) = Ap(w)y. O

A.2 Crescimento polinomial de séries Z-racionais

Vamos abordar agora questoes relacionadas ao crescimento de séries racionais sobre Z.

Definigao A.2.1. Dizemos que uma série S € Z((A)) tem crescimento polinomial ou é dita poli-
nomialmente limitada se existe um nimero rela ¢ > 0 e um namero real C tal que

|(S,w)] < Cluwl?

para todas as palavras nao-vazias w. O menor g que satisfaz a desigualdade é chamado grau de
crescimento de S.

Observe que as séries com grau de crescimento 0 sao exatamente as séries com imagem finita.
Na sequéncia, iremos considerar morfismos p: A* — M, (Q) que possui uma forma triangular
em blocos

o ke %
0

p=| o
Do T Ly,
0 oo e e g

onde cada u; é quadrada e portanto é em si um morfismo.
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Teorema A.2.2. Seja S € Z((A)) uma série racional e tome (X, u,7y) uma representagao linear
minimal de S. Entao, se S possui crescimento polinomial,

{tr(p(w))lw € A"} < o

Demonstra¢dgo. Suponha que S tem crescimento polinomial. Entao, pelo corolario 3.3.31, existem
numeros reais C, ¢ tais que para todo 1, j,

‘(u(w))”‘ < COlw|? Yw #e,we A"
Segue que, para qualquer r € N*, temos que

| (1(w"))ig

Logo, para todo autovalor p de u(w), temos

<Criw|? Vw#e,we A*

o < D,
para alguma constante D. Dali, |p| < 1. Isso implica que
—n < tr(p(w)) < n,

onde n é a dimensdo de pu. Como S é Z-racional, existe uma representacao linear minimal com
coeficientes em Z, de acordo com a proposigao 3.3.32. Essa representagao é semelhante a (A, p, )
pelo teorema 3.3.34, e consequentemente, o trago de qualquer matriz u(w) é inteiro. Logo, para
cada tr(u(w)), temos que

tr(pu(w)) € {—n,...,n}.
0

Agora que ja vimos na demonstracao do teorema de Mandel e Simon A.1.4 a importancia de
utilizar um morfismo multiplicativo p: A* — M, (Q) da forma

poov
0 HH 9

tal como apresentado no lema A.1.2, vamos agora demonstrar o lema 3.3.37:

Lema A.2.3. Seja K um semianel comutativo. Tome

7
,U«:('L(L) N”>

um morfismo A* — My (K), onde i/ e p” sao morfismos. Toda série reconhecida por u é uma

-

combinagao linear de séries reconhecidas por ' ou u” e de séries da forma S'aS"”, onde S’ é
reconhecida por p', a € A e S” é reonhecida por u”.

Demonstracao. Uma série reconhecida por p é uma combinagao linear de séries da forma

> (u(w))igw

wEA*

com 0 < 4,57 < n. E suficiente mostrar que, quando %, j sdo coordenadas equivalentes a v, a série
apresentada acima é uma combinacao linear de séries da forma S’aS”.
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Isso por sua vez é uma consequéncia da féormula



118 APENDICE A



Referéncias Bibliograficas

1

2]
13l
4]

[5]

[6]

17l

18]

19]
[10]

[11]

[12]

[13]
[14]
[15]

[16]

[17]

[18]

ATivyAH, M. F., AND MAcCDONALD, 1. G. Introduction to commutative algebra. Addison-
Wesley-Longman, 1969. 5

BOURBAKI, N. Groupes et Algébres de Lie. Hermann, Paris, 1968. 99
ConNwaAy, J. H. Regular algebras and finite machines. Chapman & Hall (1971). 50

DucuamP, G., AND KROB, D. The free partially commutative lie algebra: Bases and ranks.
Advances in Mathematics 95 (1992), 92-126. 98, 99

DucuamP, G., AND KrROB, D. The lower central series of the free partially commutative
group. Semigroup Forum 45 (1995), 385-394. 4, 95, 96, 99

EccaN, L. C. Transition graphs and the star-height of regular events. Michigan Mathematical
Journal 10 (1963), 385-397. 61

Fox, R. Free diferential Calculus. I: Derivations in the Free Group Rings,. Annals of Mathe-
matics, Secondi Series 57, 3 (1953), 547-560. 2, 3, 79, 92, 100, 107

GOODEARL, K. R., AND WARFIELD, R. B. An Introduction to Noncommutative Noetherian
Rings, vol. 16. London Mathematical Society, Cambridge University Press, 1989. 5

GREEN, J. A. On the definition of a family of automata. Information and Control (1961). 33

K. T. CHEN, R. H. F., AND LYNDON, R. C. Free differential calculus, iv. the quotient groups
of the lower central series. Annals of Mathematics, Secondi Series 68 (1958). 89, 90

KALMAN, D. A Matrix Proof of Newton’s Identities. Mathematics Magazine 73, 4 (2000),
313-315. 113

KroB, D. Expressions rationnelles sur un anneau. Topics in invariant theory (Paris,
1989/1990), Lecture Notes in Mathematics, 1478 (1991), 215-243. 50

KRroOB, D., AND LALONDE, P. Partially commutative lyndon words. 10. 95
LANG, S. Algebra, segunda ed. Addison-Wesley, 1984. 57

LEQUAIN, Y., AND GARCIA, A. Elementos de Algebra. Projeto Euclides. Instituto de Mate-
matica Pura e Aplicada, 2005. 5, 57

LOTHAIRE, M. Combinatorics on words. Encyclopedia of Mathematics and Its Applications,
Cambridge University Press, 1997. 18, 19

MAcGNUs, W., KARRASS, A., AND SOLITAR, D. Combinatorial Group Theory. Nova York.
Wiley, 1966. 81

MANDEL, A., AND SIMON, I. On finite semigroups of matrices. Theoretical Computer Science
5,2 (1977), 101 — 111. 3, 109

119



120

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]
[25]

[26]
[27]

28]

[29]

[30]

[31]
[32]

[33]
[34]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

MCNAUGHTON, R., AND YAMADA, H. Regular expressions and state graphs for automata.
Trans. IRS EC-9 (1960). 32

MCNAUGHTON, R., AND ZALCSTEIN, Y. The burnside problem for semigroups. Journal of
Algebra 34 (1975), 292-299. 115

MEAD, D. G. Netwon’s Identities. The American Mathematical Monthly 99, 8 (1992), 749-751.
113

MIKHAILOV, R., AND PaAssI, I. B. S. Lower Central and Dimension Series of Groups. Lecture
Notes in Mathematics, Springer, 1952. 90

NAsTASEScU, C., AND OYSTAEYEN, F. V. Methods of Graded Rings. Springer-Verlag, 2004.
21

P. FEOFILOFF, Y. KOHAYAKAWA, Y. W. Uma introdugao sucinta a teoria dos grafos. 61

PassMAN, D. S. What is a Group Ring? American Mathematical Monthly 83 (1976). 77, 78,
79

PassMAN, D. S. The algebraic structure of group rings. John Wiley & Sons, 1977. 77

REUTENAUER, C., AND BERSTEL, J. Rational Series and Their Languages. Springer-Verlag,
2008. 34, 43, 109

REUTENAUER, C., AND BERSTEL, J. Noncommutative Rational Series With Applications.
Encyclopedia of Mathematics and its Applications, Cambridge University Press., 2010. 2, 5,
19, 61, 66

SAKAROVITCH, J. Elements of Automata Theory. Cambridge University Press, 2009. 32, 34

TENGAN, E., AND BORGES, H. Algebra Comutativa em quatro movimentos. Projeto Euclides,
IMPA; 2015. 21

TurTE, W. T. Graph Theory, vol. 21. Cambridge University Press, 1984. 63

VIEIRA, N. J. Introdug¢do aos fundamentos da computacdo: linguagens e mdquinas. Cengage
Learning, 2015. 47

WILF, H. S. Generatingfunctionology, primeira ed. Academic Press, Jan. 1990. 60

WiITT, E. Treue darstellung liescher ringe. Journal fir die reine und angewandte Mathematik
177 (1937). 90, 92



Indice Remissivo

Algebra, 12 Dominio, 5
Algebra de Iwahori-Hecke, 13
Algebra de Lie, 98 elemento central, 78
Algebra de Lie graduada parcialmente comuta- Elemento.ldempotente, 78
tiva. 98 elemento idempotente-central, 78

Epimorfismo, 6

algebra sintética, 36
Espago Dual, 34

Alfabeto, 17 Estrela de Kleene, 24
alfabeto inicial, 95 .
Altura de estrela, 59 Familia _
Anel. 5 localmente finita, 22
Anel com divisao, 6 somavel, 22

Fourier

Anel comutativo, 5 ) .
Anel de Grupo, 77 transformada, veja transformada de Fourier

funcao altura, 69

Anel de grupo
funcao de aumento, 79, 93

Funcao de aumento, 79 ~ vy s
Anel graduado, 96 Funcgao de Mobius, 90

Anel produto, 6 fungao proximo, 68

Antimorfismo, 10 Gralo, 61
aresta, 44 grafo 7

arestas, 61 aciclico, 65
Autdémato Finito Deterministico, 45 bola. 66
Autdémato ponderado, 44 cam£nho 65

automorfismo de grafos, 63 ciclo. 65

completo, 61
complexidade de ciclo, 66
componente fortemente conexa, 66

caminho, 44
Centro do Anel de grupo, 78
codimensao, 38

Colchete de Lie, 98 conexo, 65
colchete de Lie. 95 fortemente conexo, 65

Complemento de um grafo, 61 grafo de comutagao, 95

complexidade de ciclo de série formal, 73 isomorfismo, 62
Comprimento do Polinémio livre, 91 Markstrom, 65
Comutador, 90 oposto, 61
Concatenagao, 17 Subgra.fo, 64
conjunto direcionado, 14 maximal, 65

Conjunto multiplicativo, 9 proprio, 65
Grafo de Clebsch, 61

Corpo, 6

Grafo de Desargues, 64
Dependéncia Linear, 11 Grafo de Nauru, 63
Derivagao num Anel de Grupo, 81 Grafo de Petersen, 62
Derivacao parcialmente comutativa, 100 Grafo direcionado, 61
Distancia p-adica, 14 Grau de um polindémio, 20
distancia ultramétrica, 13 Grupo das unidades, 78

121



122 INDICE REMISSIVO

Grupo de automorfismos de um grafo, 63

Grupo livre, 82
grupo livre, 93

grupo livre parcialmente comutativo, 95

Homomorfismo de anéis, 6

ideal & esquerda, 8

Ideal central descendente, 92
Ideal Fundamental, 79
Ideal gerado, 8

Ideal maximal, 9

ideal primo, 9

Ideal principal, 8

ideal sintatico, 35
Idempotente, 5

Identidade de Jacobi, 98
Identidade racional, 50
Identidades de Newton, 111
Inteiros p-adicos, 13
Inversivel, 5

inversivel, 5

inversivel & direita, 5
inversivel & esquerda, 5
Involucao, 80

Isomorfismo, 6

Kernel, 6

Lema de Arden, 25
Linguagem, 18

Modulo Graduado, 97
Modulo sobre um anel, 7

Moédulo sobre um semianel, 10

matriz

posto, 38
Matriz de Hankel, 38
matriz genérica, 73
matriz irredutivel, 111
Matriz proépria, 31
Monoide, 10

monoide livre parcialmente comutativo, 95

Morfismo Adjunto, 37
Morfismo de monoides, 10
morfismo de projecgao, 8
Morfismo de semianéis, 10
morfismo quociente, 8

Ntcleo, 6
Nilpotente, 5
Norma p-adica, 14

ordem parcial, 15
ordem total, 15, 96

Palavra, 17
palavra
parcialmente comutativa, 95
tamanho, 18, 95
palavra reduzida, 82
peso, 44
Polinémio, 19
Polinémio Simétrico, 111
Poténcia de palavra, 18
pré-ordem, 14
projecao candnica, 95
Propriedade Universal, 17
Propriedade Universal do anel de grupo, 78

Quatérnios, 12

rétulo, 44
relacao de comutacao parcial, 95
Representacao linear, 26
representacao linear

minimal, 41

semelhante, 42

Série Central Descendente, 90
Série Formal, 18
Série formal
posto, 38
Série Formal Propria, 22
Série reconhecivel, 26
série reconhecida por um autémato, 46
Semianel, 10
Semianel das expressoes racionais, 49
Semimoédulo, 10
Sequéncia de Fibonacci, 24, 59
Subanel, 6
Subconjunto Estavel, 28
Submoédulo, 8
Subsemimodulo, 10
Suporte de uma série formal, 18

Teorema de Schiitzenberger, 33
termo constante, 19

Unidade, 5

vértices, 61
Valoragao p-adica, 14



	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Os contribuintes
	Resumo do trabalho
	Altura de estrela
	Álgebra de grupo livre como subálgebra do anel de séries formais

	Estrutura do relatório

	Conceitos Introdutórios
	Anéis
	Homomorfismo de anéis
	Módulo sobre um anel
	Ideais

	Semianéis e monoides
	Módulos sobre semianéis
	Álgebras
	Distância ultramétrica e relações de ordem

	Séries Formais
	Alfabeto, palavras e linguagens
	O semianel das séries formais e séries racionais
	Definição e propriedades básicas
	Famílias somáveis

	Representação linear
	Séries reconhecíveis
	Ideais sintáticos
	Representação linear minimal

	Autômatos ponderados

	Expressões racionais
	O semianel das expressões racionais
	Identidades racionais sobre um anel

	Altura de estrela
	Definição e primeiros exemplos
	Grafos
	Conceitos básicos
	Isomorfismos de grafos
	Subgrafos
	Caminhos e complexidade de ciclo

	Cômputo da altura de estrela de uma série racional

	Derivações no anel de grupo livre
	Anel de Grupo
	Definição e propriedades básicas
	Ideais e homomorfismos em RG
	Derivações
	Grupos livres
	Derivações no anel de grupo livre

	Série Central Descendente
	Definição e exemplos
	Estrutura do anel de grupo livre

	Derivações e homomorfismos

	Séries formais parcialmente comutativas
	Monoides livres parcialmente comutativos
	A série Central Descendente de F(A, )
	Derivações de séries parcialmente comutativas

	Conclusões
	Semigrupos de matrizes
	O Teorema de Mandel-Simon
	Crescimento polinomial de séries Z-racionais

	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo

