Arvores em em Teoria dos Conjuntos

Douglas de Araujo Smigly
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1 Arvores

A nocgao de arvore ocorre em muitas areas da matemaética e da computacao. A defi-
ni¢ao que trataremos neste texto seré voltada a aplicagoes na Teoria dos Conjuntos.

2 Conceitos preliminares

Vamos registrar brevemente alguns conceitos que serao citados e usados.

2.1 Filtros

Os filtros sao muito tteis em diversas construgoes matematicas em Topologia, Teoria
dos Conjuntos e Teoria dos Modelos.

Definicao 1. Seja X um conjunto. Uma dlgebra de conjuntos é uma familia A de
subconjuntos de X tais que

(1) 0, X € A,
(i1) AL Be A= ANB e A;
(1) Ac A= X\Aec A
Uma familia de conjuntos B é centrada se ByN...N B, # 0, By, ...,€ B,n € w.

Definigao 2. Seja A uma algebra de conjuntos em X. Uma familia F C A é
chamada de filtro se

(G) V¢ F,. X e F,
(ii) AL Be F= ANBe F;
(iii) Ae F={BeA:ACB}YCF.

Se F & um filtro em P(X), diremos que F é um filtro de X. Um filtro que é
maximal com respeito a inclusao (isto é, ndo esta contido propriamente em nenhum

outro filtro) é chamado wltrafiltro.
Se Naer A =0, o filtro é dito livre.

Exemplo 1. Seja X = {a,b,c}. Entdo, o conjunto
F= {{a}v {a“7 b}’ {CL, b, C}}
é um filtro de P(X).

Exemplo 2. Seja X = N. O conjunto
§={ACN:(N\A) é finito.}

¢ um filtro do reticulado (P(N), C), conhecido como filtro de Fréchet ou filtro cofinito.
Este é um exemplo de filtro livre que nao é um ultrafiltro.



Exemplo 3. Seja a € N. Entao
Fo={A€P(N):ae€ A}
é um ultrafiltro que nao é livre.

Teorema 1. Todo ultrafiltro livre em N pode ser extendido para um ultrafiltro livre
em N.

Demonstragao. Seja Fy um filtro em N e denote S o conjunto de todos os filtros
livres em N contendo Fy,

S={F:FyCFeFéun filtro livre.}

Observe que S # (), pois Fy € F. Introduziremos uma ordem parcial em S com a
inclusao natural. Seja C uma cadeia em S, tal que VF; € C, ou F; C Fj ou F; C F;.
Seja G = Jzce F- Vamos mostrar que G € S, ou seja, que G é um filtro livre que
contém Fy.

Afirmagao. G = Jz.o F € um filtro.

Prova. Basta mostrar que G satisfaz as condi¢oes da definigao 2.

® 0 ¢ GeN e G. Suponha por absurdo que ) € G. Como G = (Jxo F, existe
algum F € C tal que () € F, uma contradicao, ja que F é um filtro livre.

& Se A BeGg=ANB e G Como A,B € G, entao A € F, e B € F; para
algum F; e algum F; em C.

Como C ¢ uma cadeia, AN B € F;NF;, e J; UF; também ¢é um filtro, o que
implica AN B € @.

YAcG={BeN:ACB}CG SejaX e€GeY € P(N). Suponha X CY.
Entao, X € F, onde F esta na uniao de G. J4 que F é um filtro livree X C Y,
entao Y € F. Consequentemente, Y estd em G.

]
Afirmagao. O filtro G = Jz., F € livre.

Prova. 4 Vamos mostrar que (), A = 0.

Suponha por absurdo que, para algum n € N,
n e ﬂ A
Entao (Vx € G)(n € N), o que implica que para algum F em C, temos

n e ﬂA,

AeF

o que é uma contradi¢ao, pois F é um filtro livre.



Essas duas afirmacoes nos permite concluir que G € S. Entao, para qualquer
cadeia em S existe uma cota superior G.

Utilizando o Lema de Zorn, sabemos que S contém um elemento maximal, diga-
mos 7. Por construcgao, sabemos que Fy C T, o que prova que todo filtro livre pode
ser extendido para um ultrafiltro livre. O

2.1.1 Ordem parcial

Defini¢ao 3. Uma ordem parcial ¢ um par (P, <), tal que P # 0, e < é uma relagao
em [P onde para a, b, c € P, temos

1. (Reflexividade) a < q;

2. (Transitividade) a <bAb<c=a <c.

Dizemos que (P, <) ¢ uma ordem parcial no sentido estrito se e somente se
satisfaz a seguinte condigao adicional:

3. (Antissimetria) a <bAb < a = a = b;
Vamos ver agora o conceito de maior cadeia para posets.

Definicao 4. A maior cadeia em um poset é aquela de maior tamanho possivel. O
tamanho da maior cadeia é conhecida como altura de poset, e o tamanho da maior
anticadeia é conhecido como largura de poset.

Veja que a maior cadeia/anticadeia deve ser maximal: se C' é maximo, entao nao
existem cadeias de tamanho maior do que |C|; se C' possui um subconjunto préprio
de uma cadeia D, entdo |D| > |C| ird contradizer a assercao.

Alguns exemplos:

Exemplo 4. Considere o poset P = ({1,2,3,4,5,6,9,12,18},]), lembrando que
a|béaseaédivisor de b.

Note que {1,2,4,12} ¢ uma maior cadeia, pois nao existem cadeias de tamanho
maior do que 4. A maior cadeia ndo é unica: {1,3,6,18} também é uma cadeia
méxima, assim como {1,2,6,12} e muitas outras.

A maior anticadeia que podemos encontrar tem tamanho 4: {4,6,9,5}.

Proposigao. Suponha que P estd particionado em um conjunto finito de cadeias
C1,Cs, ..., C,. Se A € uma anticadeia, entao existe no mdzimo um elemento de A
em cada C;, entdo n > |A|.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que temos dois elementos distintos x e y de A
onde ambos residem na mesma cadeia C;. A associa¢ao em A obriga = e y a serem
incomparaveis, mas a associacao em C}; acarreta sua comparabilidade. Logo,

IANC| <1 Vi.



2.1.2 Condicao de Cadeia Enumeravel

Defini¢ao 5. Um espago topologico (X, 7) satisfaz a Condigcao de Cadeia Enume-
rdvel [[] se toda familia de abertos ndo-vazios e dois a dois disjuntos ¢ enumerével.

Vale destacar alguns exemplos:

Exemplo 5. Todo espago topologico separavel satisfaz a Condic¢ao de Cadeia Enu-
meravel.

Exemplo 6. Todo espaco topologico paracompacto que satisfaz a Condi¢ao de Ca-
deia Enumerével ¢ de Lindelof.

Exemplo 7. O espago totalemnte ordenado w; nao satisfaz a Condigao de Cadeia
Enumeravel. Para ver isso, note primeiramente que w; nao é separavel, pois para
qualquer subsocnjunto enumeravel A de wq, existe um ordinal k tal que é maior do
que qualquer elemento de A, entdo o conjunto aberto (x,w;) satisfaz

(Ii,u)1> mA:Q)

Além disso,
Ha+1}ra<w}

é uma familia de abertos nao-vazios e dois a dois disjuntos nao-enumerével, pois
{alpha + 1} pode ser expresso como um intervalo aberto («, a + 2).

N
Exemplo 8. Seja X = {0,1}** ° e considere (X, 7), onde 7 é a topologia produto
satisfaz a Condicao de Cadeia Enumerével, mas nao é separavel.

Todo espago separavel satisfaz a Condicao de Cadeia Enumeravel, e assim, es-
pacos com base enumeravel satisfazem a Condicao de Cadeia Enumeravel. Apesar
disso, cabe salientar que a reciproca nao ¢ verdadeira, ou seja, nem todo espago que
satisfaz a satisfaz a Condigao de Cadeia Enumeravel é separavel.

Além disso, a classe dos espacos que satisfaz a Condicao de Cadeia Enumerével
é fechado por imagem continua, como garantido pelo lema seguinte:

Lema. Sejam XY espagos topoldgicos e f € C(X,Y). Se f.X € denso em Y e X
satisfaz a Condigao de Cadeia Enumerdvel, entao Y também satisfaz a Condicao de
Cadeia Enumerdvel.

Demonstragao. Considere (Uy);cr uma familia de abertos nao-vazios dois a dois dis-
juntos em Y.

Como f,X édenso em Y, a familia f*U;, i € I, ¢ composta por abertos nao-vazios
e dois a dois disjuntos.

Como X satisfaz a Condi¢ao de Cadeia Enumeravel, card(l) < N,.

Assim, concluimos que, se (Us);cr € uma familia de abertos nao-vazios dois a
dois disjuntos em Y, card(I) < Ny, ou seja, a familia (Uj);e; é enumeravel. Logo, Y
satisfaz a Condicao de Cadeia Enumeravel.

O

1Costuma ser abreviado para c.c.c., do inglés Countable Chain Condition.



2.1.3 Axioma de Martin

Definicao 6. O r-Axioma de Martinf| (indicaremos por notagao M A(k))é a seguinte
afirmacao:

Sempre que (P, <) for uma ordem parcial ndo-vazia que satisfaz a Condic¢ao de
Cadeia Contavel, e Z é uma familia de <, subconjuntos densos em PP entao existe
um filtro G € P tal que

VD e 2(GND #0)
O Axioma de Martin (MA) ¢ a afirmagao:

Vi < 2¥(MA(k))

E interessante notar que, se k < &', entdio MA(K') — MA(k). Além disso,
MA(2v) é falso, e M A(w) é verdadeiro.

Teorema 2. Assuma MA(k). Seja (X, T) um espago topoldgico compacto e Haus-
dorff que satisfaz a Condig¢ao de Cadeia Enumerdvel, e U, subconjuntos abertos e
densos em X para o < k. Entao

() Ua#0

a<k

Demonstragao. Seja
P={pC X:petAp#D},

comp < q <> p C q. Entao pLqg <> pNq = ), entdo P satisfaz a Condigao de
Cadeia Enumeravel uma vez que X a satisfaz. Se F' é um filtro em P, entao F' tem
a propriedade da interseccao finita, e entao pela compacidade

({p:peF}#0

Para cada «, considere 7, = {p € P: p € U,}. %, é denso na ordenagao P, uma
vez que U, é denso no espaco X e X é regular.
Se pegarmos F de modo a fazer F'N %, # ) Va < k, entao

p:peF}

¢ um conjunto nao-vazio contido em () U,.
a<k

2Donald A. Martin (1940-), matematico estadunidense



3 Arvores

Definigao 7. Uma arvore ¢ uma ordem parcial estrita (T, <) tal que, para cada
x € T, o conjunto
{yeT: y<uzx}

¢ bem-ordenado por < . Denotamos também y |={y € T:y<z}leyt={yeT:
r <y}

Definicao 8. Seja (T, <) uma arvore e € T. Dizemos que a altura de x em T
como

h(x,T) = type(y )

Defini¢ao 9. Seja (T, <) uma arvore. Para cada ordinal «, definimos o a-ésimo
nivel de T' como

Levo(T)={z €T :h(z,T) =«
A altura de T é o menor « tal que Lev,(7) = 0. Denotamos também
a={yeT: hyT) <a}.

Definicao 10. Seja (T, <) uma arvore. Uma sub-drvore de T' ¢ um subconjunto
T' C T com a ordem induzida tal que

VeeT' VyeT(y<z—yeT)

Podemos escrever também h(7T') = sup{h(z,T) + 1: x € T}. Também é interes-
sante observar que se 7" é uma sub-arvore de T, entdao para x € T",

h(z,T) = h(xz,T"),

ou seja, a altura de um elemento em 7" ¢ igual a sua altura em T, isto &, h [7v= h.
Vamos agora dar alguns exemplos de arvores.

Exemplo 9. Seja T um conjunto qualquer, e < a ordem vazia. Entao (T, <) é uma
arvore. h(z,T) =0z €T e h(T)=1.

Exemplo 10. Seja § um ordinal, e < a ordem usual. Entao (4, <) é uma arvore.
Temos h(a,d) = a e h(d) = 6.

Exemplo 11. <°] = [ J{*] : a < §} é uma arvore, conhecida como arvore I-néria
completa de altura 6. Definimos <°1 que s < t se e somente s C t. Se a < 0,
entdo Lev,(°T) =% I e h(°I) = 4. Quando I = 2, chamaremos <°2 de arvore binéria
completa de altura 9.

Vale a pena aqui registrar a definicao de arvore binéria.

Definicao 11. O conjunto de todas as sequéncias binarias definidas em ordinais
enumeraveis ordenadas pela inclusao, que chamaremos aqui de drvore bindria e
denotaremos por <“!2, é definido da seguinte maneira:

<wi _ U ag
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Figura 1: Representagao de uma arvore binaria

Podemos identificar os subconjuntos de w + 1 com as suas fungoes-caracteristica
que tém w; como dominio. Tais funcoes caracteristica podem se encaradas como os
ramos da arvore binaria.

Definicao 12. Seja T uma arvore. Dizemos que uma cadeia em T é um conjunto
C C T que é totalmente ordenado por < .

Definicao 13. Seja T uma arvore. Dizemos que uma anticadeia em T é um conjunto
A C T tal que

Vo,yc Alx#y — (v £y Ay £ x))



4 Arvore de Suslin

Vamos agora definir uma drvore de Suslinfl A formulagio da hipétese de Suslin
em termos de arvores facilitou o seu estudo usando métodos teoricos de Teoria dos
Conjuntos, particularmente Forcing.

Definicao 14 (Arvore de Suslin). Para qualquer cardinal infinito », dizemos que
uma arvore 7" tal que |T'| = k e todas as cadeias e anticadeias de T" possuem cardi-
nalidade < xk é uma k—drvore de Suslin.

Defini¢ao 15. Uma linha de Suslin é uma ordem total (X, <) tal que na topologia
da ordem, X satisfaz a Condicao de Cadeia Enumerével, mas nao é separavel. A
Hipoétese de Suslin é "nao existem linhas de Suslin."

Definigao 16 (Hipotese de Suslin). A Hipotese de Suslin é a seguinte assergao:

| Nao existe uma linha de Suslin. |

Teorema 3. Se existe uma linha de Suslin, entao existe uma linha de Suslin X tal
que

& X ¢ denso em si mesmo ((a < b) — (a,b) #0)
& Nenhum subconjunto aberto de X € separdvel.

Demonstracao. Seja Y uma linha de Suslin. Defina uma relacao de equivaléncia ~
em Y tomando

(z,y), sex <y

é separavel.
(y,x), sex>ux

T~y & {
Seja X o conjunto de todas as ~-classes de equivaléncia. Se I € X, entao [ é
convexo, isto é

rayeElNe<y—(x,y) Cl

Vamos ordenar totalmente X considerando I < J se e somente se algum elemento
de I é menor do que algum elemento de J.

Note que cada I € X é separdvel. Para comprovar isso, considere .Z a colecao
maximal disjunta de nao-0 intervalos abertos da forma (z,y) com z,y € I. A ¢é
enumeravel, uma vez que Y satisfaz a Condicao de Cadeia Enumeravel. Escreva
entao

M= {(Tp,yn) :n € w}

Como z,, ~ ¥y, seja D,, um subconjunto enumeravel e denso de (x,,y,). Tome

D:UDn.

Entao D é denso em (2, yn)-

n

3Mikhail Yakovlevich Suslin (1894 - 1919), matematico russso




Sezeleze (xr,y) CI,entao (z,y) intersecta algum (z,,y,) pela maximali-
dade de ., isso implica z € D a menos de z ser o primeiro ou o ultimo elemento
de I.

Assim, D junto com o primeiro e o altimo elemento de I (se I possuir primeiro
e/ou ultimo elemento) forma um subconjunto enumeréavel e denso de 1.

Vamos mostrar agora que X é uma linha de Suslin que satisfaz @& e é&.

¥ Condicao # : X é denso em si mesmo ((a < b) — (a,b) # 0)

Para ver que X ¢é denso em si mesmo, suponha por absurdo que I < .J mas
(I,J) =0. Escolnax €I eye J eentao (z,y) C IU.J, oqual éseparavel, e
logo x ~ y, uma contradigao.

¢ Condigao & : Nenhum subconjunto aberto de X é separavel.

Para verificar a condi¢ao &, é suficiente notar que (I, J) ndo é separavel sempre
que I < J. Suponha por absurdo que seja. Considere

{K,:2<n<uw}

densos em (/,J), e faga Ko = I e K1 = J. Em Y, seja D,, um subconjunto

denso e enumeravel de K,,., entao |J D,, é denso em
n

HL:1<L<J},

e os pontos de [ sao equivalentes aos pontos de .J, uma contradicao.

Para comprovar que X satisfaz a Condi¢cao de Cadeia Enumeravel, suponha
que (I, J,) sao intervalos abertos disjuntos em X para a < w;.

Escolha x, € I,. Entao (24, ys) seria disjunto e ndo-0 em Y.

]

As arvores de Suslin foram introduzidas por Kurepa, que mostrou que existe
uma wi-arvore de Suslin se, e somente se, existe uma linha de Suslin.
Vamos observar as propriedades das k-arvores de Suslin quando k é regular.

Definicao 17. Para qualquer s regular, uma s-arvore é uma arvore 17" de altura s
tal que
Va < k(|Leve(T)| < k)

Lema. Para qualquer k reqular, toda k-drvore de Suslin € uma k—drvore.

Demonstra¢ao. Primeiramente, note que, se x € Lev,(T), {y : y < £} é uma cadeia
de cardinalidade k, e entao
Levy(T) = 0.

Este fato implica que h(T) < k.

10



Como cada Lev,(7T') é uma anticadeia,

|Levo(T)| < k

Como |T| =k e

T = J{Leva(T): o < (T)}
segue que h(T) = K, pois K é regular. O

Uma pergunta interessante a se fazer nesse momento € a seguinte: sera que existe

uma w-arvore de Suslin?
Verificaremos agora que a resposta a essa questao é negativa.

Lema (Koénig). Se T' é uma w—drvore, entao T' possui uma cadeia infinita.

Demonstragao. Escolha um zy € Levy(T') de modo que ocorra que o conjunto
{lyeT:y>uxo}

é infinito.

E possivel fazer isso pois, como Levy(T) ¢ finito, 7' é infinito, e todo elemento
t € T étal quet > s, para s € Levy(T).

Com argumentagao similar, podemos escolher

(

xo € Levo(T)
x1 € Levy(T)
¢ x9 € Levy(T)

z, € Lev,(T)

\

tal que, para cada n, z,41 > x, e {y € T :y > x,41} é infinito.
Desse modo, concluimos que a cadeia {x,, : n € w} é uma cadeia infinita em T,

o que conclui a demonstracao. O

11



5 Arvore de Aronszajn

Vamos definir agora a &rvore de Aronszaju[]

Defini¢ao 18 (Arvore de Aronszajn). Para qualquer s regular, definimos a k— dr-
vore de Aronszajn como uma k—arvore em que toda cadeia em T tem cardinalidade
menor do que k.

De maneira informal, uma arvore de Aronszajn (mais especificamente, uma w-
arvore de Aronszajn) é uma arvore nao-enumeravel sem niveis nao-enumeraveis e
sem bragos nao-enumeraveis.

O estudo dessas arvores é de grande importancia na Combinatéria Infinitaria e
possui diversas aplicacoes em Topologia Geral.

A existéncia de tais arvores é um teorema da Teoria dos Conjuntos em ZFC.
Apesar disso, muitas questoes sobre suas propriedades sao indecidiveis em ZFC. Por
exemplo, a existéncia de uma Arvore de Suslin (que nada mais é do que uma arvore
de Aronszajn sem anticadeia nao-enumeravel), que vimos acima, é indecidivel em
ZFC.

Toda k—arvore de Suslin é uma k-arvore de Aronszajn.

Proposicao. Nao existe uma w-drvore de Aronszajn.

Demonstracao. Uma vez que toda w—arvore de Aronszajn é uma w-arvore de Sus-
lin, e nao existe uma w-arvore de Suslin, segue que nao existe uma w-arvore de
Aronszajn. 0

Teorema 4. Existe uma wi— drvore de Aronszajn.

Demonstragao. Seja
T ={s € “w:s ¢ bijetora.}

Entao, T' é uma subarvore de “*w.

A altura de T é w, pois para todo o < w possui umma funcao bijetora de a para
w.

Se C' é uma cadeia nao-enumeréavel em 7', entao | J C' pode ser uma fungao bijetora
de wy; em w, o que implica que toda cadeia em 1" é enumeravel.

Mas T nao é uma arvore de Aronszajn, pois 7' nao é uma wi-arvore de Aronszajn.
Além disso,

Lev,(T) é ndo-enumeravel para w < a < wy.

Apesar disso, podemos definir uma subéarvore em 1" que é Aronszajn.

Vamos agora construir uma subarvore em 7' que serd uma w;— arvore de Arons-
zajn.

Se s,t € “w, vamos definir

s~te{E<a:s(§) £t} é finito.

4Nachman Aronszajn (1907-1980) foi um matemético estadunidense nascido na Polonia.

12



Iremos encontrar s, para a < w; tal que
(2) Sa €% w e s, € bijetora;
(12) o < B = Sa ~ S5 [a;
(22¢) w\ran(s,) € infinito.

Assumindo que tal s, pode ser encontrado, tome

T = U {t € Levy(T) : t ~ s,}

a<wi

Note que T* é uma subérvore de T', pelo item (22). Por (2), cada s, € T*,
Lev,(T) # 0.

Como o conjunto
{te “w:t~ sy}

é enumeravel, T é uma wi-arvore.

Assim, concluimos que 7% é uma wi-arvore de Aronszajn.

Podemos escolher s, por indugao. Dado s,, tome qualquer n € w\ran(s,) e
considere s,11 = s, U {{a,n)}.

Suponha que temos s, para o < 7, onde v é limite. Fixe o, paran < w e

< ap<ag<...
e sup,, &, = . Seja ty = Su,, € defina indutivamente
th: O, = W
Entao temos que:
1. Cada t; é bijetora;
2. 1y ~ Sa,;

3. bnt1 ran: ln.
Tome T' = |Jt,. Entdo t € 7w e t é bijetora. Se considerarmos s, = t, entao
n

(2) ird funcionar para o = 7 e (4%) sera satisfeito para a < § = =, mas (44%) pode
falhar. Para resolver essa intempérie, considere o conjunto

L ={a,:new},
e vamos definir s, (o) = t(a2,) € 5,(§) = t(§) para & ¢ Z. Entao
{t(azn+1) 1 n € w} C (w\ran(s,))

e agora sim, a condigao (¢41) estara satisfeita.
Desse modo, conseguimos construir uma w; — arvore de Aronszajn. O]

13



Cabe observar que a arvore construida na demonstracao do teorema acima nunca
podera ser uma arvore de Suslin. Isso ocorre pois qualquer arvore de Aronszajn que
¢ uma subarvore de {s € <“'w: s ¢ uma fungdo 1-1 } nao pode ser uma arvore de
Suslin.

Vamos agora nos concentrar na situacao em que kK > w;. Se k = 71, com 7y
regular, e 2<7 = ~, entao existe uma x-arvore de Aronszajn. Assim, sob a Hipotese
Generalizada do Continuo, existe uma rk-arvore de Aronszajn para todo k > w;
regular, com excec¢ao de quando x é inacessivel ou sucessor de um cardinal singular.
E desconhecido se a Hipotese Generalizada do Continuo implica que deve haver uma
rk—arvore de Aronszajn para k sendo o sucessor de um cardinal singular, apesar de
Jensen ter mostrado que é consistente com a Hipotese Generalizada do Continuo
que hé para todo k.

Para r fortemente inacessivel, entao (sem necessidade de se assumir a Hipotese
Generalizada do Continuo) existe uma k—arvore de Aronszajn a menos que £ seja
fracamente compacto, uma propriedade que implica que k é o k-ésimo inacessivel.

Ainda sem a Hipotese Generalizada do Continuo, nao precisamos nem de uma wo-
arvore de Aronszajn. A existéncia de tal arvore é consistente com mas independente
de ZFC + 2% = ws.

Vamos agora mostrar uma prova de que existe uma linha de Suslin se e somente
se existe uma wi-arvore de Suslin. Precisaremos de alguns resultados preliminares.

Defini¢ao 19. Uma x— arvore bem-podada é uma x— arvore T, tal que |Levy(T)| =
le
VeeTVah(z,T) <a<k)—3Jye Levo(T)(z <y)) (1)

Lema. Se k € reqular e T € uma k-drvore, entao T possui uma sub-k-drvore bem-
podada.

Demonstragao. Seja .7 um cojunto de x € T, tal que
HzeT:z>za}| =k

& uma sub-arvore de T para verificar que a condigao (1) é valida para 7, fize
r € T eatal que h(z,T) < a < k. Seja

Y={ye Lev,(T) : z < y}
Por definigao de .7 e pelo fato de cada |Levg(T)|x, o conjunto
{z€eT:z2>xANh(z,T) > a}

tem cardinalidade k, e cada elemento desse conjunto esté acima de um elmento de
Y.

Como |Y| < k, existeum y € YV tal que [{z € T : 2 > y}| = Kk, e assim y € 7.
Analogamente, mostramos que Levo(7) # 0, e assim .7 # 0. Agora, para todo
x € Levy(.7),0 conjunto

{ye 7y >a}

¢ uma subarvore de T" bem-podada. O
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Podar uma arvore tende a fazer os bragos remanescentes a ficarem mais espessos.

Lema. Se k € regular, T € uma drvore de Aronszajn bem-podada e v € T, entdao
Vn <wda > h(z, T)({y € Lev,(T):y > x}| >n)

Demonstrac¢ao. Vamos demonstrar o lema por indugao.

Para n = 2, o resultado segue do fato de que {y : y > 2} encontra todos os niveis
acima de x e nao forma uma cadeia.

Para n > 2, suponha que o lema funciona para n, fixe « > h(z,T) e

Y1, Y2y - -+ Yn € Levy(T)

distintos para cada y; > x.
Agora, considere 8 > «a tal que existem

21,22,y 2n € Levg(T)

COIM 2y, Zpt1 > Y.
Para i < n, existem z; € Levg(T) com z; > y;. Entao o conjunto {z1,..., 2,41}
satisfaz o lema para n + 1, e a prova esta concluida.
O

Vamos mostrar que a Hipdtese de Suslin é equivalente a nao-existéncia de uma
wi-arvore de Suslin.

Teorema 5. Erxiste uma wy-drvore de Suslin se e somente se existe uma linha de
Suslin.

Demonstragao. (=) :

Primeiramente, seja T uma wi-arvore de Suslin. Podemos entao assumir que T
é bem-podada. Seja

£={C cT:C éuma cadeia maximal em T'}.

Se C' € £, entao existe um ordinal A(C) tal que C' contém exatamente um
elemento de Lev,(T) para a < h(C) e nao contém elementos de Lev,(T) para
a > h(C). Como T ¢ de Aronszajn, h(C') < wy. Uma vez que T' ¢ uma arvore bem-
podada, uma cadeia nacional nao pode ter um méaximo elemento, entao cada h(C)
¢ um ordinal limite.

Para a < h(C), seja C(«) o elemento de C' no nivel a.

Vamos ordenar o conjunto £. Para lograrmos nosso objetivo, fixaremos uma
ordem total arbitraria < de T. se C, D € £, e C # D, vamos considerar d(C, D) o
menor « tal que C'(a) # D(«), ou seja:

d(C,D) = min{a : C(«a) # D(«a)}

15



Afirmagao. Se C # D, entao
d(C, D) < min{h(C), (D)}
Prova. Como o < h(C) e aw < h(D), com certeza ocorre
a < min{h(C), h(D)}
Assim, como d(C, D) é algum «, segue o resultado. ]

Seja
J C< D& CdC,D))=<DdC,D))

Usamos entao < para descrever uma espécie de ordem lexicogrifico em £. Além
disso, esta é uma ordem total em £. Vamos agora verificar a seguinte afirmagcao:

Afirmacao. (£,<) € uma linha de Suslin.

Prova. Vamos mostrar que £ satisfaz a Condicao de Cadeia Enumeravel, ou seja,
que toda anticadeia forte é enumeravel. Considere a seguinte familia de intervalos
abertos disjuntos e nao-vazios:

{(Ce, De) : § <wn}
Escolha E¢ € (C¢, D¢) € o tal que
max(d(Ce, E¢)) < ag < h(E);

Entao {E¢(og) : £ < wy} forma uma anticadeia em 7, uma contradicdo, ja que T' é
uma wi-arvore de Suslin.

Para mostrar que £ nao é separavel, é suficiente ver que para cada < wq, o
conjunto {C' : h(C) < §} nao é denso em £. Seja x € Levs(T). Entao existe um
a > § com 3 elementos distintos y, z,w € Lev,(T) acima de z. Sejam D, E, F os
elementos de £ contendo y, z, w, respectivamente. Digamos que eles estao ordenados,
com DIE<F, e assim (D, F') é um intervalo ndo-vazio, mas como z € DNF, (D, F),
nao contém C' € £ com com h(C') < 4.

O

(<:) :

Reciprocamente, suponha que é dada uma linha de Suslin (L, <1). Podemos en-
tao assumir que £ é denso em si mesmo e que nenhum subconjunto aberto de £ é
separavel.

Seja _# o conjunto de todos os intervalos abertos nao-vazios de £. Entao, os
elementos de _# sao da forma (a,b), onde a <b. ¢ é parcialmente ordenado pela
inclusao reversa:

I<J&sJcC]
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Devemos definir um subconjunto 7' C ¢ em que < é uma ordenacao de 7T".Para
isso, vamos encontrar #3 C _¢# para 3 < w; tal que, para cada §,

1. os elementos de _Zg sao dois a dois disjuntos;
2. U #5 € denso em £;
3. Sea< B, Ie f, eJec Fs, ocorre uma das duas possibilidades:

$IinJ=0
¢® JClel\d(J)#D0.

Assumindo tais condigoes, teremos

T=J.7

B

Por 1,2 e 3, T é uma arvore e cada _#3 = Levg(T). Se A C T é uma anticadeia,
entao os elementos de A sdo disjuntos dois a dois, e |A| < w. T pode nao ter cadeias
nao-enumeraveis, uma vez que se

{le : { <wi}

pode ser, com { <n — I < I,
Logo, pela condicao @, temos:

€ <n— (I, C I NI\ el(L,) #0),

entao {I¢ \ cl(Iey1 : € < wip} ira contradizer a Condigao de Cadeia Enumerével de £.
Como 2 em particular implica que #g # 0, entao |T| = w;. Logo, T' é de Suslin.
Vamos construir agora _#3 por inducao. _#; ¢ qualquer subfamilia maximal disjunta
de ¢, e a maximalidade implica que |J _#; é denso. Dado _Z,, vamos definir _#, 4
da seguinte maneira:
Para I € _#,, tome %7 a subfamilia maximal disjunta de

{Ke 7 :KCINI\c(J)#0}

Tomamos entao
/oﬁ-l = U{t%/l VS joz}

Assumindo que v ¢ limite, j& temos definido _#, para a < + satisfazendo as condigoes
1,2 e 3 para a < 8 < 7. Seja

H ={Kec g :Va<WVWle Z,(INK=0V(KCINI\c(K)#0))}

e seja _#, a subfamilia maximal disjunta de J#". Entao 1 e 3 funcionam para todo
a<f<7.
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A condigao 2 ¢ satisfeita pelo seguinte: para § < 7 suponha que nao temos
J € # disjunto de todos os membros de _¢Z,. Isso seguird entao pela maximalidade
de _Z, se pudermos mostrar que

VJe 3K e X (K CJ)

Seja E' o conjunto de todos os pontos finais & esquerda e & direita de todos os

intervalos em |J _#,. £ é enumeréavel e J nao é separavel, entdo tome K; € 7
a<y
com K1 CJe KiNE=0.8e1¢€ |J Y., entdao K; nao contém os pontos finais
a<y

de I, logo ou I N K; = 0 ou K; C I. Agora, considere K € # com JK C K,
e K\ c(K) # 0. Entao K € ¢ e K € % . Desse modo, concluimos que existe
uma wi-arvore de Suslin se e somente se existe uma linha de Suslin, como querfamos
demonstrar. N

Segue que M A(w;) implica que ndo existem w;-arvores de Suslin.
Lema. MA(wy) implica que nao existe uma wy-drvore de Suslin.

Demonstragao. Seja (T, <) uma wq-arvore de Suslin, e tome P = (T, <) a ordem
reversa de T. Como T nao possui anticadeias nao-eumeraveis, IP satisfaz a Condigao
de Cadeia Enumeravel. Podemos assumir que 7' é bem-podada, e nesse caso,

Dy={zeT:h(z,T) < a}

¢ denso em P. Por M A(w,), existe um filtro G intersectando cada D,. Entao G
possui uma cadeia nao-enumerével, contradizendo o fato de que 7' é de Suslin.

]
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6 Arvore de Kurepa

Em linhas gerais, uma arvore de Kurepa E] é uma wi-arvore que possui ao menos Ny
bracos nao-enumeraveis. A Hipotese de Kurepa diz que uma arvore de Kurepa existe.
Essa é uma afirmacao indecidivel. A falha da Hipotese de Kurepa é equiconsistente
com a exiténcia de um cardinal inacessivel. Vamos fazer aqui uma definigao geral
de tal conceito.

Definicao 20. Se T é uma k—arvore, um caminho através de T' é uma cadeia C'
que intersecta Lev,(7") para cada a < k.

Equivalentemente, podemos dizer que um caminho é uma cadeia maximal de
cardinalidade k.

Existem diversas k-arvores que nao sao de Aronszajn. Por exemplo, o proprio
ordinal x. Um outro exemplo menos trivial é o seguinte:

Exemplo 12. Seja
T ={s € "2/{a € Dom(s) : s(a) = 1}| < w}

Entao T é uma k—arvore que nao é de Aronszajn, e possui precisamente
caminhos.

Definigao 21 (Arvore de Kurepa). Para qualquer  regular, uma k-drvore de Ku-
repa ¢ uma k—Aarvore com ao menos k' caminhos.

Definigao 22 (k—Hipotese de Kurepa). A k— Hipotese de Kurepa é a seguinte
assercao:

’Existe uma k — arvore de Kurepa.

Chamamos de Hipétese de Kurepa a afimargao "existe uma wi-arvore de Kurepa'.

Note que a Hipotese de Suslin diz que nao existe uma wi-arvore de Suslin,
enquanto a Hipotese de Kurepa diz que existe uma wi-arvore de Kurepa.

A Hipotese de Kurepa é equivalente a um principio combinatério muito siples
que nao envolve arvores.

Definigao 23. Uma familia k—Kurepa é # C P(k) tal que |F| > kT e
Va<k({ANa:Ae F} <k)

Observe que a definicao de familia k—Kurepa nao depende da ordenacao de k.
Em geral, se # C P(I) e X C I, tome

gX:{AﬂXZAEg}

Se X C Y C I podemos definir uma funcao de .#y em %y, tomando A NY para
AN X, logo |#x| < |Zy|. Em particular, se [ = k e k ¢ regular, entéo

Va < k(|Za| < k) & VX CR(|X]| <k — | Zx| < K)

®Duro Kurepa (1907-1993), matematico iugoslavo (sérvio) que nasceu na Austria-Hungria
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Entao, para x regular, existe uma familia k-Kurepa se e somente se, para algum
I com |I| = k, existe um .% C P(I) com |F| > kT e

VX C I(|X] < k — | x| < &)

Teorema 6. Para qualquer k reqular, existe uma familia k— Kurepa se e somente
se existe uma Kk-drvore de Kurepa.

Demonstragao. (=) :

Se T' é uma xk—arvore de Kurepa, seja .# o conjunto de todos os caminhos através de
T. Entao |#| > k*. |T| = k, entdo teremos uma familia de Kurepa se mostrarmos
que para cada X C T com |X| < &, |Zx| < k. Fixado X, como & é regular, existe
um «o < K tal que

Ve e X(h(z,T) < «)

Como todo C' € . intersecta Lev,(T), cada elemento de Z#x ¢ da forma

{reX: x<z}
para algum z € Lev,(T). Assim, |Zx| < |Lev,(T)| < k.
(<)

Suponha % C P(k) uma familia k—Kurepa. Para B € %#,, seja xpg € “2 sua
funcao caracteristica. Entao,

U{XB:BEﬂ‘a}C "2

a<k

¢ uma k-arvore de Kurepa.
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