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Resumo

Dado um C*-sistema dinamico (A, G, «) define-se um homomorfismo, denomi-
nado de carater de Chern-Connes, que leva elementos de Ky(A) ® K1(A), grupos de
K-teoria da C*-algebra A, em H}(G), anel da cohomologia real de deRham do grupo

de Lie G. Utilizando essa definicao, nos calculamos explicitamente esse homomor-
fismo para os exemplos (U9(S1), S, a) e (¥9(S?),SO(3),a), onde W% (M) denota

a C*-algebra gerada pelos operadores pseudodiferenciais classicos de ordem zero da

variedade M e « a agdo de conjugacao pela representacao regular (translagoes).






Abstract

Given a C*-dynamical system (A, G, «) one defines a homomorphism, called
the Chern-Connes character, that take an element in Ko(A) @ K;(A), the K-theory
groups of the C*-algebra A, and maps it into H}(G), the real deRham coho-
mology ring of G. We explictly compute this homomorphism for the examples
(WO(S1), S, ) and (¥9,(S2), SO(3), o), where W9,(M) denotes the C*-algebra gene-
rated by the classical pseudodifferential operators of zero order in the manifold M

and « the action of conjugation by the regular representation (translations).
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Introducao

O proposito deste trabalho foi, desde o principio, o de compreender o carater de
Chern-Connes, apresentado pela primeira vez por Alain Connes em [C1], e posterior-
mente calcula-lo na C*-algebra gerada pelos operadores pseudodiferenciais cléssicos

de ordem zero da esfera, que designamos por WY (S5?).

Por esse motivo o primeiro capitulo trata da construgao (definigdo) do homo-
morfismo de Chern-Connes para um C*-sistema dinamico (A, G, «), onde A é uma
C*-algebra, G é um grupo de Lie e @ é um homomorfismo continuo de G no grupo
dos automorfismos de A, designado por Aut(A), equipado com a topologia da con-

vergéncia pontual.

Grande parte das idéias desse capitulo baseiam-se em [C1| que é um artigo ex-
tremamente conciso. Por esse motivo se fez necessario detalhar muitas das passagens
omitidas nesse artigo e para tal foi necessario recorrer a idéias de outros textos que
nao aparecem exatamente no mesmo contexto em que estamos trabalhando. Vale
destacar alguns desses textos como [C3| do mesmo autor, [L| mais voltado a parte
algébrica, [K] e [F] dentre outros. Além desses textos, alguns dos resultados que
provamos neste primeiro capitulo foram demonstrados gracas a conversas com cole-

gas como Johannes Aastrup, Ricardo Bianconi e Bertrand Monthubert.

O segundo capitulo nasceu da necessidade de se trabalhar um pouco com a
definicao dada no primeiro capitulo para casos mais simples do que o ja mencionado
no primeiro paragrafo. Por este motivo o capitulo em questao apresenta o calculo
explicito do carater de Chern-Connes para o C*-sistema dindmico em que a C*-

algebra é W9 (S1), isto &, a C*-algebra gerada pelos operadores pseudodiferenciais

classicos de ordem zero da variedade S*.



A beleza do segundo capitulo estéd no fato de se ver inteiramente a construgao
do carater de Chern-Connes, feita no capitulo anterior, sendo aplicada num caso
concreto. Destacam-se aqui varios fatos como o de ¥ (S') ser invariante pelo célculo
funcional holomorfo o que faz com que este exemplo se encaixe perfeitamente a
definicao utilizada; a possibilidade de mostrar de forma simples que a aplicacao do
indice §; é sobrejetora, pois neste caso apresentamos de forma clara o operador que
é levado no gerador do contra-dominio; e também o fato do trago neste caso ser
uma combinacao linear real de duas integrais para que as hipoteses sejam todas
satisfeitas. Mas talvez o fato que mereca maior atengao seja o de que pudemos
provar, utilizando os isomorfismos de K-teoria e também o auxilio computacional®,

o caso particular (a) enunciado por A. Connes em [C1].

O terceiro capitulo apresenta o calculo do carater de Chern-Connes para a
C*-algebra gerada pelos operadores pseudodiferenciais classicos de ordem zero da
esfera, denotada por W, que foi nosso objetivo desde o principio do trabalho.
Apresentamos na primeira parte desse capitulo os grupos de K-teoria de C'(S5?),
onde SS? C T'S? denota o sub-fibrado das esferas unitarias do fibrado tangente de
S? que denominamos fibrado das esferas de S?, e estes foram obtidos utilizando-se
Mayer-Vietoris para K-teoria de C*-algebras, ferramenta esta apresentada como em
[MS1], mas que também aparece de forma mais geral em [B]. Cabe ressaltar que os
resultados aqui obtidos, isto é, que K;(C(SS?)) = Z e que Ko(C(SS?)) = Z ® Zs,
coincidiram com os resultados ainda nao publicados por F. Rochon em [Ro|, mas
vale dizer que nossos resultados foram encontrados através de ferramentas diferentes

das utilizadas em |Ro].

J& na segunda secao deste terceiro capitulo, utilizando os resultados obtidos na

secao anterior, calculamos os grupos de K-teoria de W% (52). E de posse dos grupos

de K-teoria da C*-algebra W9 (S?) pudemos chegar ao nosso objetivo principal e

apresentar o carater de Chern-Connes, como desejado desde o inicio.

O quarto capitulo apresenta o calculo da K-teoria do fibrado das coesferas do
toro, pois planejo, em seguida, utilizar estes grupos para calcular o carater de Chern-
Connes em VY(T'), ou seja, a C*-algebra gerada pelo operadores pseudodiferenciais

classicos de ordem zero do Toro. Mas para resolver este problema, em que pretendo

!Para os célculos em questdo foi utilizado o "software" Maple 6.



continuar trabalhando, talvez seja necessario pensar em alguns outros, como por
exemplo, uma féormula mais geral para o carater de Chern-Connes quando calculado
em K7, assim como fizeram Charlotte Wahl em [Wa| e também Ezra Getzler em |G]
para outras generalizagoes do carater de Chern-Connes. Observe que tal férmula nao
foi necessaria nos dois exemplos que demos anteriormente, ja que no primeiro, isto
é, em WY (S1), devido a dimensao do grupo de Lie S*, precisamos apenas da formula

- ) - 0(62)) na
para o primeiro termo impar do somatorio e no segundo exemplo (em U9 (S2)) nao

se fez necessaria, pois K;(99%(52)) = 0.

Vale lembrar que em todos os exemplos citados a C*-adlgebra em questao, isto
é, a C*-algebra gerada pelos operadores pseudodiferenciais classicos de ordem zero
das variedades S*, S? e T contém a algebra dos operadores compactos K e seus
comutadores sao compactos. Utilizando-se este fato e os resultados de "comparison
algebras" de H. Cordes [Col, que na verdade ja eram conhecidos por Konh e Niren-
berg [KN] e também por Gohberg [Go| e Seeley [S], temos o quociente da algebra por
K comutativo o que faz com que nossos exemplos nao fiquem muito longe do caso
classico comutativo. Pretendemos trabalhar no calculo explicito do homomorfismo
de Chern-Connes para algumas algebras geradas por operadores pseudodiferenciais

que nao possuem esta propriedade, vide por exemplo a algebra estudada em [MS].

Além desses capitulos esta tese apresenta logo a seguir uma lista de convencoes
e notagoes iniciais. E na tentativa de auxiliar aqueles menos familiarizados com
K-teoria e/ou com alguns resultados sobre grupos de Lie, esta tese também dispoe
de dois apéndices. O primeiro versando sobre alguns resultados, necessarios para
a compreensao do carater de Chern-Connes no contexto de C*-sistemas din&micos,
sobre representacoes em grupos de Lie. Cabe aqui agradecer a Daniel V. Tausk por
sua inestimavel cooperagao e esclarecimentos sobre diversos topicos desse apéndice.
Existe ainda um segundo apéndice sobre K-teoria, ferramenta essencial para o en-
tendimento e os calculos do homomorfismo de Chern-Connes tema central deste
trabalho.






Notacoes e convencoes

e S'={zeC:lz|=1} , T=S'%xS' e D={zeC:|z] <1}

e M, ¢ o operador de multiplicacao por a € C*(S') e L(H) o conjunto dos

operadores limitados de H como em B.2.

e [; designa a transformada de Fourier discreta, isto ¢, Fy : L*(S') — [*(Z),
onde (Fyu); = \/LQ? 7 _a(0)e=%d0, j € Z e u() = u(e”).

e S*M denotara o fibrado das coesferas de uma variedade riemanniana M de
dimensdo n, isto ¢, o conjunto de todos os pontos (x,§) € T*M, fibrado
n

cotangente de M, tais que ) m;;(2)&&; = 1, onde m é a métrica riemanniana.
ij=1

o CS(Z) ={(a;)iez : lima; =a(c0) ¢ lim a; = a(—o0) existem}.

o a(Dy) = F; 'M,F,, onde M, é o operador de multiplicacdo pela seqiiéncia

(a;) € CS(Z).

e Os simbolos 1, o0 e 3 serao utilizados para designar, respectivamente, as apli-
cagoes 1(z) = 1, 0(z) = 0 e 3(z) = 2, 2z € S', como pode ser visto em B.18 e
B.24.

e O conjunto SA é a suspensao da C*-algebra A, isto é,

SA={f e C([0,1],4) : f(0) = f(1) = 0}
={f € C([0,2x], A) : f(0) = f(2m) = 0}
={feC(8",A): f(1) =0} = Co(]0,1[,A)

como em B.20.



e Sendo A uma C*-algebra as aplicagoes 04 e ($4 sao os isomorfismos da K-
teoria complexa dados por 04 : Ki(A) — Ko(SA) e B4 : Ko(A) — K(SA)

respectivamente, para maiores detalhes vide B.21 e B.22.



Capitulo 1

O carater de Chern-Connes para

C*-sistemas dinamicos

O objetivo deste capitulo é o de apresentar com mais detalhes a definicao do
carater de Chern dada por Alain Connes em [C1|. Nesse artigo Connes generaliza a

idéia de carater de Chern, ja consagrada em geometria diferencial.

Na geometria diferencial o carater de Chern nada mais é do que um morfismo
que relaciona elementos de um K-grupo a elementos de um grupo de cohomologia
(de deRham). Acontece porém, que tal carater nasceu naturalmente para calculos
em que os K-grupos provinham de Algebras de Banach comutativas e Alain Connes
estendeu estes resultados e calculos, ja classicos para o caso comutativo, para C*-
sistemas dindmicos (caso este em que existe uma acao de grupo envolvida e que
estudaremos neste capitulo) e também para élgebras de Banach nao-comutativas
utilizando teorias mais sofisticadas como a da cohomologia ciclica, ciclica periddica,

ete. (casos estes que podem ser encontrados em [C3] e [L]).

Vale lembrar que a defini¢ao mais usual do caracter de Chern da geometria
diferencial é dada através do calculo do traco da exponencial de uma curvatura do
fibrado vetorial de uma variedade diferenciavel e que tal traco é um elemento do
grupo de cohomologia de deRham desta variedade. O que apresentaremos a seguir
é¢ um detalhamento da definigao do carater de Chern para C*-sistemas dinamicos e

isto sera feito de maneira anéloga a definicao mais usual deste homomorfismo.



Como ja dito a apresentacao a seguir é baseada na extensao do carater de Chern
introduzida por Alain Connes em [C1] e por este motivo passaremos a denominar

tal homomorfismo por carater de Chern-Connes.

1.1 O Carater de Chern-Connes

Apresentaremos nesta se¢ao a definigao do carater de Chern-Connes introduzido
por Alain Connes em seu artigo [C1] preenchendo também alguns detalhes omitidos

pelo autor no referido artigo.

Seja (A, G, a) um C*-sistema dinamico, isto ¢, A é uma C*-algebra unital, G um
grupo de Lie e a : G — Aut(A) uma ac@o continua na topologia forte de operadores,

isto é, para todo a € A a aplicacdo a(a) : g — a4(a) é continua na norma.

Diremos que a € A é de classe C* (1 < k < o0) se, e somente se, a aplicacio
a(a) ¢ de classe C*. A &lgebra involutiva A® = {a € A : a ¢ de classe C*} ¢
densa (na norma) em A. Este resultado é conhecido como Teorema de Garding e

sua demonstracao pode ser encontrada em A.1.

Cabe observar que A* possui uma estrutura de *-algebra de Fréchet induzida
pela aplicagdo v : A*® — C>(G, A), dada por a — a(a). Esta topologia, induzida
pelas seminormas canoénicas de C*°(G, A), torna a inclusdo A* — A continua. De

fato, como « é um automorfismo, temos

|lov(ai) oo = sup||ovg(as)|| = [|asl|-
geG

Além disso, se a € A® C A é invertivel em A, entdo a~! € A™, isto porque
1y -1
ag(a™) = ag(a)

inversao ¢ continua, vide o corolario da pagina 115 de [W].

. Assim o conjunto do invertiveis de A* ¢é aberto e portanto a

Como a operacao de inversao é continua, entao as integrais de Cauchy que
nos dao o calculo funcional holomorfo convergem em A>, em outras palavras, A>
é invariante pelo calculo funcional holomorfo e portanto a inclusao de A em A
induz os isomorfismos Ky(A>) ~ Ky(A) e K1(A%®) ~ K;(A). Este é um resultado

bastante conhecido de K-teoria, que afirma que dadas uma C*-algebra A e uma



subalgebra A* densa em A e invariante pelo calculo funcional holomorfo, entao
K;(A®) ~ K;(A), para i = 0 ou 1. A demonstracao deste fato pode ser vista com

mais detalhes no apéndice 3 de [C2] ou também como enunciado nas segoes 5 e 8 de

[BJ

Nossa intengao nesta segao é a de definir o carater de Chern-Connes que, como
veremos a seguir, ¢ um homomorfismo entre os grupos de K-teoria de uma C*-algebra
e os de cohomologia de um grupo de Lie. Podemos entao, utilizando os isomorfismos
vistos no paragrafo anterior, isto ¢, Ko(A®) ~ Ky(A) e K1(A>®) ~ K;(A), fazer a
opcao de utilizar um m.p.f.g.! M sobre A, ao invés de M um m.p.f.g. sobre A.
Tal opgao nao traréa diferenca a definicao do carater de Chern-Connes, no entanto,

nos permitiré derivar os elementos da élgebra, ja que estes estarao sempre em A.

Como todo m.p.f.g € um somando direto de um moédulo livre com base finita,
vide proposi¢ao 3.10 de [J] e seu corolario, podemos entdo afirmar que existe um
idempotente? e € M, (A>), para algum n € N, tal que e((A>)") e M sdo isomorfos.
Por 4.6.2 de |B] sabemos que dentre os idempotentes desta mesma classe podemos

tomar um que satisfaca as condigoes

Ou seja, e ¢ uma projegado que passaremos a designar por p € M, (A).

Definicao 1.1 Definimos 0 uma representacao da dlgebra de Lie do grupo G, de-

signada por g, na dlgebra de Lie das derivagoes de A%, dada por

5;&@)21%@, onde gy=X e ac A%

A demonstracao de que 6 é de fato uma representacao, isto é, de que a definicao

anterior faz sentido, pode ser vista em A.4.

Algumas vezes, ao invés de nos depararmos com a € A (a € A® ), teremos
a € My(A) (a € M,(A>®) ) e a extensao da definicao das aplicages o ( dx )
de A ( A* ), para M, (A) ( M,(A>) ) é feita pontualmente, ou melhor, em cada

Imédulo & direita, exceto quando mencionado o contrario, projetivo e finitamente gerado

2mais precisamente uma familia de idempotentes.



entrada da matriz, isto é, para a = (a;;) € M,(A), temos oy(a) = (ay(a;;)) ( para
a = (a;;) € M,,(A*), temos dx(a) = (0x(a;;)) ).

Com o que foi apresentado até o momento, nos encontramos aptos a definir o

que é uma conexao V sobre o m.p.f.g. M.

Definicao 1.2 Dado o m.p.f.g. M sobre A® uma conexdao sobre M ¢ uma

aplicagao linear V : M — M ® g*, que satisfaz

Vx(€a) =Vx(€)a+E&ix(a), YEe M™®, VX e€g e Vae A™.

Para todo M* ~ p((A*)") m.p.f.g. sobre A* com p como acima, existe
uma conexao chamada de conexdo grassmanianna ou de Levi-Civita (em analogia a
defini¢do usual da conexao de Levi-Civita da geometria diferencial). Tal conexao é
dada por:

V() =pix(§) € M=, VéeM eXegy

De fato, a linearidade de VY decorre da linearidade de dx. Através do isomor-
fismo p((AOO)”) ~ M> e da igualdade p?> = p, dados X € g, a € A® e £ € M,
temos

Vi (€a) = pox(€a) = pox(§)a+ p&dx(a) = Vi (§)a + Edx(a),

ou seja, VO é conexao.

Através da representacao ¢ temos o complexo {2 = A*® ® Ag* das formas dife-
renciaveis invariantes a esquerda sobre o grupo GG com coeficientes em A*°. Assim
munimos 2 com uma estrutura de algebra ®, dada pelo produto tensorial de A*

com a algebra exterior Ag*, cuja derivacao exterior d satisfaz:

o dx(a) =da(X),Va € A% ¢ X € g;

o d(w; Awy) = d(wy) Aws + (—=1)*wy Ad(wy), Vw, € QF e wy € Qe

30bserve que esta estrutura ndo é necessariamente comutativa, isto porque

w1 A woy 75 (_1)97“(101)97“(71)2)11)2 A wi.

10



o d*(w) =0, Vw € Q.
Note que A® ~ A* ® 1 C Q e portanto §2 pode ser visto como um bimo6dulo
sobre A®.

Além disso, podemos identificar End(M>) ~ End(p(A>)") com pM,,(A>)p.

Para isto basta tomar o isomorfismo
¢ : End(M*) — pM,,(A>)p
fr=pf(p)p.

Lema 1.3 Toda conexao V sobre M € da forma
Vx(§) =V +Tx(&), YEep((A®)") e Xeg,
com T' € pM,,(QY)p unicamente determinada por V.
Demonstragao: Observe que v =V — V? ¢ A®-linear , isto &, yx(&a) = yx(£)a,
paratodo X € g, € M*® ea € A®.

Utilizando o isomorfismo ¢ : End(M>) — pM,,(A>)p podemos notar que existe
[x € M, (A>) tal que vx (&) = pL'xp€, V& € M e além disso, a aplicacdo X — I'x
¢ linear, isto &, ' € pM,,(Q")p.

[ |
Definicao 1.4 Seja V uma conexao sobre o m.p.f.g. M, definimos a curvatura
associada a V como sendo o elemento © € End s~ (M>) ® A*g* dado por
@(X,Y) ZVXVY—V)/VX—V[)QW , \V/X, YGQ
Observacao 1.5 Note que as curvaturas assim definidas sao 2-formas e utilizando

a identificacio End(M>) com pM,(A®)p C M, (A>) podemos mostrar que a cur-

vatura associada a conexdo grassmanianna V° € a 2-forma ©g = pdp A dp € Q3.

Vejamos

O0(X,Y) = p(0u(X,Y)(p))p = p(V& VY- (p) — VY-V (P) = Vixy(0)p
= p(Pdx (pdy (p)) — Pdy (Pdx (p)) — Pirxv)(p))p

11



e utilizando-se o fato de que ¢ é uma representacao de algebras de Lie, como provado

em A.4, temos

O0(X,Y) = p(0x(p)dy (p) + dxdy (p) — oy (p)dx(p) — dydx(p) — dxdy(p) + dydx(p))
= p(6x(p)dy (p) — Oy (p)dx(p)) = pdp N dp(X,Y).

Proposicao 1.6 Com a notagcao do Lema 1.3 podemos mostrar que a curvatura

associada a conexdo V = V° + T € dada por

©=0)+pdl'+T AD)p.

Demonstragao: Seja V = V? + I uma conexao como no Lema 1.3. Utilizando-se
formas tensorizadas podemos provar, de forma anéaloga a feita nos itens (a) e (f) da

proposigao 2.25 de [War|, que
dl'(X,Y) = 0xI'y —6yI'x — ix vy,
para quaisquer X e Y em g.
Além disso, (T AT)(X,Y) =TxI'y —T'yI'y.

Assim ao trocarmos V por V? + I na definicao de curvatura temos para quais-
quer X, Y €g
O(X,Y)=VxVy —VyVx — Vixy
= (VX +Tx)(Vy +Ty) = (Vy +Ty) (VX +Tx) = (Vixy + Ty
=VSVY + VATy + Tx VY + TxIy — VIVE — VO x+
—TyV% —TyI'x — Vixy; — Tixyg

Utilizando as definigoes da conexao de Levi-Civita V& = pdx e também da

curvatura associada a esta, isto &, O(X,Y) = VEV§ — Vi V§ — Vi 4, temos

OX,Y)=060(X,Y) +pix(T'y) — pdy (I'x) + T'xpdy — 'ypdx+
+I'xl'y = T'yD'x — I'ixy
= @o(X, Y) + poxTy + pl'ydx — pdyl'x — pI'xdy + I'xpdy + I'xpdy +
—Dixy)+ xly —Tylx

12



Lembrando que T' € pM,(Q2")p e portanto pI'xdy = Lxpdy e pI'ydx = Typdx,
temos

O(X,Y) = 6(X,Y) +p(6xT'y — oxI'y — T'xy)) + p(TxTy —T'yTx)
= 0(X,Y) 4+ p(dD)p(X,Y) + p(T' AT)p(X,Y).

Ou seja, podemos descrever qualquer curvatura © por

© =0+ pdl'+T AT)p.

Utilizando agora o fato de p € M,,(A>) ser proje¢ao, ou mais precisamente

p? = p, podemos provar algumas identidades que nos serdo tteis no decorrer desta

secao.

Lema 1.7 Seja p € M,,(A*®) uma projegio e d a derivagio exterior, entdo:

1. pdpp = 0;
2. pdp A dp = p(dp A dp)p = (dp A dp)p;
3. (2p—1)dp = —dp(2p — 1).
4. (pdp A dp)* = p(dp N dp)*, VE € N;
5. d(pdp N\ dp) = dp A (pdp A dp) + (pdp A dp) A dp.
Demonstragao: (1) Como p* = p, entao d(p?) = dp e pela regra de Leibniz

dpp + pdp = dp, multiplicando-se por p ambos os lados da igualdade e utilizando

novamente que p* = p, temos pdpp = 0.

(2) Segue disto que d(pdpp) = 0, logo dp A dpp + pd*pp — pdp A dp = 0 e
como d?> = 0, temos dp A dpp = pdp A dp. Utilizando o raciocinio anterior temos
pdp A dp = p(dp A dp)p = (dp A dp)p.

(3) Pela demonstracao de (1) podemos observar que

(2p — 1)dp = 2pdp — dp = pdp + (pdp — dp) = pdp — dpp
= (dp — dpp) — dpp = —2dpp + dp = —dp(2p — 1).
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(4) Por (2) vemos que p comuta com dp A dp logo

(pdp A dp)* = p"(dp A dp)* = p(dp A dp)*.

(5) Novamente por (2) temos pdp A dp = pdp A dpp, logo
d(pdp N dp) = d(pdp A dpp) = dp A dp A dpp + pdp A\ dp A dp

= dp A (pdp A dp) + (pdp N dp) A dp.

A segunda afirmacao deste lema também nos diz que 6y = pOy = O¢p = pOyp
e a quinta que d(©g) = dp A Og + Oy A dp. Assim

d(©g) = d(p©Ogp) = dp N\ Ogp + pd(Oy)p + POy A dp
= dp A Oy + Og A dp + pd(Bq)p
= d(6¢) + pd(©o)p,

ou seja, pd(Og)p = 0.

Definicao 1.8 Uma aplicacio 7 : A — C ¢é dita um trago finito G-invariante se

para quaisquer elementos a eb de A e g € G, temos

1. 7 € um funcional linear continuo que satisfaz T(ab) = 7(ba) (trago);

2. T € positivo e portanto T(a*) = 7(a) (vide os comentdrios apds B.14) e

3. T(ay(a)) =T1(a).

Seja 7 um traco finito G-invariante sobre A. Para todo k € N existe uma tnica

aplicacao k—linear 75, : £ X ... x Q — Ag*, tal que
k

(a1 @ wy, ..., a @wyg) = 7(ay . ..ag)wy A ... A\ wy.

Vale ressaltar que 7y = 7 é simplesmente o trago da élgebra A e também que

algumas vezes 7 serd entendido como a composicao da aplicacao k—linear definida
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acima com o traco usual das matrizes, ja que estaremos trabalhando com elementos
de M, ().

Cabe também observar que 7y (a1 @wy, . .., ap@wy) = 11(ay . .. A QW A. . . Awg)

e este fato sera constantemente utilizado durante esta segao.

Lema 1.9 A aplicagdo 1, : Q2 X ... x Q — Ag* acima definida € um trago graduado,
—_———

k
isto €, para i =1,2,..., k —1 vale

(01, ..., 0,) = (=1)9r g @) m (9 01,051,605, 0ia ... Or).

Demonstragao: Provaremos primeiramente que 75 estd bem definido e isto se faz
necessario, ja que os elementos de {2 nao possuem representacao tnica.
N M
Sejam Y a; @w; = Y b; ® \j elementos de e {X7, X5, ... X, } uma base de g.
i=1

i=1
Temos entao

n

( wi(Xk)ai> ® Xy = i (Z)\j(Xk)bj> ® Xy,

k=1 = k=
logo
N M
> wiXiai =Y A(Xi)b;
i=1 j=1
Disto
N N N n
() a@w) =Y rla)w; =Y 7(a;)> wi( X)Xy
=1 =1 =1 k=1
n N n M
= ZT(sz(Xk)az)Xk = ZT(ZAJ (Xk)bJ)Xk
k=1 =1 k=1 j=1
M n . M
= 1)) (X)X = r(b);
j=1 k=1 Jj=1
M
=7n()_b®N\)
j=1

Provamos assim que 7; esta bem definido, mas decorre da observacao anterior

a este lema que isto basta para que 73 esteja bem definida.
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Observemos agora que o sinal é alterado a cada permutagao de elementos con-

secutivos em 7x(a; @ wy, ..., ar @ wy), de fato

(a1 @ wi, ..., a; @ Wy, Gig1 @ Wigy, . .. G @ W)

:T(al...aiaiﬂ...ak)wl/\.../\wi_l/\wi/\wiﬂ...wk

T(CLl RN ¢ T Y 0 TS N0 70 7 B ak)wl N o Nw;—1 ANw; N Wi1 VAN 1)) 8

1)7
1)

r(w;)gr(wit1)
(wi)gr(wi+1)7k(a1 R wi, ...

T(a1 .. 104100540 -« . Q)WY -« . Wi—1 A Wipg AW A Wigo ... Wy

(
(

e Qi @ Wi, Qi1 @ Wi, G @ Wi, Qo @ Wita, ... A @ W),

Além disso, dado a € A® e B=b® w € §, vale 1y (aB) = 11(Ba), ja que

m1(aB) = 11(a(b®@w)) = 71 ((ab) @ w) = 7(ab)w
= 7(ba)w = 1 (ba @ w) = 71 (b ® wa) = 71 (Ba).

Além de 7, estar bem definido um fato bastante importante é o de que
7(6(a)) =0 , Vae A®,

pois dado a € A® e X € g com g, = X, pela continuidade e pela G-invariancia de

T temos:

t—0 t t—0 t

T(0x(a)) =T <limw) = limT(&gt(a)) —7(9) =0 (1.1)

Desta igualdade decorre

Tlod:dOTl (12)

pois
din(a®@w)) =d(t(a)w) = 7(a)dw

71(d(a ®@w)) = 1 (0(a)w + adw) = 7(d(a))w + 7(a)dw = 7(a)dw.
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Outro fato que sera utilizado na proposi¢ao que segue é o de que o caminho

(homotopia) entre duas curvaturas dada pela curva

©: [0,1] - A*®A?
t — O, = O¢+pdil')+tI' Atl)p

vide a Proposicao 1.6, é diferencidvel em relagao a t, observando que esta é a

derivacao usual de uma curva no espaco de Fréchet A® ® A2

Além disso, %@t =0+ pdl)+ T Atl+tI' AT)p e 7y € um trago graduado,

como vimos no Lema 1.9, logo

d
TI(E@t) = 71(pdl'p).

Como I' € pM,,(A*®)p, entao d(m,(I")) = d(m1(pI'p)). Assim por (1.2) temos

d(m(T)) = d(m (pI'p)) = 71 (d(pI'p)) = 71(dpI'p + pdL'p — pL'dp).

Utilizando o fato de pdpp = 0, visto no Lema 1.7, o final da demonstracao do Lema

1.9 nos leva a concluir que

d(m(T")) = 1 (pdUp) + 11 (dpl'p) — 71 (pl'dp) = 11 (pdT'p) + 71 (pdpl’) — T (Cdpp)
= 71(pdl'p) + 71 (pdppl’) — 71 (T'pdpp) = 71 (pdl'p).

Portanto y
7(5:00) = d(r (D))

Com as informagoes que temos até aqui podemos enfim enunciar e demonstrar

o teorema a seguir que é essencial na definicao do carater de Chern-Connes.

Proposicao 1.10 Com as notacgoes definidas até o momento podemos afirmar que
a forma diferencial 7,(0,0,...,0) € A**g* ¢ fechada e sua classe de cohomologia

independe da conexao escolhida em M.

Demonstragao: Como provaremos, a seguir, que a forma 74(0,0,...,0) inde-
pende da conexao tomada, basta verificarmos, a principio, que 7x(0yg, Oy, ..., Oy) ¢

uma forma fechada, ou seja, d(7(0g, g, ...,0)) = 0.
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Da equacao 1.5 e das observagoes feitas apos a defini¢ao de 73, respectivamente,

temos
(00, Oq, . .., 0¢) = Te(pdp Ndp, ...,pdp Ndp) = T(pF)dp ANdp A ... Ndp A dp

= 7(p)(dp A dp)* = 1 (p(dp A dp)").

Vimos também, equagao (1.2), que 71 o d = d o 71, entao
d(74(80, Oy, . . -, ©9)) = d(71(pdp™*)) = 71 (d(pdp™))
= 11 (dp A dp**) = 7 (dp** ) = 0,

isto porque pelo final da demonstracao do lema 1.9 temos

Tl(dp2k+1) — Tl((Qp _ 1)2dp2k+1)

= 71((2p — Ddp*™*(2p — 1))
e pelo Lema 1.7 podemos concluir que
ni(dp* ) = —m(=(2p — Ddp™ ' (2p — 1))
— _7_1(_(_1)2k+1(2p o 1)2dp2k+1)

S— (dkaJrl).

Resta portanto provar que 7(0, 0, ..., 0) independe da conexao tomada, ou o

que tem o mesmo efeito e que serd demonstrado a seguir, que
Tk(@, @, ceey C"‘)) - Tk(@o, @0, ey @0)

é uma forma exata.

Lembrando que dada uma conexao V qualquer temos V = V? +I', como visto
no lema 1.3, assim tomemos V; = VY + tI', para t € [0, 1], um caminho entre V e

VY cuja curvatura serd simbolizada por ©;.

Utilizando ©; = Oy + p(d(tT") + tT' A tT')p € Q2 como visto na Proposicao 1.6 e

também as observagoes feitas antes do enunciado deste teorema temos
d — d d
k(O 0) = > 7O, 0y 760610y = k7i(5.0,, 0., 0))

=0 i k—i—1

= /{:Tk(pd(F)p, @t, ey @t> = d(ka(F, C"‘)t, ceay C"‘)t))
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Como 74(0,0,...,0) — 17:(0, Oy, ...,0q) = 01 47:(O4, ..., 0y) dt, como esta
integracao ¢ um limite de somas e portanto comuta com d e também do fato de
L76(O4, ..., 0;) = d(k7i,(T,Oy,...,0,)), podemos concluir que esta forma fechada

independe da conexao tomada em M®°.
[ |

Cabe observar ainda que dadas duas projegdes p e g em Py (A>) equivalentes,
isto &, [plo = [q]o € Ko(A) temos [7%x(Oo, ..., 0O0)] = [mk(o,...,0)], sendo Oy e b,
as curvaturas das conexoes de Levi-Civita associadas as projecoes p e ¢, respectiva-
mente, e [ . | denotando a classe de cohomologia das formas invariantes a esquerda

do grupo de Lie G.

0
Note que T (( g 0 )) = 7(a), para qualquer a € A, ja que por abuso de

0 0
notagao 7 (( (C)L 0 )) =70T1r < ( g 0 >> ,onde T'r é o traco usual das matrizes.

0 0
Se p ~g ¢, por 5.2.12 de [WO|, sabemos que ( I(j 0 ) ~n ( g 0 ), onde ~p,

significa que estas matrizes sao homotdpicas por caminho. Portanto podemos tomar

para cada t € [0,1] a curvatura ©, = p,dp, A dp; com O¢ a propria Oy e O1 = 6.

Como visto nas observacgoes feitas antes da Proposicao 1.10 sabemos que existe
%Ht, que denotaremos apenas por 8'. Para 6, = p;dp; Adp;; onde p; ¢ uma homotopia

que, como no Lema 4 de [F|, podemos supor derivavel em relagao a variavel ¢; temos
0" = p'dp A\ dpp + p(dp’ Ndp+ dp A\ dp’) + pdp N dpp’ = p'0 + 0p’ + pd(p'dp — dpp")p.

Note que estamos omitindo o indice ¢t para simplificar a notacao e também que

estamos denotando por p’ a derivagao de p; em relagao a t.

Assim como para a Proposicao 1.10, podemos utilizar o Lema 1.7 para provar
que pp'p = 0, logo Op' = p'# = 0, e ainda p comuta com p'dp e dpp’ e portanto
pd(p'dp — dpp")p = pd(p(p'dp — dpp'))p. Assim

0" =p'0 + 0p' + pd(p'dp — dpp")p = pd(p'dp — dpp")p.
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Utilizando agora o fato de que pd(0)p = 0, analogo ao visto apés o Lema 1.7, e
também que 71 (£ (%)) = k7 (0/6*7"), assim como utilizado no final da demonstragéo

anterior, temos

d
—Tk(Or, .., O4) = ki (00" 71) = kru (pd(p'dp — dpp')pd* ")

dt
= ki (pd((p'dp — dpp")0*~")p) = d(kn (p(p'dp — dpp)0*")).
Como 7,(0,0,...,0) — 74(6,0y,...,00) = [) 47(6y,...,0,) dt e

d / / —
(01, 04) = d(kr (p(p/dp — dpp)6* 1)),
entao 7(0,0,...,0) — 7(00, Oy, ..., O) é exata e portanto
[Tk(@07 s 760)] = [Tk(e(b cee 780)]

como querfamos.

A Proposigao 1.10 e a observagao acima nos permitem definir, como feito na

geometria diferencial, o carater de Chern

Cha(lpl) = [fj (%) Ln6.....0)

que pelo Lema 1.7 e pela proposicao anterior também pode ser definido como

Y

Ch-([plo) = i (%m)k %Tk(@g, ..., 60)

L k=0
[ oo

1\"1
= Z<%> Erk(pdp/\dp,...,pdp/\dp)]

=Y (2%) %ﬁ(p(dpAdp)’“)] € Hi(g).

Note que G e g tém dimensao finita, logo H¢(g) = 0, para * maior que a dimensao

de g e portanto qualquer das somas acima ¢ finita.

Podemos melhorar um pouco mais esta definicao lembrando que o anel de co-
homologia de uma algebra de Lie é isomorfo ao anel de cohomologia das formas
invariantes de seu grupo de Lie, isto é, H*(g) ~ H*(G), vide 10.1.6 de [L]. Além

disso, a soma acima ¢ sempre finita logo Ch.([plo) € H?*(G).
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Provemos agora que em cada classe de equivaléncia da equagao acima o repre-

sentante obtido pela projecao p é na verdade uma forma real.

Lema 1.11 Dada p € M,(A>) projecao, entao
real, ou seja, Ch,([plo) € HE"(G).

or : ka( (dp A dp)¥) € um forma

Demonstragao: Em primeiro lugar vamos mostrar que dado da A db € A® @ Q?,
temos (da A db)* = —(db* A da*).

De fato, dados X,Y € g e lembrando por A.4 que  é uma representacao, temos
(daNdb)"(X,Y) = ((da Ndb)(X,Y))" = (dx(a)dy(b) — dy(a)dx (b))
= 0y (b")dx (a”) — dx (b")dy (a") = —(0x(b")dy (a”) — Oy (b")dx(a®))
—(db* ANda™)(X,Y).
Portanto

mi(p(dp A dp)¥) = 71 ((p(dp A dp)*)*) = 71 ((=1)*(dp A dp)*p) = (—1)*7(p(dp A dp)"),

ou seja, Wﬁ(p(dp A dp)k) €R.

Com isto podemos enfim definir o carater de Chern-Connes para o caso par.

Definicao 1.12 Com as notagoes que apresentamos até o momento o cardter de
Chern-Connes é o homomorfismo Ch, : Ko(A) — HE"(G), dado por

) = | > (o) .0

L k=0
(271‘2) —Tk @0, Ce ,@0)

e (%) w7 (p(dp A dp) )]

E conveniente lembrar que as somas da definicao acima sao finitas, ja que se

Mg uMg

anulam para os valores em que 2k é maior do que a dimensao do grupo G e esta é

finita.
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1.2 A extensao para Ki(A): o caso impar

Nosso objetivo nesta secao é o de mostrar que se na definicao do carater de
Chern-Connes, dada na se¢ao anterior, trocarmos o C*-sistema dindmico (A, G, «)
pelo também C*-sistema dindmico (A ® C(S'),G x S',a'), com a agao o/ dada
por o, (z @ f) = ag(z) ® fp onde fu(t) = f(t — h), estenderemos Ch, para
ch, : Ko(A) ® K1(A) — Hi(G).

Observacao 1.13 Como vimos em B.25 um resultado cldssico de K-teoria, que
também pode ser visto com mais detalhes em 8.B de [WO] e 9.4.1 de [B], € o de que

a partir da seqiiéncia exata cindida
0— SA—C(S"A) — A—0
obtemos
Ko(C(S', A)) = Ko(A) & Ko(SA) ~ Ko(A) & K1 (A)
e como C(SY)® A~ C(S', A), temos

Ko(C(SY) @ A) ~ Ko(A) @ K (A).

Observacao 1.14 Da mesma forma, pela formula de Kiinneth para o produto de
cohomologias, vide exemplo 3B.3 de [H1], temos H*(G x S') ~ H*(G) ® H*1(G),
1somorfismo este dado por
HYG)® HY(G) — Hk(G x SY)
(a,b) — wi(a)+ar (D) AdO

ressaltando que 7} € o pull-back da projeccio m : G x ST — G.

Com isto, temos H**(G x S') ~ H?**(G) ® H*"Y(G) e como H*(G) = 0, para
k <0, entao

HPM (G x SY) ~ H*(G).

Levando-se em conta os isomorfismos dados pela Observacao 1.13 e pela Ob-
servacao 1.14, ao efetuarmos a mudanca do C*-sistema dinamico (A,G,«) pelo
(A® C(S"),G x S',a’) na Defini¢ao 1.12, teremos

chy  Ko(A) & K1(A) ~ Ko(A® C(SY) — H™ (G x SY) ~ H*(G).
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Note que ch, restrito a Ky(A) é exatamente Ch, : Ko(A) — HP*(G). Por este
motivo iremos daqui para a frente nos preocupar com o que acontece no caso impar,

isto é, com o que acontece com ch, quando calculado nas classes de unitarios [u];

de Ky(A).

Seja [u]; uma classe de equivaléncia em K;(A) e portanto v € U,(A), para
algum n € N. Utilizando o isomorfismo 64 entre K;(A) e Ko(SA), como pode ser
visto em B.21 ou também em 7.2.5 de [WO], sabemos que [u]; € K;(A), de dimensao
n € N, ¢ levado em [plg — [pn]o, com p e p, projegoes em Pa,(SA) 4 dadas por

1, O
Pn =
0 0,

ep:[0,27] 5 6 pg, com py = wep,wy para

wy — ( u 0 > (cos(%) —sen(%) ) <u* 0 ) (cos(%) sen(%) )
0 1, sen(ﬁ) cos(%) 0 1, —sen(%) cos(%) ’

efetuando-se as multiplicagoes matriciais e utilizando algumas simplificagoes trigonométri-

cas, temos em suma

o ( 1y = 21— w) (1~ ) (= 1)*202 [eos? (3) + usen® (5)] ) |
u*

(u* — 1)22972) [eos? (2) 4 u*sen? (2)] Lﬁem(l —u)(1 —

Assim através destes isomorfismos, ou melhor, através da Observacao 1.13 e da

Observagao 1.14 temos para u, p € p,, como acima,

ch, : Ki(A) — Ko(C(SY) ® A) — H*™ (G x S ~ H*(Q)
[u]1 = [plo — [pnlo = Ch-([plo — [pno)-

E portanto para [u]; € K;(A) temos

chr([u]) = Ch-([plo = [pnlo) € H*(G).

4Estamos utilizando aqui SA visto como {f € C([0,27], A) : f(0) = f(27) = 0}.
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Capitulo 2

O carater de Chern-Connes de
oY (Sh

Neste capitulo explicitaremos o carater de Chern-Connes, mais precisamente
a matriz da transformacao dada por este homomorfismo, definido em [C1] e apre-
sentado em detalhes no capitulo anterior, no caso em que o C*-sistema dinamico
em questao é (W, S a), onde a acao a ¢ a de conjugagio pela translagio no
grupo de Lie S! e W é a C*-algebra gerada pelos operadores pseudodiferenciais

classicos de ordem zero na variedade S?.

Cabe ressaltar que a agao o tomada ¢ de classe C™ em W%(S!) e portanto
continua em seu fecho, isto é, continua em W. Além disso, WY (S!) é invariante
pelo calculo funcional holomorfo e portanto podemos tomar a algebra A* utilizada
na defini¢ao do carater de Chern-Connes como sendo ¥9(S'), ou seja, estamos de
fato calculando o carater de Chern-Connes para a algebra dos operadores pseudo-

diferenciais classicos de ordem zero de S*.

Como visto no capitulo anterior, para calcularmos o homomorfismo de Chern-
Connes precisamos antes conhecer os grupos de K-teoria da C*-dlgebra W e
seus geradores e para isto utilizaremos alguns resultados classicos de "Comparison
Algebras" que podem ser vistos em VI.2 de [Co| ou em [M2] e mais especificamente,

neste caso em que a variedade é S, pode-se consultar também [M1].

Um destes resultados ¢ o de que W% (S') é isomorfa a C*-algebra A que definire-
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mos a seguir. Mas para tal lembremos que a(Dy) = F M, F,, onde M, é o operador
de multiplicac@o pela seqiiéncia (a;) € C'S(Z), F,; designa a transformada de Fourier
discreta, isto é, Fy : L*(S') — [*(Z), onde (Fyu); = \/%f_”ﬂ aw(0)e=%d0, j € Z e

() = u(e?) e CS(Z) = {(a;)icz : lima; = a(c0) e lim a; = a(—00) existem}.

Definigao 2.1 Denotaremos por A a C*-subalgebra de L(L*(S')), operadores li-
mitados de L*(S'), gerada por Ay e Ay, com Ay = {M, : a € C®°(S")} e Ay =
{b(Dy) :be CS(Z)}.

Um fato bastante conhecido e que pode ser visto em [M2] é o de que K C A e
que a sequéncia

0—>/C—>AL>.A//C—>0 (2.1)

¢ exata. E ainda, pelo Teorema 2 de [M2] e seu corolario, sabemos que existe um
isomorfismo ¢ entre o quociente A/K e C(S*S*) L C(S* x {—00,+00}). Como dito
anteriormente isto é uma conseqiiéncia de um resultado mais geral sobre "Compa-

rison Algebras" que pode ser visto em VI.2 de [Co].

Ao compormos ¢ com m, obtemos o isomorfismo ¢ = ¢ o m conhecido como
simbolo principal. E finalmente, compondo ¢ com v obtemos um isomorfismo que

transforma os geradores da seguinte maneira,

VYoo([My]) =v([oam,]x) = (a,a) , para a€ C®(SY) e (2.2)

Yo a([b(Dy)]) = ¢(lovnylk) = (b(—00),b(c0)) , para (bj) € CS(Z).  (2.3)
Pela periodicidade de Bott, vide B.22, a partir de uma seqiiéncia exata curta

obtemos a seqiiéncia exata de seis termos da K-teoria complexa, como pode ser visto

em B.23. E em nosso caso, isto ¢, para a seqiiéncia (2.1), obtemos a seqiiéncia exata
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ciclica dada por

Ko(K) Ko(A) Ko(A/K) .
K, (A/K) Ki(A) K;(K)

(2.4)

Como pode ser visto em B.15 ou também na tabela de grupos de K-teoria que

consta ao final de [RLL] temos
Ko(K)=Z e FKi(K)=0
e como A/K ~ C(S' x {—o00,+00}), por B.24 temos portanto
Ko(A/K) ~ Ko(C(S* x {—00,+0})) =ZBZ e

K (A/K) ~ K, (C(S" x {—00,+x})) =Z D Z.

Quando K aparece na seqiiéncia exata curta, como em nosso exemplo 2.1, a
aplicacao 6; : K1(A/K) — Ko(K) = Z ¢é o indice de Fredholm, vide 8.3.2 de [B]
ou os comentarios apés B.19. E; além disso, neste caso particular §; é sobrejetora,

como mostra o seguinte lema.
Lema 2.2 A aplicagao do indice 01 : K1(A/K) — Ko(K) € sobrejetora.

Demonstracao: Tomemos o operador B € A, dado por

Bu(z) = szbj(z)qu, onde b;(z) =

JEZ

1 ,se7 20
z ,sej<0'

Lembrando que A é gerada por A; e Ay, como na Definigdo 2.1, podemos
mostrar que o operador B esta de fato em A, pois B = M,(I — H(Dy)) + H(Dy)

1 sej>0
para a(z) =z e H(j) = v :
0 ,sej <0

27



Up_1 ,se k<0
Assim, FdBFd_l(U/j)jez k=< wy+u_q1 ,sek=0 ,ouscja,

Uy, ,se k>0
0 ([[Blk)1) = ind([B]x) = dim(ker B) — codim(ImB) =1—-0=1

e portanto existe um operador que ¢ levado no gerador do grupo Ky(K), logo a

aplicagao d; é sobrejetora.
[ |

Com base nestas informagoes, isto ¢, nas equagoes (2.2) e (2.3) e no lema ante-

rior, o diagrama (2.4) pode ser entendido como

7 &7 .

61 60

YASY/

Ki(A) 0

Denotaremos por (f,g) a funcao de C(S! x {—oc0,00}) em que f € C(S') esté
sobre S'x {—oc} e g € C(S?) sobre S* x {oo} e também, como em B.24, designamos
por 3, o0 e 1, respectivamente, as fungdes dadas por 3(z) = 2z, 0(2) =0 e 1(2) = 1,

para todo z € St.

Pela seqiiéncia exata ciclica acima temos portanto que
Ko(A) = Ko(A/K) ~ Ko(C(S*S)) = [(1,0)]0Z @ [(0,1)]0Z.
Mais precisamente, pelo Lema 2.2 temos oy (p,) = (1,0), logo

Ko(A) = [[H(Do)]x]oZ @ [[I — H(Dy)]x]oZ-

E também, como 6;([(1,1)]) =0 e K;(A) ~ kerd;, temos

ja que oy = (1,1).
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Utilizando os grupos de K-teoria que acabamos de calcular e o fato, bastante
conhecido, de que Hg(S') = HR(S') @ Hg(S') = RER, o carater de Chern-Connes,

para nosso C*-sistema dinamico (0% (S?) ~ A, S, a), é dado particularmente por

chr - [[H(Dp)lcloZ @ [[I — H(Dp)lcloZ ® [[3lchZ — R @ R.

Como para k > 2 temos H*(S') = 0, neste nosso exemplo o caso par, isto ¢, em
Ko(A) o carater de Chern-Connes se resume a parcela do somatorio em que k = 0.

Portanto dada uma projecao p de A a definicao

Z (2mi kk:‘ dp)%)

0
se resume simplesmente a Ch.([plo) = Z 2m = Te(p(dp)*F) = 7(p).

Ja o caso impar, isto ¢, o carater de Chern-Connes calculado em K7 (.A) também

nao se anula apenas para a parcela do somatério em que k = 1. Por isto, dado um
P _ 1 * :

unitério u de A, vamos provar que ch,(u) = 5=7(u*d(u)) e posteriormente calcular

este valor.

Na verdade o que vamos provar agora ¢ um resultado mais geral que vale para
qualquer grupo a um parametro, como afirmado e nao demonstrado no caso parti-
cular (a) de [C1], por isso nao faremos referéncias explicitas ao nosso exemplo parti-
cular para provar que dado um unitario u da algebra temos ch-([u];) = 5=7(u*6(u))

desde que o grupo em questao seja a um parametro.
Na discussao feita na segunda seg¢ao do capitulo anterior vimos que
chr([ul1) = Ch-([plo — [pno),
onde Ch,([plo — [pn]o) é o carater de Chern-Connes como dado na Definigao 1.12.
Antes de comecarmos os célculos faremos as seguintes observacoes.
Observacao 2.3 O primeiro termo do somatorio de Ch.([plo — [pn]o) € nulo. De

fato, para k = 0 temos 1o(p — p) = T(p — pn) que por abuso de notagdo representa

ToTr(p—p,) e como

[ RO W) (u = 1) 22252 [eos? (§) + usen? (7))
" (u* — 1)—56"(29/2) [6082 (%) + u*sen? (g)] sem ) Z£9/2)(1 —u)(1 —u*)
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temos portanto

ToTr(p—mp,) =7(Tr(p—pn)) =0.
Além disso, para k > 2 sabemos que H*(G) =0 e como dp, = 0 temos apenas

chr([ul1) = Ch-([plo — [pnlo) = 0+ 71 (pdp A dp) + 0.

Para a observacao que faremos abaixo estamos utilizando os seguintes fatos

dp(X,0) = 0(x,0)(p) : S'36 dx (ps)

dp

dp(0, df) = 0(0,a0)(p)S" 2 0 — 2

Além disso, cabe ressaltar que S', aqui parametrizado por S* = {e : § € R}, nao
¢ nosso exemplo particular e sim S' da definicao do cariter de Chern-Connes visto

na segunda se¢ao do capitulo anterior.

Observagao 2.4 Utilizando o isomorfismo H*(G x S') ~ H*(G) & H'(G), como
na Observacio 1.14, e o fato de que H*(G) = 0 temos H*(G x S') ~ HY(G) e
através disto podemos concluir que T (pdp A dp) apresenta o termo df. Em outras

palavras, de todas as possibilidades para se calcular dp A dp em combinacoes do tipo
(X, df) € g x s*, temos

dp A dp((X,0), (X,0)) = dx(p)dx(p) — ox(p)ox(p) =0

Opdp OpOp
dp A dp((0,d0), (0,d0)) = 2090 9000
Assim basta calcularmos pdp A dp((X,0), (0,d0)), isto é,
0 0
pdp A dp((X,0),(0,d0)) =p (5)((]0)8—5 - a—zéx(p)) :
Como
1, — sen2i9/2) (1 —u)(1—u*) (u — 1)—56"(29/2) [cos® (4) + usen® (4)]
Po = 2
’ (u* — 1)—sen(29/2) [0082 (%) + u*sen? (g)] sen o) i0/2)(1 —u)(1 —u*)

temos dx (p) = ( ox(p)in Ox(pz )) com

Ox (p)21 dx (p)22
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e 0x(p)ie = w [0082 (g) 5(u) + sen? (g) (0(u)u + ué(u))} ,
e dx(p)a = w [0032 (%) 5(u*) + sen? (%) (0(u*)u* + u*5(u*))} e

o Sx(p)as = —Ox(p)11 = — LD (§(u) + 6(u*)).

op op
E 9 — gzll 9012 , onde

o6 Ip
8021 9622
® %11 _867;(9)@ —u)(1 —u”),
d ) 0
o B =-2 =201 _y)(1-u),

o & — (y—1)c=l0/2) [cos® () + usen? (g)}_{_(u_l)—sen(@/?) [=Lsen (&) +ulsen (4)]

9612 4 2 4
e

o 0 _
0021 — 9012°

Sendo assim, pdp A dp = p (5)((]9)% — %5)((19)) =

o 0 o 0
» [( ox(p)i1 Ox(p)2 ) ( 8—7511 8—512 ) n ( 8_511 8—312 > ( ox(p)i1 Ox(pe )]
0 0 0 0
Ox(P)ar Ox(p)22 6—{221 8—§22 8—§21 3—]522 Ox(P)ar Ox(p)22
apos feitas as devidas multiplicagoes, que em nosso caso foram computadas com o
auxilio de um programa computacional matematico e posteriormente conferidas !,
tomando-se o traco Tr(pdp A dp) obtemos um somatorio em que todos os termos,

exceto u*d(u), podem ser escritos na forma J(u™), para algum m inteiro. E como

706 =0, vide as explicagoes dadas para a equagao (1.1), temos portanto

T(pdp AN dp) = T(Tr(pdp A dp)) = T(u*du). (2.5)

Voltando agora ao nosso C*-sistema dinamico (¥9%(S1), S', @) tomemos o trago

T =T 01 o o, onde as aplicagoes o e 1) sdo as dadas pelas equagdes (2.2) e (2.3) e

LComo esses célculos sdo muito extensos nao os apresentamos neste texto, mas aqueles que

desejarem vé-los podem consulté-los na pagina virtual cujo enderego é www.ime.usp.br/~dpdias .
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i € o trago de C(S! x {—00,0}) ~ A/K dado pela combinagdo linear das integrais

sobre cada uma das copias de S*, isto &, ST x {—oo} e S x {o0}.

Simbolicamente temos

- % 2 S1

7(a) - / 0a(z,00)dz + 2 Ou(z,—00) dz, a € A.
Sl

Este trago, assim definido, é um funcional linear continuo e invariante pela acao

de translagao «, mas para que 7(a*) = 7(a), como na Defini¢ao 1.8, é necessério que

C1 € Co sejam numeros reais.

S6 nos resta entao calcular o trago dado em cada um dos geradores do grupo,

a fim de obter a matriz da transformacao dada pelo cardter de Chern-Connes. Por-

tanto, para c¢; e co em R, temos

C C
P D) = 5 [ om0+ 52 [ ouny (=) dz = a1

De forma analoga 7([[I — h(Dy)|x]o) = c2 €

r7dls) = 5 [ oozt 52 [ oy(ei00) dz o

Unindo-se as informagoes acima podemos afirmar que a matriz da transformacao
dada pelo homomorfismo de Chern-Connes para o C*-sistema dinamico (¥9%(S1), S, )

dado por

chr - [[H(Dp)lcloZ @ [[I — H(Dp)lcloZ @ [l3lchZ - ROR

Isto pois
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Capitulo 3

O carater de Chern-Connes de
0 (S52)

Nosso objetivo neste capitulo é o de calcular o carater de Chern-Connes, as-
sim como no capitulo anterior, porém agora para (W, SO(3), a), o C*-sistema
dindmico onde W, que sera denotada por A, é a C*-algebra gerada pelos ope-
radores pseudodiferenciais classicos de ordem zero da esfera e a agdao a é a de con-
jugagao pela translagdo no grupo de Lie SO(3), em outra palavras, a acao « leva

g € SO(3) em T,AT, ", com Tyu(x) = u(g~'x), para u € L*(S?).

Novamente a agao « ¢ continua, pois ¢ de classe C* em WY, (5?), como pode ser
visto em [CM], e portanto continua em W. E repetindo o raciocinio do inicio
da capftulo dois temos ¥Y(5?) também invariante pelo célculo funcional holomorfo |
ou seja, podemos pensar em WY (S?) como sendo a algebra A do primeiro capitulo
e portanto podemos afirmar que estamos de fato calculando o cardter de Chern-
Connes da algebra dos operadores pseudodiferenciais classicos de ordem zero da

variedade S2.

Para encontrarmos tal homomorfismo precisamos antes saber quais sao os gru-
pos de K-Teoria desta C*-algebra e assim como feito anteriormente, em (2.1), pode-

mos utilizar a seqiiéncia exata

0—K—A-"A/K—0 (3.1)
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e novamente, como conseqiiéncia dos resultados de "Comparison Algebras" obtidos
por Cordes em VI.2 de [Co|, temos para este caso A/K ~ C(5*S?) ~ C(SS5?).

A fim de encontrar os grupos de K-teoria de A, precisaremos saber de antemao
quais sao os grupos de K-teoria das fungdes continuas sobre o fibrado das esferas
ou das coesferas de S?, ja que estes sao homeomorfos. A secdo a seguir se dedica
a estes célculos, isto &, ao célculo dos grupos de K-teoria de C(SS?) e também de

seus geradores.

3.1 A K-teoria do fibrado das esferas da esfera

A seqiiéncia de Mayer-Vietoris é uma ferramenta bastante conhecida e utilizada
da Topologia Algébrica e este resultado pode ser estendido para qualquer Teoria de
(co)homologia. A idéia basica, como pode ser visto na se¢ao 7.2 de [MS1], é a de
que a partir de um espaco X Hausdorff e compacto que é a uniao de dois subespacos

compactos que possuem uma certa intesecc¢ao, como representado no diagrama

X X

]

X2<;X1QX2

onde as aplicacoes em questao sao injetoras, podemos obter por dualidade o seguinte
diagrama
C(X) C(X1)

l l

C(XQ) _—> C(Xl N XQ)

onde as aplicacoes nada mais sao do que restrigoes e com isto podemos mostrar que
C(X) >~ {(Cll, CLQ) S C(Xl) @ C(XQ)

: al‘XlﬂXQ = a/2‘X1ﬁX2}'

Com base nestas idéias enunciamos o Teorema a seguir cuja demonstragao pode
ser encontrada em 7.2.1 de [MS1].
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Teorema 3.1 Dado o diagrama comutativo de C*-dlgebras com unidade

By ——D
com A o produto fibrado de By e By sobre D, isto €,
A = {(by,by) : m(by) = m2(ba)} € By & By
m e mo *- homomorfismo sobrejetivos e py, k =1 ou 2, as restrigoes das projegoes

g . B1 ® By — By, temos a seqiiéncia exata ciclica de seis termos

T2 —T 1,

Ko(A) —22)  Ky(By) & Ko(Ba) Ko(D) .

T2, — T,

K;(D) Kl(B1)@K1(B2)<MKI<A)

O teorema enunciado acima ¢ um caso particular do Teorema 21.2.2 (Seqiiéncia
de Mayer-Vietoris para Homologia) de |B] sobre a existéncia de uma seqiiéncia de

Mayer-Vietoris para uma teoria de Homologia qualquer.

Nosso intuito é o de utilizar a seqiiéncia de Mayer-Vietoris, vista no Teorema
3.1, em C(S*S?), mas para facilitar os calculos e a compreensao faremos uso desta
seqiiéncia em C'(S5?), ja que C(SS?) ~ C(5*S?) como dito anteriormente. E para
isto utilizaremos neste nosso caso particular, isto ¢, em SS? as observacoes feitas

antes do Teorema 3.1 como podemos ver no lema a seguir.

Lema 3.2 Dado o diagrama

(852 —~ (D x SY)

C(D x S') —=C(5" x S
se as aplicagoes p1 e py forem restrigoes (inclusoes) e

m: C(DxSY — (St x St e

@ P TIOY =Py g

(3.2)
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m: C(Dx SY — CO(S x S1) (3.3)
2 '_>7T2O§0(Zaw) :90|51X51(Z7_22U_])7 .

entao

C(SSQ) >~ {(al,aQ) € C(D X Sl) © C(D X Sl) . CL1|51><51 = CLQ‘Slxsl}.

Demonstragao: Vamos entender o porqué destas aplicagoes, na verdade o porqué

de 9.

Tomemos as cartas dadas pelas projegoes estereogréficas yy : S? —{PN} — R?

e xs: S? —{PS} — R? mais precisamente,

xs: S*—={(0,0,-1)} —R? e

1 x2

(71,72, 73) = (m, m) = (S1,5)

XN 52 — {(0,0, 1)} — ]R2
($17l‘2,953) = (ﬁ,ﬁ) = (N17N2) '

Consequentemente, no fibrado tangente, temos

Tys: T(S?—{(0,0,—1)}) — R? x R? e
T,(5? = {(0,0,-1)}) 3 A = (xs(@),&, &)

Tyy: T(S?—{(0,0,1)}) — R? x R?
T.(S* ={(0,0,)}) 3 A = (xn(2),m,m)

Para entendermos o comportamento da aplicagao
(X, m,m2) = (x5 €1, €2),

basta observar que a restrigdo K : (xn) = (N1, Na) — (xs) = (S1, S2) é dada por

K: R*— {(070)} — 5% — {(OvOa 1)a (0707 _1)} — R? — {(070)}
(N1, V) = (1+zgf]fver§’ 1+1%/]12V42rN22’ ﬁﬁ?j&é) = (ﬁ’ %)
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O(K1,K2) 1 _N12 +N22 —2N1N2
O(N1,N2) — (Nf+N3)? ‘

Portanto =
—2N{ N, N12 — ]\722

Assim , para (z,w) € C?, com z = (N1, Ny) e w = (1, 72), temos

B N, N (K1, Ka) [ m
T Z, W = Tygo(T ! N 7Na ) = ’ ’ 7 ’
(z,w) xso(Txn) ™ (N1, No,ymi,m2) <N12+N22 N? + N3 O(N1, Na) \ 1y

. . — 2245 .
que resumidamente é T'(z,w) = (#, é‘j”), mas quando restrito a S* x S! temos

T(z,w) = (z, —2%w).
Isto explica o fato de my ser dada por

T C(DxSY — CO(S' x St
) — faop(z,w) = P11 (2, —2%w).

Utilizando agora o Teorema 3.1 e as informagoes do Lema 3.2 obtemos a se-

qiiéncia exata ciclica

Ko(C(852)) — 2?2 e (@(D x §1))2 — 7™ [o(C(ST x 1) X

T2y — T4

Ky(C(SY x 1) Ky(C(D x §1)2 <220 e (0(552)

(3.4)

Como podemos perceber, para fazer uso desta seqiiéncia precisaremos antes
saber quem sdao K;(C(D x S')) e K;(C(S' x S')), parai = 0 e i = 1, e seus
geradores. E para realizarmos estes célculos utilizaremos alguns resultados de K-

teoria apresentados no segundo apéndice deste trabalho.

Lembrando que C(D x S) ~ C(S',C(D)) e C(S* x S ~ C(S,C(SY)),

podemos entao construir as seqiiéncias exatas curtas
0 — SC(D) — C(S',C(D)) — C(D) — 0
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0 — SC(SY) — (S, C(SY)) — O(S') — 0

e por B.25 temos
Ki;(C(D x ")) = K,_;(C(D)) ® K;(C(D)) e
K;(C(S* x SY) = K1_;(C(SY)) @ K;(C(SY)).

Dos exemplos B.18 e B.24 e dos isomorfismos acima temos:

o Ko(C(D x SY)) = [1]oZ
o Ki(C(D x 8") = [w)Z
o Ko(C(S" x 8Y)) = [1)oZ @ [ s1) ()] Z

o K (C(S' x SY)) = (LZ @ [r],Z.

Com isto o diagrama (3.4) pode ser visto como

Ko(C(95%) =722~ 2] @ Za] =20 @ Zffo(sn ()]

(m2 =11 (P14 P24 )1

Z[3] ® Z[w]

Z[ro| @ Z]ro]

K1 (C(SS?).
Pela definigdo dada nas equagoes (3.2) e (3.3) do Lema 3.2 obtemos

71—1*<x7y) = (.T,O) € 7T2*<I7y) = (y,O),

ou seja, na linha superior do diagrama anterior temos
(7T2* - 71-1*)0(‘7"7 y) = (y -, O) (35)

Além disso, temos 71, ([w]) = ([v]) e o, ([t0]) = [—3%0], ou seja, os geradores da
imagem serao (0,1) e (2, —1) e portanto para a linha inferior do diagrama anterior

teremos o homomorfismo
(M2, — M 1(z,y) = (2y, —y — ). (3.6)
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Portanto veremos o diagrama anterior como

Kg(0(552>) (P14,P24 )0 Z[l] o Z[l] MZ[]_] fan) 2[90(51)(1’0)]

51 50

Zls) @ Zw] EL" P g @ Zw] <P g (0(552).

Note que o homomorfismo (7w, — 71, )1, isto é, a aplicacao (z,y) — (2y, —y —x)
¢ injetora, logo a imagem de (p;,,ps,)1 € nula. E o niucleo de (my, — 71, )o, dada por
(x,y) — (y — x,0), é Z[(1,1)]. Assim do diagrama anterior obtemos a seqiiéncia
exata

0 — Z[(1,1)] — K1(C(55%) — 0
e portanto o isomorfismo
Ki(C(58%)) ~ Z[(1,1)].
Temos ainda que o nticleo de (79, —1, )o € isomorfo a Z[(1, 1)], ou seja, a imagem
de (p1,,p2.)0 € Z[(1,1)]. E a partir da imagem de (my, — 71, )1 que é 2Z®7Z, podemos

obter o niicleo da aplicagao v : Z[3] ® Z[w] — Ko(C(SS?)) que é um grupo isomorfo
a(Z@®Z)/(2Z ®Z) ~ Z|(1,0)]. Com isto construimos a seqiiéncia exata

0 — Zs[(1,0)] — Ko(C(SS?)) — Z[(1,1)] — 0
0 que consequentemente nos leva a

Ko(C(5*S5?)) ~ Z[(1,1)] @ Z»[(1,0)].

3.2 O carater de Chern - Connes

Como dito na introdugao deste capitulo precisamos conhecer a K-Teoria da
C*-éalgebra A gerada pelos operadores pseudodiferencias classicos de ordem zero da
esfera e para tal vamos utilizar a seqiiéncia exata (3.1) e os grupos Ky(A/K) e

K, (A/K) encontrados na segao anterior.
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Novamente através da seqiiéncia exata
O—>1Ci>AL>A/IC—>0 ,
como em B.23, a partir da funtoriedade de K, e K e da periodicidade de Bott B.22,

obtemos a seqiiéncia exata ciclica

Ko(¥) Ko(m)

Ko(K)

Ko(A) Ko(A/K)

K1 (A/K)

Pelos célculos da se¢ao anterior temos

Ko(A/K) ~ Ko(C(85%)) = Z[(1,1)] & Zx[(1, 0)]

Ky(A/K) ~ K1(C(875?%)) = Z[(0,1)].

Como em [LM] a formula de Fedosov nos mostra que em toda variedade com-
pacta, como é o nosso caso, existe um operador pseudodiferencial classico de ordem
zero com indice de Fredholm igual a 1 (um), ou seja, a aplicagdo do indice § é

sobrejetora, logo

Ko(v)

Z[(1,1)] & Z,[(1, 0)]

K (v) Ki(m)

z[(0,1)] K1 (A)

e

Assim, como ja feito na secao anterior, podemos decompor este diagrama em

duas seqiiéncias exatas, e sao elas
0 — Ko(A) — Z[(1,1)] ® Z5[(1,0)] — 0
isto porque o nucleo de Ky(¢) =0 e
0 — Ki(A) —0
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pois o homorfismo de grupos 0 : Z — Z é sobrejetor e conseqiientemente injetor,

logo a imagem de K;(¢) = 0.

Destas duas seqiiéncias temos

Observe entdo que o carater de Chern-Connes neste caso se resume ao caso par, ou
seja, basta encontrarmos Ch, : Ko(A) — HR"(SO(3)), ja que Ki(A) = 0.

Antes de calcularmos o cardter de Chern-Connes como na Defini¢ao 1.12, cabe

observar que qualquer homomorfismo h : Z, — R é nulo, ja que

0= h(2) = h(1+1) = 2h(1).

Com isto o carater de Chern-Connes para o C*-sistema dindmico em questio
b

isto &, para (A = ¥°(52),S0(3),«) é dado por
ch, : Ko(A) & K1(A) = Z[(1,1)] © Zs[(1,0)] & 0 — Hg(SO(3))
e este nao se anula apenas no gerador [(1,1)] de Ky(.A) e portanto se resume a
Chy : Ko(A) = Z[(1,1)] — R,

com Ch.([1,1]p) = 7(3) que é igual a medida de S2.
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Capitulo 4

A K-teoria do fibrado das coesferas

do Toro

Dado o C*-sistema dinamico (A, S*, «), onde A & ¥9(T) a C*-algebra gerada
pelos operadores pseudodiferenciais classicos de ordem zero do Toro e a agao a é
a de conjugacio pela translacao em S, podemos repetir o raciocinio utilizado nos

dois capitulos anteriores para calcular o carater de Chern-Connes neste caso.

Note que assim como nos exemplos anteriores temos « continua e W%(7') in-
variante pelo célculo funcional holomorfo o que nos da razao em dizer que estamos
calculando o carater de Chern-Connes para os operadores pseudodiferenciais cléssi-

cos de ordem zero do Toro.

E para calcularmos K(A) e K;(A) neste caso, precisariamos antes calcular a
K-teoria do fibrado das coesferas do Toro e é por este motivo que apresentaremos
neste capitulo o céalculo dos grupos de K-teoria do fibrado das coesferas do Toro e

seus geradores.

De fato, para obter Ky(A) e K;(.A) seria necessario utilizar um raciocinio ané-

logo ao feito em (2.1) e (3.1) no qual £ C A e a sequéncia
0—>]C—>AL>.A//C—>0 (4.1)
¢ exata.

Novamente pelo Teorema 2 de [M2| e seu corolério, existe um isomorfismo ¢
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entre o quociente A/ e C(S*T) L C(S'x T).

Utilizando a seqiiéncia (4.1) e o Teorema B.23 temos a seqiiéncia exata ciclica

de seis termos

KO(IC) Ko(v) Ko(m)

Ko(A) Ko(A/K ~ C(5T))

Ki(m) K1()

Ki(A/K ~ C(S*T))

K5 (A)

K.(K).

Assim como visto anteriormente, como 71" é compacto, a aplicacao ¢ é sobrejetora
e portanto K () = 0, além disso K;(K) = 0 o que nos permite decompor o diagrama

acima em duas seqiiéncias exatas, sao elas

0— Ko(A) — Ko(C(S*T)) — 0

0— Ki(A) — K4 (C(S*T)) — Z — 0.

Através das duas seqiiéncias exatas acima fica claro que um modo de encontrar-
mos K(A) e K1(A) e seus geradores, ¢ encontrando antes os grupos de K-teoria de
C(S*T).

Vamos entao calcular os grupos de K-teoria de C(S*T") e para isto pensemos em
C(T) = C(S' x SY) ~ C(S,C(SY)), com (z,w) € S* x S, e tomemos a seguinte

seqiiéncia exata curta
0 — SC(S') — CO(T) — CO(S') — 0.
Como a seqiiéncia exata acima cinde, temos

Ko(C(T)) = Ko(C(SY)) & K1(C(SY)) = [oZ & [fc(s)[ro)1)oZ

K\(C(T) = Ky (C(SY)) @ Ko(C(SY)) = [Besy o)1 Z & [ro)1Z,

lembrando que to representa a funcdo w(z,w) = w.
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Pensando agora em S*T ~ St xT = St x S1 xSt (£, 2,w) € S*T e procedendo-

se da mesma maneira, temos a seqiiéncia exata cindida
0 — SO(T) — C(S*,C0(T)) — C(T) — 0.
Logo

Ko(C(S*'T)) = Ko(C(T)) & K1(C(T))
= [1oZ @ [Oc(sny[0]1]oZ @ [Oocr) [Bost [ol1]oZ @ [Oc(ry[ro]1]oZ

K, (C(5'T)) = K1 (C(T)) ® Ko(C(T))
= [Besy[ohZ @ [WhZ @ [Bery 1ol Z @ [Ber)[0c(shy[10]1]o]1 Z.
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Apéndice A

Representacoes em algebras de Lie

Nossa intencao neste apéndice é a de mostrar alguns resultados basicos sobre
derivagao e representagoes em algebras de Lie que sao utilizados no primeiro capitulo
desta tese. Um exemplo disto é o de que dado um C*-sistema dinamico (A, G, ),
a definicao dada em Defini¢ao 1.1 faz sentido, isto é, o de que a aplicacao J é de
fato uma representacao de g, algebra de Lie do grupo G, sobre a algebra de Lie das

derivagoes sobre A,

Gostariamos aqui de agradecer novamente o inestiméavel auxilio dado por Daniel
V. Tausk que produziu grande parte do texto e das explicagoes aqui expostas, assim

como sua colaboragao em outros pontos deste trabalho.

Sejam G um grupo de Lie, A um espago de Banach (que em nosso caso sera
uma C*-dlgebra) e o : G — GL(A) um homomorfismo (lembrando que GL(A) ¢ o
grupo dos isomorfismos lineares continuos de A e que contém Aut(A) o grupo dos

s-automorfismos da C*-algebra A).

O vetor = € A é de classe C* (0 < k < 00) se a aplicagao a(z) : g — a,(x) é de
classe C*. E assim, como na Definicao 1.1, se  é no minimo de classe C' e X € g

definimos

d

ox(7) = i [aewp(tX) ()]]t=0-

A proposicao a seguir é basicamente a demonstracao do teorema de Garding,
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isto é, a de que a *-algebra de Fréchet A é densa (na norma) em A, para maiores
detalhes vide Teorema 1 do capitulo 5 de [A].

Proposicao A.1 Sejam f € C.(G) e v uma medida de Haar (invam’ante a es-
querda) sobre G. O operador ay : A — A dado por ag(a) = [, f( (a)dv(x)

satisfaz as sequintes afirmagoes.

1. Se f € CX(G), entdo ayf(a) € A®, Va € A.

2. Dada uma seqiiéncia (f;)ien C C2°(G) tal que:
(i) [ fi(x)dv(z) =1, Vi e N;
(it) f; 20,VieNe
(iti) para qualquer vizinhanga U da unidade de G, temos supp f; C U exceto
para um numero finito de indices.

Entao ay,(a) converge para a, para qualquer a € A.

Demonstracao: (1) Seja g um elemento de G, como a medida de Haar ¢ invariante

a esquerda obtemos
agor(a /f z)og(a)dv(x /fg x)og(a)dv(z).
Assim para X € g e g, = exp(tX), com t € R, temos

flarta) = 1) = [ 3 ftagtars = [ xslatais

vendo aqui X como o campo de vetores invariante a direita sobre GG e que corresponde

a transformagao x — ¢;x.

Portanto

%= )= - /G / X (g5 (a)dsdv(x)

- [ [ xiwaganasiv
_ /0 e /G X f(2)an(a)dy(z)ds

—— [ apaxslards

0
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o, — 1
lim —2
t—0 t

ar(a) = —axy(a).

Provamos com isto que a aplicacao a(as(a)) : G — A, dada por g — ayar(a) é
de classe C' e repetindo-se este mesmo argumento podemos provar que esta ¢ uma

aplicagao de classe C'™°.

(2) Dados € > 0 e a € A, podemos escolher uma vizinhanga U da unidade de G

tal que [|ag(a) — al| <€ para g € U. Como ay,(a) —a = [, filg)(ayf — f)dv(g),
entdo se supp f; C U, temos ||ay,(a) — al|] <e.

Definicao A.2 Dadas g, e go dlgebras de Lie dizemos que a aplicagio ¢ : g1 — @o
€ um homomorfismo de dlgebras de Lie se ¢ € linear e preserva os colchetes de Lie,
isto 6, p([X,Y]) = [p(X), ()], VX,V € gu.

Além disso, se go for GL(n,C), GL(n,R), ou ainda End(V'), V espago vetorial,

0 homomorfismo ¢ € chamado de representagao.

Dadas duas variedades diferenciaveis M e N, A um espago de Banach e uma
aplicagao f : M x N — A de classe C?, denotaremos, para (zg,y9) € M X N, a

diferencial da aplica¢ao x — f(x,yy) em xy por
O1f (w0, yo) : TogM — A
e a diferencial da aplicacao y — f(zo,y) no ponto yo por
O f (xo,y0) : Tyy N — A.
Apenas utilizando o Teorema de Schwarz em coordenadas locais em torno de
(20, yo) podemos mostrar que para quaisquer v € T, M e w € T, N a diferencial da

aplicacao

z— Oyf (x,y0)w € A

no ponto xy avaliada em v coincide com a diferencial da aplicagao
y = Oif(zo,y)v € A

no ponto yy avaliada em w.
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Lema A.3 Sex € A ¢ de classe C*, entdo:

~

. Vg € G o vetor ay(z) € A € de classe C*;

2. sek >1eX €g, entio a aplicagio Ax : g — Ox(ay(z)) € A € de classe
Ck_l,'

3. sek>1, entao VY € g o vetor dy(x) € A ¢ de classe C*7;
4. sek>2eX)Y €g, entao dAx(1).Y = 0xdy(z);

5. sek >21eX €g, entao a aplicagio Tx : (g,h) — ayz(dx(an(x))) € A € de

classe C*1;

6. sek>2eX,Y €g, entao

(517’){(1, 1)Y = 5)/((5)((1')) (& (527')((1, 1)Y = (5)((5}/(1’))

Demonstragao: (1) Consideremos a aplicagao

f: GxG — A

(9,h) = ang(x) = anay() ’

de classe C*. Como por hipotese z é de classe C*, entdo para todo g € G a aplicacao
h— ap(ay(x)) é de classe C*, logo ay(z) ¢ de classe C*.

(2) Para k > 1 temos 0»f(g,1).X = d(ai(ay(z))).X = dx(ay(z)) = Ax(9),

consequentemente \x é de classe C*~1,

(3) Vale também para todo h € G e Y € g que

O1f(1,h).Y =d(ap(aq(2))).Y = ap(dy(x)),
ou seja, dy (x) é de classe C*~1.

(4) Se k > 2, utilizando a afirmagao anterior a este lema aplicada a f no ponto

(1,1) € G x G e nos vetores X,Y € g, temos

dx(1).Y = d(0:f(1,1).X).Y = d(,f(1,1).Y).X
= d(8y(2)).X = d(an(dy (2))).X = 6x(5y (2)).
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(5) Consideremos agora a aplicagao

F: GxGxG@ — A

(91’92’93) = a919392<x)

I

novamente F ¢ de classe C* e para y = ay, () temos

F3F(91,92,1) = d(ag, (1(y))) = 4, (0x (y)) = 7x (91, 92);

ou seja, 7 é de classe C*1,

(6) E se k > 2 a derivada 01 (7x(1, 1)) é calculada observando-se que a aplicagao

g — Tx(g,1) coincide com «;(z), para z = dx(x). Assim
O1(1x(1,1)).Y =d(a1(2)).Y = 0y (a1(2)) = dy (0x(x)).
Da mesma forma, g — 7x(1,¢g) coincide com Ax e

Teorema A.4 Se x € A € de classe C?, entao VX,Y € g temos

(5[}(&/](1’) = 5)((53/(1‘) — 5y5)((£L‘)

Demonstragao: Dados g,h € G temos agzapoy-1(x) = o, n) (), onde i, é o au-
tomorfismo interno de G, isto ¢, i,(h) = ghg™'. Da mesma forma, se y = a,-1(z),
temos a0 a(y) = a(x)oi, *. Pelo item (1) do lema anterior, y ¢ de classe C?, desse
modo diferenciando a igualdade anterior em 1 € G de ambos os lados e avaliando

em Y € g temos:
d(aga(y)(1)).Y = d(a(r)iy(1)).Y

ag(0y (y)) () = daa,0r)(2),

para todo g € G, onde Ad, = d(i,(1)) : g — g.

'a aplicagdo a(z) : G — A é aquela dada por a(z)(g) = a,(x).
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Diferenciando-se a igualdade acima em g = 1 e avaliando-a em X € g, lem-

brando que oy (dy (ag-1(2))) = 7v (9,97 "), temos
d(ay(dy (ag-1(2)))). X = d(7y(g.97")).X

eem g = 1 temos d(7y(1,1)).X que pelo lema anterior é de classe C'! e a diferencial
avaliada em X ¢ dada por 07y (1,1).X — o1y (1,1).X = dxdy(x) — dyox(x).

Agora diferenciando-se o lado direito da igualdade temos Z — d07(z) € A linear
e continua, pois coincide com d(a(x)(1)). Além disso, a diferencial da aplicagao

g— Ady(Y) € g no ponto g =1 e avaliada em X ¢é igual a [X, Y], ou seja,
d((SAdl(y)($)).X = 5[X’y](x).

Com isto provamos que a aplicagdo 0, como na Definicao 1.1, é de fato uma

representacao de g na algebra de Lie das derivagoes de A*°.
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Apéndice B

Resultados sobre K-teoria de

C*-algebras

Este apéndice dedica-se a uma breve introducao e a apresentacao de alguns
resultados bésicos, utilizados neste trabalho, sobre a K-teoria de C*-algebras. Os
resultados aqui apresentados sao classicos e podem ser vistos com mais detalhes em
livros como [RLL|, [WO] e [B], que nesta seqiiéncia, aumentam o grau de complex-

idade e diminuem o de didatica.

Definigao B.1 Uma C*-dlgebra A é uma x-dlgebra de Banach onde ||a*a| = ||a||?,
para todo a € A. Se A possui unidade, 14, entdo dizemos que A € uma C*-dlgebra

com unidade.
Alguns exemplos bastante conhecidos e utilizados de C*-algebras sao

Exemplo B.2 Seja 'H um espaco de Hilbert de dimensao finita ou infinita, entdao
L(H), conjunto dos operadores limitados de H, é uma C*-dlgebra quando conside-

radas as operagoes

(T + S)(h) = T(h) + S(h)
(TS)(h) =T (S(h))
(AT)(h) = AT (h),
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a norma usual de operadores
|| = sup{||T'h[| : h € H, [|n]| <1},
e a involucao obtida através do produto interno,

(Th,k) = (h,T*k) para h ek em H.

Exemplo B.3 O conjunto das matrizes quadradas nxn a valores complexos, M, (C),
também € uma C*-dlgebra, basta identificarmos este espaco com L(C") e temos um

caso particular do exemplo anterior.

Exemplo B.4 As subdlgebras fechadas e auto-adjuntas de L(H), H um espaco de

Hilbert, como no exemplo (B.2) também siao C*-dlgebras.

Exemplo B.5 Dada uma C*-dlgebra A, o conjunto das matrizes M,(A), munido
das operacoes usuais também é uma C*-dlgebra. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark,
vide Teorema 1.1.8 de [RLL], A € isomorfa a uma C*-subalgebra de L(H), para
algum espaco de Hilbert H. Assim M, (A) é uma C*-subalgebra de L(H™).

Dada uma x-algebra A qualquer, com ou sem unidade, podemos associar a esta
uma *-algebra A que possua uma unidade. Isso pode ser feito se construirmos A,

chamada de unitizacao de A, da seguinte forma:

A=AsC
(a,z)(b,w) = (ab+ zb+ wa, zw)

(a7 2)* = (a*a E)

e teremos como unidade de A o elemento 1 7 = (0,1). Além disso, teremos uma
identificagao, através de um homomorfismo injetivo, de A com um ideal maximal de

A através dos elementos (a,0), para todo a € A.

Como A pode ser identificado com uma subalgebra fechada de Z, entdo A sera
uma *-algebra de Banach se A de fato for uma *-algebra de Banach. E por fim, se
A é uma C*-algebra podemos definir em A uma norma que a torna uma C*-algebra,

vide Teorema 1.15 de [D].
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Dadas as *-algebras A e B podemos também estender os x-homomorfismos

¢ : A — B para *-homomorfismos ¢ : A — B, dados por ¢(z + 213) = é(x) + 215,

Como pode ser visto em 1.1.6 de [RLL| a associagao entre A e A nos permite

construir a seqiiéncia exata curta cindida, dada por
OHAQZ%(C—M) (B.1)

com 7 a aplicagdo quociente e A(z) = z1;. Além disso, se A possui unidade a

aplicagao (a, z) — a+ z(1; — 14) é um isomorfismo entre A ® C e A

Definicao B.6 Sendo P(A) o conjunto das proje¢oes de uma C*-dlgebra A, isto é,

o conjunto dos elementos de p € A tais que p = p* = p?, definimos

PalA) = P(Mo(4)) e Pucld) = UPu(A).

Dadas as proje¢oes p e q em Poo(A), mais precisamente p € Py, (A) e q € P,(A),
definimos a relagao de equivaléncia p ~q q se existe u € My, (A) tal que p = uu* e

q = u*u.

0
Definimos também a operacao p ® q = ( g > em Poo(A).
q

Utilizando a definicao acima podemos construir o semigrupo abeliano e com
unidade (Py(A), +), onde

Po(A) = Po(A)/ ~0 e [plo+[alo = [p® qlo-

Dado qualquer semigrupo abeliano (.S, @) existe uma construgao bastante co-
nhecida, chamada construcao de Grothendieck, de um grupo abeliano a partir deste
semigrupo. Definimos a relagao que facilmente se prova ser de equivaléncia ~ em
S xS, dada por (z1,y1) ~ (z2,y2) se existe z € S tal que 1 Dys Bz = 22D yy D 2.
Dessa forma definimos o grupo de Grothendieck como sendo Gg = S x S/ ~, cuja
operagao + ¢é dada por [x1,y1] + [T2, 2] = [x1 D X9, y1 D o], onde [z,y] designa a

classe de equivaléncia de (z,y) € S x S.
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Nao ¢é dificil provar que (Gg, +) construido acima é de fato um grupo e também
que é abeliano. Além disso, para y € S existe uma aplicacao, conhecida como

aplicacao de Grothendieck, que independe do y escolhido e que ¢ dada por
vs: S — Gs
r— [z @y, yl

Estamos prontos portanto para definir o grupo de K-teoria Ky(A) de uma C*-

algebra A com unidade.

Definigao B.7 Dada uma C*-dlgebra A com unidade, podemos definir o grupo de
K-teoria Kyo(A) com sendo o grupo de Grothendieck obtido a partir do semigrupo
abeliano e com unidade (Py(A),+), onde por abuso de notagao [plo = v([plo), para
v : Py — Ko(A) a aplicacao de Grothendieck.

Existe uma representacao padrao, muito utilizada, para os elementos de Ky(A).
Tal representacao é apresentada na proposicao a seguir e sua demonstracao pode ser
encontrada em 3.1.7 de [RLL].

Proposigao B.8 Seja A uma C*-dlgebra com unidade, entao

Ko(A) = {lplo = lglo : p,q € Poo(A)}
= {[plo = lglo : p,q € Pu(A)}.

A defini¢ao anterior nos permite entender K como um funtor entre a categoria
das C*-algebras com unidade e a categoria dos grupos abelianos, vide 3.2.4 de [RLL].
Além disso, poderiamos utilizar a definicao acima também para C*-algebras sem
unidade, mas isto impediria o funtor K, de ser meio-exato !, como pode ser visto

no exemplo 3.3.9 também de [RLL].

Dado um *-homomorfismo de C*-dlgebras ¢ : A — B utilizamos a funtoriedade
de Ky para definir o homomorfismo de grupos
K0(¢) . Ko(A) — K()(B)
[plo — [6(p)lo-

'Um funtor F é dito meio-exato se dada uma seqiiéncia exata curta 0 — A 4BY% oo 0,
temos a seqiliéncia exata F(A) iy F(B) ) F(C).
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Ja para C*-algebras A sem unidade definimos o grupo Ky(A), como sendo o

nucleo da aplicagao Ko(m) : Ko(A) — Ko(C), dada por Ko(m)([plo) = [7(p)]o que

pode ser melhor entendida através da seqiiéncia exata B.1, ou resumidamente

Ko(A) = N(Ko(m)).

E como pode ser visto em 4.1.3, 4.3.2 e 4.3.3 de |[RLL] esta defini¢ao de K,
para uma C*-algebra qualquer nos permite provar que além de funtor, K, também
¢ meio-exato e exato cindido, isto €, leva seqiiéncias exatas cindidas de C*-algebras

em seqiliéncias exatas cindidas de grupos abelianos.

Além disso, o funtor Ky é continuo com respeito a limite indutivo e é estavel,

isto ¢ Ko(limA,) = lim(Ky(A,)) e Ko(A) ~ Ko(A® K) 2

Assim como para C*-algebras com unidade, existe uma representacao padrao

para os elementos de Ky(A), com A uma C*-algebra qualquer.

Proposicao B.9 Sejam A uma C*-dlgebra qualquer e s = Ao : A — g, obtida

através de B.1, entao

Ko(A) = {[plo = [s(0)]o : p € Puo(A)}

Feito isto temos a defini¢ao, o retrato e algumas propriedades bésicas do grupo
Ko(A) e do funtor Ky, para A uma C*-algebra qualquer, mas antes de darmos alguns
exemplos do calculo de alguns desses grupos definiremos o outro grupo de K-teoria

de uma C*-algebra A, em outros termos, K;(A).

Definigao B.10 Sendo U(A) o grupo dos elementos unitdrios de uma C*-dlgebra
A com unidade, isto €, o conjunto dos elementos u € A tais que u*u = uu* = 14,
definimos

U, (A) = UM, (A)) e Usx(A) = UUy(A).

n=1

0
Definimos em U (A) a operagao u @ v = ( ;)L > :
v

2Lembrando que K é a C*-algebra dos operadores compactos sobre um espaco de Hilbert sepa-

ravel e de dimensao infinita.

59



E dados os unitdrios uw e v em U (A), ou mais precisamente, u € U,(A) e
v € Un(A) definimos a relagao de equivaléncia u ~1 v se existe k € N tal que

U® g ~p v ® L em U (A), onde ~y, € a usual homotopia por caminhos.

Estamos prontos portanto para definir o grupo K;(A) para uma C*-élgebra A

qualquer.
Definigao B.11 Dada uma C*-dlgebra A qualquer definimos
Ki(A) = Use(A)/ ~1 .
Denotaremos por [u]; a classe de equivaléncia que contém o elemento u € Us(A) e

a operagao do grupo como sendo [u]; + [v]1 = [u @ v]1, para u,v € Us(A).

Assim como K, K; também apresenta uma representacao padrao que é dada

pela proposicao a seguir e que é uma consequéncia imediata da definicao anterior.

Proposicao B.12 Dada uma C*-dlgebra A, entao

Ki(A) ={[u]; : u € U(A)},
com [u]; + [v]; = [u@v]; e [1]; =0.
Vale ressaltar, vide 8.1.6 de |[RLL|, que dada uma C*-algebra A com unidade
temos Ki(A) ~ U (A)/ ~.

Além disso, K; também é um funtor da categoria das C*-dlgebras na catego-
ria dos grupos abelianos, vide 8.2 de [RLL|, também é meio exato, exato cindido,
continuo para limite indutivo e estavel e as demonstragoes destes fatos podem se
encontradas em 8.2.4, 8.2.5, 8.2.7 e 8.2.8 de [RLL], respectivamente.

A funtoriedade de Ky e K7, nos permite provar uma série de resultados comu-

mente utilizados, como por exemplo.

Proposicao B.13 Dadas as C*-dlgebras A e B, temos
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Estamos prontos agora para darmos alguns exemplos dos grupos Ky(A) e K;(A),

para algumas C*-algebras que serao utilizadas neste trabalho.

Exemplo B.14 Para a C*-dlgebra A = M,,(C), particularmente C = M,(C), temos

Ko(A)=Z e K (A)=0.

Temos K1(A) =0 pois A é conexo e para Tr o tra¢o usual das matrizes temos
o 1somorfismo Ko(Tr) entre Ko(A) e Z, como pode ser visto em 8.1.8 e 3.3.2 de
[RLL] respectivamente.

Cabe ressaltar que dado um traco 7 : A — C de uma C*-algebra A qualquer,

temos 7(p) = 7(q), se p ~o q. Assim Ko(7)([plo) = 7(p), para p € Py (A).

Além disso, se 7 é um trago positivo, isto é, 7(a) > 0, para todo elemento

positivo de a € A, entao Ko(7)([plo) = 7(p) = 0, ou seja, Ko(T) : Ko(A) — R.

Da estabilidade dos funtores Ky e K; e do exemplo anterior, temos

Exemplo B.15 Para A = K, dlgebra dos operadores compactos de um espago de

Hilbert separdvel, temos

Ko(A)=Z e K (A)=0.

Exemplo B.16 Seja A = L(H) a C*-dlgebra definida em B.2, para H separdvel ou
nao, temos

Exemplo B.17 Seja A = C(X), a C*-dlgebra das fungées continuas de um espago
contrdatil X, temos

Ko(A)=Z e K (A)=0.

A demonstragao do exemplo anterior pode ser vista em 3.3.6 ¢ 8.2 de [RLL] e
como caso particular deste temos alguns exemplos bastante utilizado neste trabalho,

como
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Exemplo B.18

Ko(C(D)) = Ko(C({pto})) = Ko(C([0,1])) = Z

K1(C(D)) = K1(C({pto})) = K1 (C([0,1])) = 0

onde D € o disco unitdrio, isto é, D = {z € C : |z| < 1} e o gerador de Z é [1]o,
onde 1 € a unidade de C(X).

Definicao B.19 Dada uma seqiiéncia exata curta de C*-dlgebras
0-ALBLC—0
existe x-homomorfismo natural 6, : K;(C) — Ky(A), chamado de aplicagcdo do

indice que torna a seqiéncia

K1(4) 9 K (B) S (0) S Ko(4) = Ky (B) Y Ko (C)

exata. Além disso, existe uma representacao padrao para tal aplicacao dada por

01([ulr) = [p] = [pal]

onde u € U,(C), v € Usn(B), p € Pan(A) e p, = ( - ) satisfazem

o) = vpv* e &mz(uo )

0 u*

Uma prova do resultado encutido na definicao anterior pode ser encontrada em
9.1.4 de [RLL]. Além disso, o nome aplicagao do indice se deve ao caso particular
do indice de Fredholm, isto é, quando a seqiiéncia exata da definigao anterior é dada
por

0-K—=A—A/K—-0

temos d; : K1(A/K) — Ko(K) como sendo o indice de Fredholm, vide capitulo 14
de [WO.
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Definicao B.20 Dada uma C*-dlgebra A qualquer chamamos de suspensao de A o

conjunto simbolizado por SA e dado por

SA={f €C(0,1], 4)  f(0) = (1) = 0}
= {f € C(SI,A) : f(l) = 0} = CO(]Ov 1[7 A),

e de cone de A o conjunto denotado por C'A e dado por

CA={fec(01],A): f(0) =0}

Através destas defini¢oes temos a seqiiéncia exata curta
0—SASCAS A—0 (B.2)

para 7(f) = f(1). E como C'A ¢ homotopicamente equivalente a zero, temos
Ko(CA) = K{(CA) = 0 ¢ assim a aplicacdo do indice definida anteriormente se

torna um isomorfismo, como enunciamos a seguir.

Corolario B.21 Dada uma C*-dlgebra A qualquer a aplicagdo 64 que € a aplicagao

01, dada em B.19, da seqiiéncias exata curta B.2
0A = (51 : Kl(A) — Ko(SA)

€ um somorfismo de grupos.

Um dos alicerces da K-teoria é a periodicidade de Bott e para entender este

isomorfismo precisamos de alguns resultados e defini¢oes preliminares.

Dada uma projecao p € P,(A), onde A é uma C*-algebra com unidade, defi-
nimos f, € C(S*,U,(A)) dado por f,(z) = zp+ (p, — p). Sabendo que neste caso a
unitizacao de SA, isto 6, SA = {(f,z): f € SA e z € C} pode ser identificado com
o conjunto das aplicagoes f € C(S*, A) tais que f(1) € Cly, obtemos f, € L{n(g;l)

E assim definimos a aplicagao de Bott para C*-algebras com unidade

ﬁA . Ko(A) — Kl(SA)
[p](] - [fp]1~
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Para C*-algebras sem unidade os resultados sao anélogos, porém como o retrato

de Ky(A) é um pouco diferente do anterior teremos a aplicacao de Bott dada por

ﬁA . Ko(A) — Kl(SA)
[plo — [s(p)lo — [fpf;(p)]l‘

Enunciaremos a seguir este teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada
nas segoes 9.1 € 9.2 de [WO], que prova que a aplicagao de Bott definida acima ¢ de

fato um isomorfismo.

Teorema B.22 (Periodicidade de Bott) A aplicacio fa : Ko(A) — Ki(SA) é

um isomorfismo de grupos.

Utilizando estes dois ultimos resultados obtemos uma das principais ferramentas

da K-teoria que ¢ a seqiiéncia exata ciclica de seis termos. Vejamos

Teorema B.23 Dada a seqiiéncia exata curta de C*-dlgebras
0-ASBLC—0

podemos construir a aplicacao exponencial §y : Ko(C) — Ki(A) que é dada pela

composi¢cao das aplicacoes
Ko(C) %8 K, (SC) ~ Ko(C) 2 K, (A).

Disto e de B.19 decorre a sequéncia exata ciclica

Ko(o Ko(y
Ko(A) — Fy(B) Yl K(0).
(51 60
K1 Kl

De posse destas ferramentas e resultados podemos provar muitas outras pro-
priedades importantes, como também exemplos bastante utilizados na literatura da

area e neste trabalho.
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Exemplo B.24 Para a C*-dlgebra C(S'), temos

Ko(C(SY) = [1Z e Ki(C(SY)) ~ [hi.
Onde 1 simboliza a projecdo 1(e?) =1 e 3 o unitdrio 3(e?) = %.

Dado um espaco compacto Hausdorff X e portanto a C*-algebra C(S* x X)
sabemos que C(S' x X) ~ C(S') @ X ~ C(S',C(X)) e assim podemos construir a
seqiiéncia exata

0— SC(X)— C(SY,0(X)) — C(X)—0

que cinde. Como K, e K; sao funtores que preservam seqiiéncias exatas cindidas,

temos

0 — K;(SC(X)) — K;(C(S',C(X))) — Ki(C(X)) — 0
e portanto
Proposicao B.25 Nas condigoes anteriores temos para 1 =0 ou 1
K;(C(S", X)) ~ Ki(X) & K,_;(X).
Além deste, alguns outros resultados sobre K-teoria sao utilizados neste tra-
balho, mas estes, por aparecerem num contexto diferente do apresentado até agora,

sao enunciados e detalhados apenas quando utilizados o que pode nao ser o mais

didatico, mas talvez seja o mais simples e pratico.
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