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RESUMO

Dado um C*-sistema dinâmico {,4, G, a} construímos uma C'''- álgebra G x ,4,
chamada de Produto Cruzado, e também uma Cl*-álgebra G H ,4, chamada de Pro-
duto Cruzado Reduzido. Obtemos também uma relação bijetiva entre as represen-
tações covariantes do C*-sistema dinâmico e as representações não-degeneradas de

G >q Á. Ao particularizaimos este C*- sistema dinâmico pala o caso em que o grupo
G é mediável, a representação regular será um isomorfismo isométrico entre as C*.
álgebras G H ,4 e G x .A. VeriÊca-se também que ao tomarmos o C*-sistema dinâmico

{C, G, a} temos a veracidade da recíproca, isto é, a representação regulam é fiel se,
e somente se, o grupo G é mediável.

a'

ABSTRACT

Given a C*-dynamical system {Á, G, a} we construct the C'''- algebra G x .4,
which is called Crossed Product, as well as, the C*-algebra G >4 .4, which is called

Reduced Crossed Product. We achieve a bijection between the covariant reprcsenta-

tions of the C*-dynamical system and the nondegenerate representations of (l? x .,4.

Restricting this C'''-dynamical system to the case in which the group G is amenable,

the regular representation will be an isometric isomorphism between the C'''-algebras

G x .4 and G x Á. It can algo be noted that if we take the C*-dynamical system
{C, (7, a} we achieve the truth of the reciprocal, that is, the regular representation
is faithful if, and only if, the group G is amenable.
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Introdução

Um C*-sistema dinâmico é uma tripla {.A, (l;, a}, onde .4 é uma Cl*-álgebra, (y é

um grupo tipológico localmente compacto e a é um homomorfismo contínuo de (7 no

grupo dos automorfismos de .4, equipado com a topologia da convergência pontual.
Podemos construir a partir de um C"-sistema dinâmico {.4, G,a} uma C*-álgebra
chamada de Produto Cruzado e denotado por G x Á.

Uma representação covariante de um C*-sistema dinâmico {.A, G, a} é uma ter-
na (r, u, H), onde H é um espaço de Hílbert, n é uma representação de Á em -B(#)

e u é uma repr"-t'ção u«etária d. G em -B(//), tal q- u.«(a)u; = « (a.(«)) . Es-
tas representações desempenham um papel fundamental na construção do Produto
Cruzado G x Á, uma vez que existe uma relação bijetiva entre as representações

covariantes do C"-sistema dinâmico {.4, G, a} e as representações não-degeneradas

de Zi(G, .A). Através dessa bijetividade podemos obter a representação (n«, Hu) de

Z,t(G, Á), chamada de representação universal por ser a soma direta de todas as
representações não degeneradas de Zi(G, .4) , e utilizar esta representação, (n'«, Hu),
para definir o Produto Cruzado G H .A como sendo o fecho de n«(Li((7, Á)) em

Tom-do-se a repr's"tição co-ria«te(ã'«, À, L,(G, Hu)) , o«de(â'«, Z.,(G, Hu))
é uma representação de ..4, construída a pat'tir da representação universal (r«, .17u) e
À é a representação regular de G, isto é, À,(t) = s'it, V s, t C G, pode-se obter a par-

tir da bijetividade citada no parágrafo anterior, a representação (ã'« x À, L2(G, Hu)),
chamada de representação regular de G x Á. E assim, definimos o Produto Cruzado
Reduzido, G' x Á, como sendo a imagem de G x .4 via representação regular, isto é,

G * .,'! x À(G * .A).

B(H«)'z l
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Estas novas estruturas possuem propriedades especiais quando passamos a par-

ticularizar o C*-sistema dinâmico inicial {.4, G, a}. Um exemplo é o caso em que o
grupo G é med áoe/, esta é uma tradução não literal do termo inglês ''amenable'',
pois se G é medíavel então, ã. x À é uma representação fiel e conseqüentemente o
Produto Cruzado G x .4 será isometricamente isomorfo ao Produto Cruzado Redu-

zido (7 >1 Á. Temos também o exemplo em que a C*-álgebra .4, em {.4, (7, cv}, é o

conjunto do números complexos, C, neste caso a representação regular é fiel se, e

somente se, o grupo (; é mediável.

Neste trabalho desenvolveremos o que foi dito acima como a. construção do
Produto Cruzado (G N .A) e do Produto Cruzado Reduzido (G H ..4) para o caso
geral, assim como, a bijetividade entre as representações covariantes de um C*
sistema dinâmico {Á,G,a} e as representações não-degeneradas de Li(a,.4), ou
melhor, de G x .4. Faremos também a demonstração dos dois teoremas envolvendo

grupos mediáveis que foram descritos anteriormente, contudo, neste caso trataremos

somente dos grupos mediáveis discretos a fim de simplificar um pouco as demons-
trnrÃÉ:.a Hn +n;Q to,.lrí:.rnna
vx wbPVvu uu VWIU ouvi UlllWU B

a

Para que pudéssemos desenvolver os resultados acima citados precisamos preli-

minarmente desenvolver um capítulo sobre C*-álgebras onde apresentamos algumas

das principais definições e exemplos de tal teoria e também alguns de seus principais

resultados que serão de fundamental importância para o desenvolvimento dos dois
últimos capítulos desta. dissertação.

Assim como o primeiro capítulo, fez se necessário um segundo capítulo que
abrangesse tópicos como Grupos Topológicos e Medida de Haar para que conseguís-

semos trabalhar com maior segurança nos capítulos posteriores. Em meio a este
capítulo nos deparamos com algumas integrais de funções a valores vetorials e por

este motivo foi necessária a inclusão de um apêndice ao final da dissertação sobre

este tópico, Integração de Funções a Valores Vetoriais, que será muito utilizado nos

capítulos dois e três deste trabalho.

No terceiro capítulo mostramos a. bijetividade existente entre as representações

covariantes (r,u, H) de um C*-sistema dinâmico {.4, (7, a} qualquer, e as represen-

tações não-degeneradas de LI(G, .4) e logo após isto, definimos o Produto Cruzado
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G >1 .4, e o Produto Cruzado Reduzido G x .4, mostrando também alguns exemplos
e propriedades de tais estruturas.

Para finalizar este texto trazemos o capítulo quatro onde definimos o que é

um grupo mediável e damos alguns exemplos de tais grupos, visto isto, faremos um

pequeno ensejo sobre o Produto Cruzado G x .4 e o Produto Cruzado Reduzido G H ,4

nos casos em que o grupo (l? é discreto. Tal invejo tem a finalidade de auxiliar no
desenvolvimento dos dois principais teoremas deste capítulo, que já foram descritos
aílteriormente.





Capítulo l

C*-álgebras

Neste primeiro capítulo trataremos de alguns resultados de C'''-álgebras que
serão necessários ao desenvolvimento deste trabalho. Servirá, não só, como um
capítulo preliminar para orientar e dar deferência sobre resultados que serão úteis no

decorrer do texto, como também, realizará um trabalho de fixação da notação que

será utilizada em toda a dissertação. Contudo, alguns dos resultados deste capítulo

não serão desenvolvidos, deixando-se apenas uma referência ou uma idéia de como
fazê-los, com a finalidade de não tornar o capítulo muito longo, o que fugiria de seu

propósito.

1.1 Preliminares

Definição [.] t/rna á]gebz'a Á é wm espaço oetoría/, sopre m corpo ]K, ]R ow (C,

m\unido de uma aplicaçiio bitineat, u,q'uã, chama,dü de mu,ltiplica.ção, onde parca todo
a,b e c C Á ua/e

«(z,.)

bando essa á/geóra ,4 possti{ uma norma, ll 11, gue sat s/az a des gua/dado

l«óll < ll«llllZ,ll, p-« tod. « e b C .'l,

.Ã""."'m« «. p« (d, ll 11) d. áZg.ó« «.«m«d«. S' .4 ./b, «mp/'*', s.g-'í. "'«

norma, diz-se qxe A é alma, álgebra de Banach.
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E ainda, se a álgebra de Banuch A adTnite uma 'unidade LA, isto é, se para todo
a C ,4 temos l.:.la = al..l = a e ljl.:.l 1 = 1, então dizemos qae .4 é ama á/geóra de

Bünach com Kni,da,ãe.

No decorrer deste trabalho estaremos sempre utilizando álgebras definidas a

partir de espaços vetoriais sobre o corpo dos números complexos e por este motivo

iremos sempre nos referir a. um espaço como sendo uma álgebra, ou uma álgebra de

Banach ao invés de uma álgebra complexa ou uma álgebra de Banach complexa.

Da definição de álgebra normada, ou melhor, da desigualdade anterior podemos
obter

l«ó - «'ó'll < ll«llllb b'll + ll« «'llllz,'ll para a, b, a' e b' em .4,

donde decorre a continuidade da multiplicação na álgebra normada .A

Definição 1.2 Sega .4 wma (í/geóra, uma indo/anão em .4 é um operador ta/ q e

# : ..4 -

a F-.---> a*

e para lodo a e b em Á e À em K, ua/e

(« + b)*

(.x«y'

(«*)* - «
(«by''

Um,a. átgebra. com 'um,a inuolu,ção é ditct uma. álgebra inuolutiua ou uma +-álgebrü e

ma áZgeóra de Barraca Á corri wma indo/anão que safio/az z íg a/dado lla*ll = llall,

T)ara todo ü € A, é chamada de +-álgebra de Banach.

Definição 1.3 Pr/za C''-á/geóra Á é uma +-á/geóra de Banana onde lla*all = llall2,
para todo a C .A. Se Á possua nídade, l..i, então d lemos güe À é wma C"'-á/febra
com wnÍdade.
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Observe que numa C*-álgebra .4, para cada elemento a C .A temos

hall ll-'ll
l.'ll<li

De fato, como lla'll :Ç l então, llaa'll :Ç llall e assumindo que llall = 1 temos lla*ll = l

e assim sup llaa'll > llaa*ll = llall2 = 1.
ll«'ll<i

Não é necessário supor que ljl...lll :: l quando .4 for uma C"-álgebra não-nula e
com unidade, porque segue automaticamente do fato anterior que jjl.,ill = 1.

Exemplo 1.4 0 cora nZo dos ntímeros como/ecos C mamado da indo/«ção dada pe/a

corÜwgação como/eza, À F-+ À, e da norma oót da pe/o mód /o, 1 . 1, é ama C''-á/geóra.

Exemplo 1.5 0 coÚwnío C'o(X) das /uniões conZh"as gue tende«'' a zero /ora
de zm subconjunto conta,cto de X, onde X é um espaço topotógico Ha,usdor$ e
localm.nte compacto (mais p«ci,sam'nt. pod,erros d,.$ni,« CJol..X) como . conjunto
d« /u«çõ« / g«. f.-«m o ««Jwnf. {« C X : l./'(,)l > .} c.«',p-t. P-« t.'Ío
e> ç]), munido das operações post'uctis

(./' + g)(z) (#) + g(«)

( ./'g)(« )

(À/)(«)

da norma do supremo

1./'11- zeX

E da. inuolKção dada. por j b-:} j, ovtde fÇ=] jÇac), tantbéTn é u,mu, C'-álgebra..

Exemplo 1.6 Sda H wm espaço de #á/óert então B(H), conlunlo dos operadores
lim,ita,dos de H, é lm,a, (y-átgebra quando consideradas as operações

(r + s)(A) (A) + s(A)

(7'S)(A) - 7'($(Â))
( ,xr)(A )

Q norma usual de onerctdores

lrll = suplllrAI : A c H, llÃll $ 1},
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e a inuolução obtida, através do produto interTtO,

(7'A,k> kt. , T* Kb para h e k evrl H.

Exemplo 1.7 0 cona nfo das matrizes q atiradas nxn a z,a/ares como/ecos, .A/n(C),
também é xma (y-álgebra, basta identi$catmos este espaço com B\«T) e temos uln
caso particular do e=evnplo anterior.

Exemplo 1.8 ds s óá/geóras /ecÀadas e auto-adJ rifas de B(#), H am espaço de
Hitbert, como no exemplo (1.6) 1,am,bém são (y-álgebras.

O exemplo (1.6) acima sugere algumas definições para elementos com proprie-
dades especiais dentro de uma C'''-álgebra, dentre elas podemos destacar.

Definição 1.9 Sey'a ,4 uma á/geóra nt;o/ fát;a e a m e/ementa de .4 então dizemos
gae;

(i) .« é h,e«meü-., ou -to-«,dj'','.to, qz«ndo a* = "
ríí) a é rzorma/, se a*a :: aa*

rií0 se À possw{ n dado e a*a = aa* = 1.4 então, dizemos qae a é wnítário.

Definição 1.10 Um ap/ácação /árzear é de uma +-á/geóra .4 a cima #-á/geóra Z? é
chamada de +-hOxítoTTtor$smo se

ó(«v) )é(v) .

@(3*) )* Vz,y C ,4

Se A e B possuem unida,de exigimos q'u,e ÓÇIA) -- IB. Um, +-homem,orFsmo bijetiuo

$ é chama,do +-isomor$smo Se + é lm +-isomor$srno de A em A dizemos que $ é
urn, +-auto ítor$smo de A.

Como no decorrer do texto estaremos sempre utilizando a. involução, abusare-

mos algumas vezes da linguagem e escreveremos apenas Algebra de Banach, homo-

morfismo, isomorfismos, etc. ao invés de +-álgebra de Banach, #-homomorfismos,
+-isomorÊsmos.
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Se uma álgebra .4 não possui unidade é freqüentemente conveniente e necessário

construir, a partir de ,'l, uma álgebra que possua uma unidade. Isso pode ser feito

se construirmos .4, chamada de unitização de .4 1 , da seguinte forma:

(«,À)(b, P) («b+ ÀÓ +P«, ÀP)

e teremos como unidade de .4 o elemento (0, 1). Além disso, teremos uma identi-
ficação, através de um homomorfismo injetivo, de .4 com um ideal maximal de .4
através dos elementos (a, 0), para todo a C .4.

Se ,4 é uma +-álgebra então .4 também é uma #-álgebra considerando a involução

(«,.xy''

E se Á for uma álgebra normada podemos tornar .4 uma álgebra normada utilizando

como uma das possíveis normas

1(«, .x) l

que satisfaz, para todo a e b em .4 e À e p em (C, as condições

(«,À)(ó,p)ll .xó+p«,Àp)ll ,xó+p«ll+lÀpl
< ll«llllóll + IÀlllóll + lpl l«ll + IÀllpl

«ll + IÀI)(llóll+ lpl) < 11(«, À)1111(z,,p)

e

1(«,À)*ll(«*,À)ll+lÀI «ll+lÀ («,À)ll

Como Á pode ser identificado com uma subálgebra fechadas de .4 então, ,4 será

uma +-álgebra de Banach se Á de fato for uma +-álgebra de Banach.

Por fim, se .4 é uma C*-álgebra podemos definir em .4 uma norma de tal forma
que .4 se torna uma C*-álgebra, a. demonstração desse fato está feita mais adiante
em (1.15).

iA unit.ização .'l de uma álgebra .A pode ser kit.a mesmo nos casos em que .4 já possui unidade.
2A verificação de que é um espaço fechado se torna simples simples, basta not.ar que uma

seqüência convergent.e de element.os da forma (a, 0) converge para um elemento dest.e mesmo t.ipo.
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A unitização de uma álgebra descrita acima, serve para vários propósitos, entre
eles, o de definir o espectro de um elemento a em uma álgebra Á qualquer. Observe
que a partir da definição de espectro para o caso em que .4 possui unidade dada
a seguir, definimos com o auxílio da unitização o espectro quando .4 não possui
unidade.

Definição 1.11 Z)ada wma á/geóra .4 com unidade e am e/emenZo a C .A de$rzimos

como o espectro de CL em A o conjunto

.'«(.) c C : « ÀI« g Ín«(À)}

onde inu(A) é o cor\junto dos elementos inuersíueis de A. Oe.Ruinas também o raio

espectral de u,m elemento a. de A como sertão

,(«) {lÀI : .à C a«(«)}

Mas para o caso em que .4 não possui unidade utilizamos o auxílio da unitização
dc .A, como segue.

Definição 1.12 Z)ada ma á/febra Á sem rzádade dizemos q e o espectro de um
e/ementa a C .A é o corÜunZo

.-«(«)

E da mesma forma, o raio espectral de Q será

,(«) {lÀI : ,x c .'«(«)}

O espectro de um elemento a em uma +-álgebra de Banach Á é um subconjunto

compacto de C e diferente do vazio, por 1.2.4 e 1.2.5 de j10]. E pelo Teorema de
Beurling, 1.2.7 de j10], temos para todo a C ,4,

,(«) ll'"ll:/" < ll«ll
n,--too

Lema 1.13 Se a é rn e/ementa awZo-aclj nto de urna C"'-á/geóra .4 então,

«11

10



Demonstração: Como estamos numa C"-álgebra e a é auto-adjunto então a* = a

e llall2 := lla*all = lla2ll, indutivamente temos jja2njl = lall2" e pelo Teorema de
Beurling

r(a) = lim lla"lli/" . lim lIGa"ll1/2" = llall.
n-+ oo ' ' ' ' n, -+ oo

Corolário 1.14 Ezíste no máximo ama nol'ma sopre tina +-á/gcóra gue a jorna

uma C' -átgebra,.

Demonstração: Decorre imediatamente do Lema anterior que se tivessemos duas

normas, ll lli e ll2, na +-álgebra .A tornando-a uma C"-álgebra então,

«ll? - ll«*.If- - «(«*.)

f« l: - ll«*«ll, - ,(«*«)

ou sqa, llalli = llall2, para todo a em .A

Antes de enunciarmos e provarmos o próximo teorema faremos alguns esclate
cimentos, a fim de tornar sua demonstração mais clara e simples.

Dado um espaço de Banach Á definimos B(.4) como sendo o conjunto dos
operadores lineares limitados de Á, isto é é C B(.4) se, e somente se, Ó : .Á --> .4 e

também llÓll < oo, segundo a norma usual de operadores.

Sendo assim, podemos definir, para cada elemento (z,À) de Á,. um operador
I'(z,À) dado por

Z'(,,N(y) .Xy V g/ C .'l,

que claramente está em B(.4) pois,

It(,,Dll = suPllzy+Àyll < suPllz+Àllllyll < llz+Àll < .».
l3/ll<i llvllÇi

Mais detalhes sobre este tipo de operadores podem ser vistos na última. seção deste

capítulo.
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Teorema 1.15 Seja .4 ama C"'-á/geóra sem wn dado então ezisíe ma cínica norma
em .A qwe o dorna wmã C"'-áZgeóra e q e estende a norma de .4.

Demonstração: A unicidade dessa norma decorre imediatamente de (1.14) e sua
existência será demonstrada a seguir.

Seja (z, À) € .A definimos

(z, À)ll. = suplllzy + Ágil lvll :( i, 1/ c Á},

ou de forma equivalente

l(z, .x)ll. = lll(,,Nll

Observe que ll(z,.X)ll. < oo pois, ll(#,À)ll. = llÉ(,,À)ll < oo

De fato 1 11. é uma norma, já que, pela própria definição

1(«,.x) +(,,p)ll.:( ll(«,,x)ll. + l(,,p)ll. . lla(«, .x)ll. lalll(«,À)ll.

para quaisquer z e z em Á e À, p e a em (C

E também ao assumirmos que ll(#,À)ll. = 0, para z C Á e À € C, temos
zy + Ày = 0, para todo y C ,4 com ll3/ll < 1. Supondo À :# 0, temos --À'laço = y

para todo y C Á e dessa forma u = --À-iiç é uma unidade à esquerda. de .4 e u* uma
unidade à direita. Como u = uu* = u* então u é uma unidade de .4, o que é uma
contradição e portanto À = 0 e conseqüentemente # = 0.

Observe que como llzll = suplllzg/ll : llyll < 1, y € .4}, para todo z C Á, então

11. este«de . «orm. de .'{ ( llzll = ll(z,0)ll., V :« C .4).

Vejamos agora que 11. de fato torna Á uma C'''-álgebra. Dados (z,À) e (g/,p)
elementos de .4, como ll(z, À)ll. = llZ(,,X)ll então,

1(«, À)(w,p)ll.:Ç ll(«, .x)ll.ll(y,p) l.

é válida

E assim é suficiente mostrar que

1(«, À)ll::( ll(a, .x)*(«, À)ll.
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Podemos escrever os e]ementos (z, À) C .4 na forma z + À]Ã, onde # se ]ê (z, 0)

e l.i é a unidade (0,1) de .4.

Seja r um número real, 0 < r < 1. Pela definição da norma ll 11. existe y C Á,
com llg/ll:Ç letal querll(aç, À)ll. < llzy+Àyll. Utilizando-se o fato de que llyll = llpll.

e a identificação anterior temos

,'ll(,, .x)ll: < ll«z/ + .xvll'+ ,xv)*(«z/ + Ày)ll

+ ÀiÃ)*(, + .xtÃ)vll.
< llv*ll.ll(«+ Ài.i)*(« + ÀiÃ) .llyll.

:Ç ll(, + .XI.i)*(a + ÀI.i)l .

,x)*(« , À) ll.

e faz-do , --} l temos 11(:«, À)ll: < ll(z, À)*(z,À)ll C

Para mostrar que .4 é completo tomemos uma sequência de Cauchy (z«, À.) em
,4. Então a seqüência (À«)«cw é limitada pois, caso contrário poderíamos assumir

que existe uma subseqüência (À«.)ic/ com IÀ..l --} oo. Mas como (z«.,À«.)ic/ é
limitada, teríamos

(l/,x«.):««. + l.i(l/À«.)(,«.+ À«.l.ã) --> o,

e como Á é completo e fechado em .4 então --z«./À«. --} l.i e assim lj C Á, uma
contradição. Dessa forma (À«)«CN é limitada e podemos assumir que existe uma
subseqüência (À«.){e/ onde À«: -+ À, À C (C.

Com isso escrevemos z«. =(z«:, À«.) --(0, À«.) o que nos mostra que(z«.)ic/ é

uma se(lüência de Cauchy e portanto z«. -} z, # C ..'l. E assim (z«., À«.) -+ (z, À),

com («,À) C ,'l. Porta«to (z«, .à«) ---} («,À)-

Para finalizar esta. parte relativa a unitização vale ressaltar que podemos tam-
bém estender um +-homomorfismo @ : Á -} B, .4 e B +-álgebras, de forma única

para um #-homomorfismo é, da #-álgebra .4 para a #-álgebra B. Para. mostrarmos

esta extensão teríamos que dividi-la em vá.rios casos, como quando .4 e B não pos-

suem unidade onde fazendo a identificação dos elementos (z,À) C ,4 como fizemos

13



ante riorm ente 

te remos 

Mas precisaríamos também separar os casos em que A tem unidade e B não, o caso 

em que B te m unidade e A não e o caso em que A e B tem unidade e por est e 

motivo não fa rem os tal demonstração deixando como referência o t eorema 2.1 .6 de 

11 O] e seus comentá ri os. 

Com isto podemos provar o r sult ado a seguir. 

Lema 1.16 Todo *-homomorfismo </> entre uma *-álgebra de Banach A e uma C' - . 

álgebra B é norma decrescente1 isto é1 contrai a norma. Ou seja
1 

para todo a E A 

vale 

\\ </>(a) \\ :s; \\ a\\. 

D emonstração: Pelo que fo i dito anteriorm ent podemos supor A e B com unidade 

cp(l 11 ) = la , caso contrá rio , tomaríamos Ã e B, e J levando a unidade de Ã na 

unid ade de B. Sendo ass im , para todo a E A t emos <Js(</>(a)) Ç CJA(a), logo 

l\ </> (a) \\ 2 = \\</> (a)* </>(a) \\ = 11 </>(a*a )\\ = r( </>(a*a)) :s; r(a*a) :s; \\a*a \\ :s; \\a\\2, 

1s é, \\ <P (n) \I ~ \ln\\ para todo a E A. 

• 
Es\ ' l m a. xedi 11l i\iza<l m l. l parei, u mons rar qu um *-homomorfismo 

11\J 1v ·11 r •~-á\<rch ras - s mpr UJ11a is m tú a. 

f lda ain1ark para C* -álgebras 
01111t ti a 

O k or<' rn a de (: p]fa nd- aimark nos li z qu toda G"-álgeb ra A comutat iva é 

i soll\ ('lri ca m cnl c· is011 H>rlél ,l Cci(X) l v -
!l( C' .'\ e um spa.ço Ha usdorff local m e nte com-



pacto. Para verificarmos isto iremos ver nes ta seção es te isomorfismo isométrico 

acompanhado da construção do espaço X. 

Definição 1.17 Numa C' -álgebra comutativa A chamamos de caracter de A a todo 

* -homomorfismos1 não nulo1 de A em <C e denotamos por Â ao conjunto de todos 

os caracteres de A 1 que também é chamado de espectro de A. 

Através da própria definição de caracter podemos ver que 11 4> 11 ~ 1 para todo 

<p E Â. Além di sso, ex iste uma relação entre os caracteres de A o espectro dos 

elem entos de A, qu e pode ser vist a no t eorema a seguir , cuj a demonstração pode se r 

encontrada em 1.3.4 de [10] . 

Teorema 1.18 S eja A uma *-álgebra de Banach: 

i) Se A possui unidade então1 

ii) Se A não possui unidade então1 

O"A(a)={ cp(a): </>E Â}U{O}. 

Notação: Dado E um espaço norm ado denotamos por E* ao d ua l de E, isto é, ao 

conjunto de todos os fun cionais li neares contínuos de E em CC. 

D efinição 1.19 Dada uma * -álgebra de Banach A comutativa1 para cada a E A 
1 

seja â( 4> ) = 4>( a) 
1 

para todo 4> em Â. A ap licação que a cada elem ento a E A associa 

a Junção â : Â ➔ <C é chamada de transformada de Gelf and. 

A topologia em Â é a topologia m nos fina qu e torn a todos os elementos â de 
-----Â contínuos. Essa topologia coin cide qu ando olhamos t como um subespaço de A* 

mun icio da topo logia fr aca-* . 

Dessa form a Â U {O} é um es paço fraco- fechado 11 a bola uni tá ri a f cit ada d 

A* e pe lo Teo r ma de Banach-A laog lu , vid ' :3 . l de [:.. j. sa bemos qu a bola uni tá ri a 

fec ha.da de .4 , fraca-* compacta . ou s ja, ,4 U {O} é fr a o- c 111p ac to e as. im 1\ é 
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localmente compacto. Da mesma forma, vemos que quando Á possui unidade então

,4 é fraco-# fechado na bola unitária de .4* e assim sendo, é compacto.

Pelo teorema a.nterior podemos observar também que a transformada de Gelfaíld

é um #-homomorfismo e que llall. = r(a) :Ç llall, ou seja, é norma decrescente.

Estamos prontos, agora, para demorlstrar o Teorema de Gelfand-Naimark

Teorema 1.20 (Gelfand-Naimark) Se .4 é uma C"'-á/geZ,ra comataZáua e não nu

lü então, a representação de Getfand dada. pot

© : ..'l --> C'o(.4)

a F--} a

é um +-Ísomor$smo isométrico

Demonstração: Já vimos que ® é um +-homomorfismo norma decrescente com

la(ó)ll- = llõ(a)ll- = ,(a), além disso '> é isométrico p'is,

l ü' («)ll:., I'>(«)*'b(«)11- «)11- ,(«*«) - ll.*«ll tl«ll'

Como a)(,4) é uma #-subálgebra fechada de ao(d) que separa os pontos de .4 e
como para todo â C .4 existe um elemento .« C ,'! tal que 'D(a)(â) :# 0 temos como

conseqüência do Teorema de Stone-Weierstrass, vede V.8.3 de l21, que '}(Á) = C'o(À).

O Teorema de Gelfand-Naimark nos mostra que toda C*-álgebra comutativa
é isometricamente isomoifa a C'o(X) para X um espaço localmente compa-cto, isto

é, toda C*-álgebra comutativa é essencialmente a álgebra das funções contínua.s

que tendem a zero no infinito sobre um espaço topológico Hausdorff e localmente

compacto. E ainda, se essa C'''-álgebra possui unidade então ela é a álgebra das
funções contínuas sobre um compacto.

Como já conhecemos o Teorema de Gelfand-Naima.rk podemos demonstrar um

resultado importante que foi citado na seção anterior, mas que não foi demonstrado

pela necessidade de tal teorema agora enunciado.

16



Teorema 1.21 Todo +-Àomomor$smo rÜet oo @ : ..4 ---> B, onde .4 e B são ambos

(]'-átgebras, é necessária'mente uma isometria.

Demonstração: Vamos mostrar que llé(a)ll' = llall' pala todo a C .A, o que
equivale a mostrar que ll@(a*a)ll = lla'''all. Podemos supor Á comutativa, caso
contrário, tome a C*-álgebra gerada por a'''a que está necessariamente contida em
,4. Podemos também supor B comutativa, ou então, restringirmos o contra-domínio

ao fecho do conjunto gerado por Ó(a*a) que está necessariamente contido em B. E

mais, podemos também supor ''l e B com unidade e Ó(1.:.1) = IB, como fizemos na

demonstração de (1.16).

Se r é um carácter de B então, 1- o Ó é um carácter de Á e assim podemos definir
afunção

@ : B --> .A

T b-» 1- o d)

que é contínua. Dessa forma @(B) é compacto, ou seja, @(B) é fechado em Á que
também é compacto e pelo lema de Urysohn existe uma função contínua e não nula

/ : .4 -} C que se anula .m V,(Z?).

Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, (1.20), .f = a para algum a C A, ou seja,
para cada T em # temos .- . Ó(a) = â(r . Ó) = 0. Com isto, Ó(a) = 0 . portanto

a = 0. Mas isto implica que ./' = 0, o que é uma contradição, ou seja, @(B) = Á.

Portanto,

1«11 âll- l.'-(«)l =s«pl.'-.Ó(«)
7'C.A 7'C.B

para cada a C .4, o que nos mostra que é é uma isometria.

A partir deste resultado podemos concluir outros muito importantes dentre
eles o de que um #-homomoríismo, é : À ---> B, entre C*-álgebras, nos dá sempre
é(Á) C B é uma C*-álgebra. Alguns outros resultados sobre este assunto podem
ser encontrados no capítulo 3 de j101.
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1.3 Aproximação da Unidade e Elementos Positivos

Definição 1.22 Um e/ementa a de wma C"'-á/geóra .4, qwa/quer, é dáío posít uo se

a é anta-a(junto e o..l(a) C IR+. Escrevemos a > 0 para d zer q e a é Hm e/ementa

positivo e denotct'mos por A} o conjunto de todos elementos positivos de A. Para.
sÍmp/IWcar escreve-se gwe a b o b < a se a -- ó C .4+

Existe uma série de equivalências em relação a definição de elementos positivos

e por isso descreveremos algumas delas na próxima proposição, cuja demonstração

pode ser encontrada em 1.6.1 de ]4].

Proposição 1.23 Se .4 é ama C"'-á/ge6ra e a é wm e/ementa acta-aiZa'unto g a/quer

de A eittão as aSrma,ções übaizo são e(lui atentos:

i) .« é posei-;
ii) CL é da. forma, b'b para ctlgu,m b ç: A;
üi) existe algum h auto-ad:junto de A tat qu,e cl = ha;

. «{nd« o ««J-f. .4+ /o,«,« «m ««. con«- . .#.A«d. z«/ q«. ,4+ n (-.4+) = {o}.

A afirmação (áii), anterior, possui uma outra formulação que nos diz que todo

elemento positivo a em Á+ possui uma única raiz quadrada positiva, ou seja, dado
a C ,4+ existe b C .4+ tal que a = bi/2. Utilizando esta outra formulação podemos

demonstrar o lema a seguir que nos será útil, na última seção deste capitulo, para
provar a limitação de um centralizador, que ainda. será definido.

Lema 1.24 Sejam a e ó e/ementas de wma C'-á/geóra 4 fa/ gue a a: 0 e b*b < a
Ezáste um e/ementa u C .4 ta/ qae llull < lla1/4ll e b = uai/4

Demonstração: Por conveniência utilizaremos .4 como se tivesse unidade, caso

contrário poderíamos utilizei o artifício de identibcar ,'l em .A que possui uma uni-
dade e teríamos os mesmos resultados que temos abaixo inclusive a existência de u
em,4

Definindo-se pa-ra- todo n C N,

u« - Z,(« + 11..,)''/'.'/' .ü(t) - t'/'(t + Z-)''/'
18



. d«. -(a + J-l.:.,)':/' -(«+ -ll..i)':/'

Observe que u., d. e /n estão bem definidos pois, como a e :-l.,i são positivos sua
soma também será um elemento positivo, ou seja, (a + il.4y/' existe e esta bem
definido. Note também que a + :l...l é inversível porque pela positividade de a temos

a..l(a) C IR+, no entanto, se olharmos a -+ :l..! como a -- ÀI.:4 onde À = --i vemos
que À não pertence a a.4(a), ou seja, a + ' l.4 é inversível

Temos também a convergência uniforme de /n para ti/4 quando t C lO, llalll.
Dessa forma,

lu« - «.ll' a..«:/'ll' '/'a..ó*ó.í..«:/'ll
:Ç ll«'/'a.. «.í.. .'/' d..a'/'ll'

- /m(a)ll' < sup ll/n(t) - ./h(t)ll'
[c]o,]]a]]]

e como /n é de Cauchy então, u. também é

Àll:

E assim, tomando-se u = lim...}. u. teremos

uai/4 - lim u«ai/4 - lim b(a + 1l..l)--t/2ai/2 - b
n,-+oo n,--#oo ' n,

.rara terminal vejamos que

lu«ll = lló(« + !i.)-:/'«:/'ll < ll«'/'(. + -!t.)':/'«'/'ll

e assim llull =N llai/41

Definição 1.25 Uma apta ilação da lzn dado rzuma á/geóra formada .4 é wma rede

(zx)xcA em .4 gu. s«fás/a, limo =xa = a = limo «zx, pa« todo a C Á.

Se ea; sfe M € 1R ta/ gue llzÀll < A/, para lodo À C A, dãz-se q e cz aprozimaçâo
ãa, uni,jade é {ãmita,ãa,.

Para o caso em que A é umü C'-átgebra dizemos file u uprolimação da IJ,cidade
é crescente se =).. for positivo Tetra todo X e se \ <:'X iml)li,cur em =x <: =,.t.
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Enunciaremos agora um teorema, muito útil para o restante deste trabalho, que

garante a existência de uma aproximação da uílidade crescente em uma C''-álgebra.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em 13.1 de l61 e também em
3.1.1 de j101.

Teorema 1.26 Z)ada ma C''-(ígeóra .4 e wm idem/ denso / de .4, então ea; sfe wma

«p««{m«çã. d« -id«d. («À)À« .m /, ""c.«t. . t«/ q«. lluXll :Ç 1. E «{«d«, .. .4 '
separáuet Q apto:cimação dct unidade pode ser indo ada por lm conjunto en\ mera-ue!
como lg.

1.4 Teorema de Gelfand-Naimark-Segal e a Teoria
das Representações

Definição 1.27 Uma representação Dama #-á/geóra .4 é um par («', #), onde H é
wm espaço de Hilbert e T . A -.} B(.H) é 'um +-homem,or$s'm,o. Q'uando A possui

\unidade exigimos que 'nÇIA) -- IBtH). Uma representação T é ditct jiet se o hol-no-

mo$s«,. «' é {«j'f.,, í.t« é, «'(«) s., . .."''.«'' .e, «

Definição 1.28 Uma representação (a',X) de wma +-á/geóra ,4 é data cíc/áca se

.,{s'. «m «.t« { C H í«/ q«. . .«b"p«ç. «'(,'1)( («){ : « C .4} é d.«.. .".
H. O uetor ( é chctmüdo de uetor cíclico.

Observemos que como B(H) é uma C*-álgebra então, uma representação n de

uma C*-álgebra .A, é um #-homomorfismo entre C*-álgebras e portanto, por (1.16),
temos llr(a)ll < llall, para todo a C .4, isto é r é limitado. Se n for fiel então, por
(1.21), a é uma isometria de 4 em uma C*-subálgebra de Z?(H).

A soma direta de representações de uma C*-álgebra .4 também é uma repre-
sentação de À. De fato dada uma família de representações (nÀ, Xx)xcA podemos

co«tr«ir ; repr""tição («, H) de Á, -d' # = ©*H* e «(«)(((*)À) = (rx(«){x),,
pa-ia todo a C ,4 e {À C //À.
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Definição 1.29 Seja Á ama C''-á/geó7'a, dizemos qwe wm/uncÍona/ @ de .4 é posÍtít;o

s. ete te«« 't'm'fetos positivos em '-útero: positivos ou 'ruiu«I'nt.m'nte, po« (1.23),

ó(«"«) > o V a C .,'!

Um /wnciona/ / cear pos tília é é chamado de estado se ll@ll = 1. O cora?ínfo de
todos os estados de Á é denotado por S(Á) 3

Lema 1.30 Todo /unciorza/ /arear posítát;o é de wma O"'-á/geóra .4 é contíguo. E

.d« (ux)x.A ««.« «p««im«çã. d« -íd«de de .A .«{ã. ll$11 mxÓ(ux). ; N. c«'

.«. q«. ,4 po««{ -Íd«de t.mos llÓll = ó(i«)'

Esse é um resultado bastante conhecido e sua demonstração pode sel encontrada

em /.9.5 de ]31 ou em 3.3.1 e 3.3.3 de j10].

Antes de construirmos a representação de GNS desenvolveremos uma desigual-
dade que será necessária à construção. Seja @ um funcional linear positivo de uma

C*-álgebra .A qualquer, podemos então definir um outro funcional linear positivo .f
de .4 da seguinte forma ./(c) - É(!=!Q para um b C 4 fixo. Cabe notar que, de fato,
/ é funcional e linear e sua positividade decorre de ./(c*c) - é(!:!:!U a: 0, para todo
cC Á

Utilizando-se a continuidade de ./', (1.30), temos

í/ii - iip/(«J - ii{« i!::?- - iÍ$g - :,

para (ux) uma aproximação da unidade de .4. Com isso, ./(a*a) < lla*all, ou seja,
ó(ó*«*«ó) < ll«*«llé(Ó*Ó).

Teorema 1.31 Todo /uncíorza/ / cear pos fÍt;o @ de wma (7-á/geóra .4 pode ser asso-

cia,do CL umü representa.ção («.b, Hóh de A, chamada, de representação GNS associa,da.
SExiste t.ambém uma generalização dessa definição para Á uma +-álgebra qualquer, onde um

funcional é dito positivo se @(a*a) ?: 0, para todo a € Á
4Assim como a definição de funcional posit.ivo pode ser estendida para Á uma +-álgebra de

Banach, podemos est.ender este lema para Á uma +-álgebra de Banach com uma aproximação da
unidade (uÀ)ÀCA, uma demonstração dest.e fato pode ser vist.a em 2.1.5 de ]4].
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ü Ó, de forma, que e=istü um, uetor (.b C H+, cíclico, tal qIJ,e

é(«) (.)(ó,(ló>

Demonstração: Seja é um funcional positivo de Á. Verifica-se facilmente pela

desigualdade anterior que

NÓ C Á : ó(«'''«)

é um ideal à esquerda fechado de .4

Definimos então um produto interno em .4/Aró como sendo,

<« + Nó,b+ Nó> b*«)

e denotaremos por 17Ó ao espaço de Hilbert obtido através do completamento do
espaço pré-hilbertiano Á/ATÓ .

Para todo a C Á definimos o operador n(a) em .4/ATÓ dado por

«'(a)(Z, + 7VÓ) = aó + NÓ

de tal forma que

«(a)(b+ Wó)ll' <«b+ JVó,aó+ NÓ>

< ll«*«ll@(ó*ó) «ll'lló + wóll'

ou sda, llr(a)ll :Ç llall e assim o operador «(a) C Z?(.A/NÓ) tem uma única extensão

conta«ua a «m op"odor «'Ó(«) C B(#Ó).

É imediato que aé é um +-homomorfismo e dessa forma fica demonstrado que
dado uma funcional linear positivo @ de uma C*-álgebra Á podemos construir uma

representação (a-ó, H#) associada a esse funcional.

Observe que se a C*-álgebra .4 possui unidade podemos definir um vetor (Ó em

#Ó, com (é = 1 + ATÓ, e assim teremos para todo a C .4,

@(«) 1*«) +nÓ,l+NÓ>(1+NÓ),(l+Nó)>=<«'Ó(«)(Ó,(IÓ>

e ainda, como (é = 1 + NÓ temos n-(.4)(Ó = .4/NÓ que é denso em H e assim fica

provado que {é é cíclico.
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Se a C'''-álgebra .4 não possui unidade podemos proceder da mesma forma só
que ao invés de utilizarmos a unidade, para obtermos {Ó, utilizamos a aproximação

da unidade (ux)xcA, isto é, tomamos {Ó = limo(uÀ + NÓ).

Observe que a seqüência (ux + JVó)ÀCA é de Cauchy pois, por (1.30) sabemos

que Ó(uÀ) = lléll e assim dado c > 0 existem índices a e /3 em A com a < /i,

@(u.) > llÓll . UÀu. u.ll < c paz'a todo À a: P.

Logo,

R.Ó(ux«.) ReÓtu\u. u.) >:lléll - 2.

e então,

(u*+ Nó) -(u«+ Wó)ll'(«* -u..)')
+ @(«1:) - 2Reé(uÀ«.)

< Ó(ux)+ é(u«) - 2(lléll - 2.) < 4.

Portanto, para À, p > /3 temos

l(uÀ+Nó) --(u,+Nó)ll < ll(ux+wó)--(u.+wó)ll+ll(u.. +wó) --(u,+Jvó)ll < 4c'/'

E assim tomando-se (Ó = limo(UX + NÓ) teremos,

Ó(a) = ]iln é(u:aux) = ]iy'<aux + ]VÓ, uÀ + NÓ>

h{«<rÓ(«)(uX + /VÓ), ("À + NÓ)> ('')(Ó, (Ó>.

Analogamente, como {Ó = limo(uX + NÓ) temos a(.A)(Ó = Á/NÓ (lue é denso em H

e portanto (Ó é um vetor cíclico.

Mais uma vez gostaria de ressaltar que o teorema anterior se aplica também
para o caso de À ser uma +-álgebra de Banach com uma aproximação da unidade

(ux)ÀCA, como o próprio leitor pode verificar.

Definição 1.32 Sda 4 tina C''-á/geóra não n /a, de$rzimos (r«,#u) a represenfa-

çã,o \niuersa] de A como sendo ü som,a direta. de todas üs representa.ções Ç'K.b,HÓ],

.«a. é c s(.4).
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Antes de enunciarmos e provarmos o Teorema de Gelfand-Naimark-legal, um
dos principais de toda a Teoria de C'''-á]gebra, se não o principa], vejamos um lema

bastante importante para esta, demonstração que pode ser encontrado em 5.1.11 de

Lema 1.33 Seja .4 ama C"'-á/geóra não n /a e a um e/ementa pos tido de ,4 então
.«í;'. ««. «t«d. @ d. ..'l t«/ q«. ó(«)

Teorema 1.34 (Gelfand-Naimark-Segal) Se .4 é uma C"'-á/geóra não nu/a en
tão a representação universal Qn., H.Õ é fiel.

Demonstração: Sendo (r.., ]7u) a' representação universal de .4 e supondo que
n'«(a) = 0, sabemos por (1.33) que existe um estado Ó tal que Ó(a*a) = a*all e pelo
que vimos anteriormente

ó(«'".) = <«'ó(«*«)(ó, (ó> = ll«'ó(.)(ó

e assim como «-«(a) = 0 então, n'ó(a) = 0 e por conseqüência da equação anterior
0 = @(a*a) = lla"all = llall', ou seja, llall = 0. E dessa forma concluímos que a

representação universal é fiel.

Por(1.21) sabemos que r. ser fiel implica automaticamente que r. é uma isome-

tria, e portanto o que acabamos de provar é que toda C*-álgebra é isometricamente

isomorfa a uma C*-subálgebra de B(H), para H um espaço de Hilbert, isto é, po-
demos sempre enxergar uma C'''-álgebra como uma subálgebra de operadores de um

espaço de Hilbert.

Enunciaremos e daremos a idéia da demonstração de um teorema que será
necessário para a demonstração de um teorema importante do capítulo 3, mas para

isto precisaremos, antes de enuncia-lo, definir algumas ferramentas importantes pala

a teoria das representações como as representações irredutíveis, os estados puros,
etc
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Deflni.ção 1.35 Um subespaço fechado K de H , H espaço de Hitbert, é irtuüriante

para 'üm subconjunto Q de BÇH), se $ÇK) C K pura todo operador $ de Q

Uma represeTttação Qn , H) de uma %-átgebtü A é dita, topotogicamente irredutível

se os únicos subespüços fechados inda,dantes por rtA) de H são os triviais, isto é,

t) e o próprio H. Oz equ,iualentemente, xma representação Çn,H) não-nela, é dita
t,opotogicamente itredu,LiDeI se todo uetor TtãO-maIO de H é c'íclico.

Definição 1.36 Seja @ um estado de ma +-á/febra de /3anacÃ .4 g a/quer dizemos

qu,e $ é um estado pêro se, para. todo funcional linear positivo p de A, tüt que p Ç $,

necessarÍamenle ezãsle t C 10, 11 fa/ q e p = t#.

Como vimos anteriormente, na. construção da representação GNS, todo funci-

onal @ pode ser associado a uma representação (a'ó, HÓ) c através dessa associação
veremos que os dois novos conceitos anteriormente definidos, representações irredu-

tíveis e estados puros, estão estreitamente associados como nos sugere o teorema a

seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em 2.5.4 de ]4], ou em V.5.16 de j10],

ou também em 1.9.8 de ]3].

Teorema 1.37 Sega .4 alma +-á/geóra de Banana então Ó é um estado puro se, e
sowtettte se, tn.b, HÓ] é topotogicamente irredKtíuet.

Um ponto z num conjunto convexo C' é dito ponto extremo de C' se a condição
dequez=ty+(l t)z,param/ezemCealgumttal quem <t< 1,implicaque
z = y = z. Ou equivalente, # é um ponto extremo de C' se , e somente se, para todo

y e z em C' tais que z = !!i! temos z = y = z.

Definição 1.38 Dado wm espaço ueZor a/ E e wm corÜanta (7 C E, chamamos de

conueli$cado de C ao menor s'ubconinnto canDeIa de E qze contém C. E repreSeTt-

tamos este conjunto por co(.C).

Um dos grandes resultados de Análise Funcional que tem inúmeras aplicações é

o Teorema de Krein-Milman que envolve os pontos extremos de um conjunto e que
nos diz.
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Teorema 1.39 (Krein-Mílman) Sda a wm conjunto corzt;ezo, compacto e não

vazio num espaço uetoriüt Hausdot$e localmente coTlue=o X. Então o conjunto dos
pontos extremos de C, denotado pot E, é não vazio e C -: mote). E ainda. se um
subconjunto fechado E' de C é tal qze êõÇE') -- C, então E C E'

Uma das aplicações do Teorema de Krein-Milman é o teorema a seguir que será

de fundamental importância para a demonstração do último resultado desta seção.

Teorema 1.40 Seja ..4 uma #-á/geóra de Banana com wma apraz mação da un dado
e seja P o conjunto dos funcionais lineares positivos com normal 'm,enter ou igxa,t a
um, então:

i) o conjunto P é. con-ue=o e compacto segundo cl topotogia, jrücü-+ relativa. a A' :
ii) os pontos entremos de P são o funcional nu,lo e os esta,dos pu,ros de A
iii) P é o fecho do conue=ilicado do conjunto jormcLdo pelos estados poros de A e o
/unciona/ nu/o.

As demonstrações desses teoremas, (1.39) e (1.40), podem ser vistas, respecti

vamente, em A.14 de [101 e em 2.5.5 de ]4].

Pala um maior aprofundamento nesse assunto sobre representações topologica-

mente irredutíveis e estados puros recomendamos que o leitor veja o capítulo 5 de

j10] pois, existem muitos resultados bonitos e importantes que não serão feitos aqui
porque tornariam este capítulo introdutório muito extenso.

Teorema 1.41 Sela Á wma +-á/geóra de BarzacÀ com üma aprozÍmação dct unidade

e sejam R o coniKnto de todas as representações de A, R o conjunto de todas as

representações. irredntíueis de A, P o conjunto dos jUTLCiOTLCLiS positivos com TIOrma

menor ou igual a. \ de A e P' o conjunto de todos os estados poros de A. Então

para cada a C .4 lemos;

;«p ll«'(«)ll = s«p ll«'(«)ll = s«p /(«*«)'/' = s«p /(«*«):/'
KCR xeR' jÇ:P jÇ:P'

Se llall' = supll«(a)ll, p-« t.do « € .4, t«em« llall' < llall, p-a t.do a € .4, e comrCR
ísfo, a -> llall' é wmcl semínozrna para ,4 Za/ qwe

l«óll'< ll«ll'llóll' ll«*ll' ll«ll' ll«*«ll' ll''
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para lodo a e b C .4

Demonstração: Para facilitar denotemos sup.cn lla(a) l por a, sup«cn, lln(a)ll por

#, sup/CP /(a*a):/' por ' e sup/CP' /(a*a):/' por á.

(á :Ç P) Seja n uma representação irredutível (n C R') e ./ um estado pulo

associado a n (/ C P'), isto é, /(a"a) = <r(a*a)(, (> para algum ( unitário. E como

«(«)ll' sup <T(«)(,r(«)(> = sup <«(«'''«)(,(>
ll€11<t ll€11<l

e«tão, ll«'(«)ll a: /(«*«y/'

(cv < ,y) Como no caso anterior, podemos ver que

«'(«)ll' s«P <"(«){,«'(«)(> (."«)(,(> @â«(«*«).
1(11<i ll(ll<i

E assim ll«(a)ll = éG.:(a*a):/', onde ll@ll < 1, já que llr(a)ll :Ç llall. Portanto
s«P«.x ll«'(«)ll < s«P/.p /(«'''«):/'

(# < a) É óbvio, já q- R' c R.

('y < á) Como os estados puros (P') e o o funcional nulo (0) são oi pontos

extremos de P(1.40) temos, para todo g C /',(lue 0 < g(a*a):Ç/(a*a) para algum

/ c P'. Então sup.fcP /(a*a):/' = sup/CP' /(a'''ay/'

Unindo-se todas as desigualdades anteirores teremos á $ # a 7 < 'í, ou

seja, (S = /3 = cr - ' que será designado por ll ll'

Como llr(a)ll < llall para todo a C .4 então llall' :Ç llall. Temos também
«(«z,)ll < ll«(«)1111«(ó)ll, 11«(«*)11 r(«)"ll r(«)ll* . llr(«*«) «(«)ll', o«

seja, llabll' < llall'llóll', lla*ll' = llall' e lla*all' = (llall'y para todo a e ó C Á E assim
l ll' é uma seminorma em .4.

E como feito anteriormente, podemos tomar um ideal / = {a C ,4 : l c&ll' = 0}
e passarmos Á ao quociente com /, isto é, tomarmos Á// e assim teremos l ll' uma
norma de Á//

Observe que quando .4 é uma C*-á.febra teremos llall' = llall para todo a C Á
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1.5 Multiplicadores e Centralizadores de uma C*
álgebra

Definição 1.42 t/m" "p"s'ní«ção («',H) é diZ« nã. d'g'n'«d« ;' «'(Á) é nã.
degenerada. , isto é, se Wh C H, h :# Q, existe T C xQA] tal que TÇh] :# ç).

Definição 1.43 Sda .4 ama O''-swóá/febra rzão degenerada de B(#) dizemos que
um operador = C BÇH) é um mu,ltipti,ca,dor à esqu,erdü (à direita) de A se =A C A
(A= C A). Se = é üo mesmo tempo multipli,cüdor à esquerdct e à direita dizemos que
:c é lm duplo mKttiplicador de A,

Denotaremos por I'M(.4), RIW(.4) e M(.A), respectivamente, o conjunto dos
multiplicadores à esquerda, à direita e duplo multiplicadores de .4. Observe que
LM(.4), RM(.4) e M(.A) são subconju«tos de B(#) e para mostrar que estes mul-
tiplicadores não dependem da particular representação a em B(-1/), introduziremos
a noção de centralizadores de uma C* álgebra.

Definição 1.44 Uma /unção / cear L : .4 --} .4 é chamada centra/izador ã esquerda

d. .4 .. Z,(«y) L(z)y, p-« to'í' « . 3/ .«. ,'1. .4««/'g«m.«t. ««« /u«çã« /á«.«
R : ,4 --} ,4 é cear/fada centra/ízador à direita de 4 se R(zy) = zR(y). t/rn par

l.L, Rb é dito duplo cevltrülizador de A se L e R são respectiualítente centralizadores

à esquerda e ã dure fa de .4 e ainda zl(y) = R(z)3/ para lodo z e y em .A.

Um fato importante e que será necessário no decorrer do texto é o de que
todo centralizador à esquerda. ( à direita, ou duplo) é um operador limitado. Para
demonstrarmos tal resultado utilizaremos o lema 1.24, já provado neste capítulo.

Proposição 1.45 Todo centra/{zador à esgKerda Z, de ama (;''-á/geóra é / mífado

Demonstração: Supondo que Z é ilimitado então podemos tomar uma sequência

(z«)«CN em .4 com lla«ll < 1/n e IZ,(aç«)ll > n. Mas para cada n C N podemos definir

a = )1,sç;z{ e pelo lema (1.24) existe y. eln .A tal que lly.ll < lla'/'ll e #. = a'/'y.,
mas

n < llÉ(««)11 :/')V«ll:( llZ,(«'/')1111«'/'ll,

l2
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o que é uma contradição

De modo análogo podemos demorJstrar que o centralizador à direita e também
o duplo centralizador são operadores limitados.

Proposição 1.46 Sega Á ma C'-suóá/geóra não degenerada de B(-f/) ezísle uma
correspondência bijetiua, eTttre os multiplica.dores à, esquerda, à, direita e duplo mul-

l,ipticador e os centratã,dadores respectivamente à esqu,erdü, à direita e duplo centra,-
ti,zctdot.

Demonstração: Sda Z, um centralizador à esquerda de Á e (uÀ)xcA uma aproxi-
mação da unidade de .A então a fede (Z)(uÀ))*.A é limitada, por (1.45), e portanto
existe uma sub-rede que converge fracamente para um elemento z em B(H).

Como para todo g/ em .4 a rede(yuÀ) converge na norma para y então, por(1.45),

temos Z,(g/UÀ) co-ergindo p"r' Z'(y), e como L(uXy) = Z,(uX)y temos :«g/ = L(y).
Ou seja, z é o multiplicador à esquerda correspondente ao centralizador L.

Supondo que exista outro multiplicador à esquerda =i correspondente a Z então

zty = L(y), logo (z -- zl)y = 0 e como estamos numa C*-álgebra não degenerada e

y é qualquer em .4 então, # :: zi. Observemos também que

llz
ll3/ll<i

z.(g/)
llvll(i

- ll«ll

Mostramos assim a bijetividade da correspondência entre os multiplicadores à

esquerda e os centralizadores à esquerda de Á. Analogamente podem.os demonstrar
a correspondência existente entre os multiplicadores à direita e os centralizadores à
direita.

Para o duplo centralizador (L, R) temos seus respectivos correspondentes (/, r)

multiplicadores à esquerda e à direita de .4, mas para todo z e y em 4 temos
a;ry = R(z)y = #l(y) = z/y, ou seja, r = / e portanto é um duplo multiplicador
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Com base na proposição anterior trataremos sem muita distinção os multiplica-

dores e os centralizadores. Além disso, denotaremos sem restrições M(.A), ZA4(.4)
e RM(.4) também como o conjunto, respectivamente, dos duplo centralizadores,
centralizadores à esquerda e à direita. de .4.

Teorema 1.47 Se .4 é xma O''-á/geóra então, M(.4) também é uma C"'-á/geóra soó
ü multiplicação, inuotKção e norma, dadas por

(z,,a)(z:,R-) x-x) ll(t,R)ll z.ll

(Z,R)* .«d' Z*(«)(.*))* . R*(.)(R(«*))
p-« t.d. (Z,, R) . (Z,:, R:) .m M(.4) . « .m .'l.

#

Demonstração: Apesar deita demonstração parecer obvio via multiplicadores fale-

mos uma demonstração utilizando apenas a deânição de multiplicadores sem precisar

da analogia entre multiplicadores e centralizadores.

Em primeiro lugar vamos provar que llLll :: llXll, para isto vejamos que

«l(ó) l óll:ç llRllll«llllz,ll,

e assim

lz.(ó) z.(ó)ll < llRllllóll
ll.ll<i

e assim llZ,ll < llRll, e de modo análogo(llR(a)6ll = ll.zZ(b)ll:Ç llZ,llllallllóll) podemos

demonstra.r que lln l< fIEl, ou seja, llZll:: XII.

Alguns cálculos imediatos nos mostram que o produto de dois duplo centra-

lizadores, (L,B)(Éi,Ri) = (LLi,RiR), é de fato um duplo centralizador, que

l(LZ,i,RIR)ll < ll(L,R)1111(LI,Ri)ll e também qu. (L,R)* como definida acima
é uma involução em A/(..4) que preserva a norma.

Nos resta mostrar que o duplo centralizador (Z, R) C M(Á) de fato satisfaz a
condição ll(-t, R)*(Z., X)ll(t, X)ll'

Sd» « C Á com 11«11 < 1 então,

lx(«)ll'(R(«))*x(«)11(«*)x(«)ll «*l*(R(«))
t*R(«)ll < 1 z,*x(«) :e 1 z*xll

(X*Z.,RZ.*)ll Z.*)(.L,R)ll(t,R)*(Z,,X)
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(z,a)ll' llR(«)ll' < ll(z,a)*(L,x) < ll(z,R)ll'
ll.ll«i

e «ssim temos ll(Z, R) I' = ll(Z, R)*(L, R)ll. O« sd,,, M(Á) é «m' C"-álgebr;

e

Além de M(.4) ser uma C*-álgebra com unidade (basta tomar (ád4, {d4)) temos
a propriedade de que dado a C Á, o par (Z., R.), onde L.(a) = aa e R.(]ç) = za
para todo a; C .4, é um duplo centralizador de .4 e ainda

= s"p llzall,
lnll«l

ou seja, lla l = lll.ll = IIX.ll e com isto, .4 pode ser visto em M(Á) através do
*-isomorfismo isométrico a -} (Z,.,, R..).

Assim como .A pode ser identificado a uma C*-subálgebra de A4(.4), .4 pode
ser identificado a uma C'''-subálgebra de M(.A) através do +-isomorfismo isométrico

(a, À) -> (L(.,À), R(.,À)), para todo (a, À) C .4, onde L(.,À) e R(',À) são dados por:

lrll«l

É(.,N(b)
RG. ,N(b )

para todo b em .4

Verifica-se que de fato (Z(.,À) , R(a,X)) é um duplo centralizador de .4. E também

vemos que llZ,(.,X)ll = sup llaó + Àóll = ll(a,À)llX. Isto nos mostra a identiâcação
lóll<l

que queremos de .4 em M(.4).
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Capítulo 2

Grupos Topológicos e Medida de

Este capítulo, assim como o anterior, tem uma caráter introdutório pois, aqui
serão dadas definições e feitas demonstrações de resultados que serão necessários ao

desenvolvimento dos próximos capítulos. Subdividimos tal capítulo em duas seções,

que mais parecem uma só, onde trataremos de Grupos Topológicos e de Medida de
Haar.

Em alguns momentos deste capítulo será necessária a integração de funções a va-

lores vetoriais e para não prolongam ainda mais estes tópicos introdutórios deixamos

o desenvolvimento de tal assunto no final desta dissertação em forma de apêndice
para aqueles que quiserem ou por insegurança, ou por curiosidade, ou por qualquer
outro motivo consultarem tais assuntos.

2.1 Grupos Topológicos

Definição 2.1 t/m gr po topo/(ígíca G é um trapo e ao mesmo tempo wm espaço

topo[ógico Ha,usdor$ no qva] a,s operações G x G -+ G de$nida por Çs,t] b-:p st e

G -.+ G dada, por t -+ t'~ são contín'uas.

Exemplo 2.2 0s grupos Z, R e (C m roídos da lapa/agia sua/ são grupos fofo/(ígicos
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retatiuos a adição

Exemplo 2.3 Para n C N, o grupo Z., dos ánfe ros moda/o n, mwnído da topo/agia

discreta, tambéTrt é um grato tipológico relativo a adição.

Exemplo 2.4 0 grzlpo IR;, m Rido da lapa/agia induz da pe/a foro/og a us a/ da
Feia, é wm gr'üpo tipológico retatiuo a. m'uttiplicação que denotaremos pot W- x-

Exemplo 2.5 0 grupo T :: {z C C : lzl = 1}, munido pe/a copo/og a nd z da

Teta tipologia usual de C, é um grupo topotógico relativo a müttiplica,ção usu,üt dos
complexos.

Existem muitos outros exemplos de tais grupos que, como toda a teoria que
será desenvolvida nesta seção, podem ser facilmente encontrados em livros como [8]

e [9] citados na referência bibliográfica.

Sempre que nos referirmos ao grupo topológico G denotaremos a unidade deste

por e e para todo subconjunto F' de G e todo elemento z de G teremos

f't= {sZ:sC/?} tr'=Íts:s C f'} p''' = {s'' :sC r'}

e diremos que f' é simétrico se r' = r''i

Proposição 2.6 Sega C; um grupo copo/(íg co então

1. A topotogia de G é iguaria,nte por tra,nslações e inversões, isto é, se U é 'um,
aberto de G e t um elemento de G então, tU, Ut e U-\ serão abertos de G. E

tambérrt, se U é 'um, aberto de G então UF e FU também serão a,berros, para,

qüülqu,et F (.. G.

2. Para toda uizinhuTtça U de e existe lmcl UiZinhaTtÇÜ V de e simétrica e tat que

3. Se F e E sã,o subcoTt:juntos campa.elos de G então FE tantbéTít é coTnpacto

Demonstração
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2

Seja t/ um aberto então para todo t C G teremos tU, t/t e t/'i abertos devido

a continuidade das funções (t,s) --} ts e s -+ s':. E ainda, .4U = .U.tU e
U.4 = U Ut, ou sqa, uma união de abertos, logo abertos.

Pela continuidade da multiplicação temos pala cada vizinhança U de e existem

outras vizinhanças H e V2 de e tais que 1,/] y2 C U e sendo assim tomamos V,
a, vizinhança simétrica de e desejada, como y = '1/] n v2 n K' n l4-l

3. Basta observar que EF é a imagem do compacto E x f' pela função multipli

cação que é contínua, isto é, ET' é compacto.

Seja / uma função cujo domínio é um grupo topológico G e cujo contra-domínio

em nossos exemplos será ou (C ou um espaço de Banach .4 qualquer. Dado s um
elemento de (7 definiremos translações à esquerda e à direita por s, respectivamente,
como

À./(t) . ,À./'(t) (ts) Vt C G

a razão de usarmos s'i em À, e s em .À é que dessa forma essas translações se
tornam homomorfismos, para isso basta observar que dados s, Z e r em G temos

À«/(t) 't) ./(.':t) À,À,/(t)

e

«À/(t) ./'(t.,) ,À/(t.) ,À ,À./'(t)

Definição 2.7 t/ma /unção ./' é anil/ormemente comi hua â esqt&erda se

IÀ,/ ./'ll,«, --> o quando s -+ e

Analogamente dizemos q'ue j é uniforme'mente continha, à, direita se

.À/ -- ./' 1.«, --} o quando s --} e

Observe que a norma utilizada na definição acima é o supremo dentre os valores

atingidos pela norma. do contra-domínio de ./, que em nosso caso será ou a norma
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usual de (C ou a norma de um espaço de Banach .4. Além disso, pela própria definição

de função uniformemente contínua podemos ver que toda função uniformemente
coiltírlua é contínua.

Definição 2.8 Z)e$nimos o suporte de wma /unção .f : Á -..} B, onde ..4 e -B são

"f'"Ç« «.Z-{«i. t.P./@ ";, ««,. o ./.cA. d. c.«J-to {« C .4 : ./'(«) # 0}. É'

denotamos este conjunto por süppj

Definição 2.9 Denofüremos por Ã'(G) o co@anÍo das/uniões / : (7 --> C confh"as
e de suporte compacto.

Proposição 2.10 Se / C Ã'(G) então ./ é uniformemente confz'nwa à esquerda e à
direita.

Demonstração: Faremos a demonstração apenas para À, já que pa.ra .À se faz,
scm maiores dificuldades, uma prova análoga.

Sejam / em K(G) e c > 0 denote por O' = supp./. Para cada t C C' existe
uma vizinhança Ut de e tal que l/(s''t) -- ./'(Z)l < c/2 para s'' C t/t, existe também

uma vizinhança H de e simétrica tal que UH C Ut. As vizinhanças {%t, t C C'},
fornecem uma cobertura pa.ta C' e portanto existem ZI, t2, . . . ,Z. € C' tais que a C
u U;t{1.lZ

Tomemos V = .n.H., logo llÀ,./ ./ll,«. < c para s € r pois, se t C C' então

existe algum J tal que tf;' € %, e também s''t = s-i(Zt;')tj C gzjtj.

Desse modo,

7).

Z

/(.''t) ./'(t)l < 1.f(.''t) ./'(tj)l + l/(tj) /(t)l < c/2 + c/2

Para o caso em que s'lt C C' e o caso em que ambos não estão em C teremos

o mesmo resultado, ressaltand.-se que neste último teremos /(s':t) = /(t) = 0.
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2.2 Medida de Haar

Definição 2.11 Um gr po /oca/mente compacto é zlm grupo foro/ógico cuja copo/o

gia, é localmente campa,cta.

Sda G um grupo localmente compacto e tomemos K+(G) C Ã'(G) como sendo

o conjunto das funções contínuas de suporte compacto positivas e não identicamente
nulas,isto é,

Ã'+(G) : ./ > 0 ' .f(t) # 0,P«« «/gu«. t C G}

Definição 2.12 Seja X um espaço /7ausd07:/r e /oca/mente compacto, com Q uma

a-álgebra que contenha todos os boreliünos Uma, medido, H é chamüdct de medida, de

Radon se HÇC) < oo, l)arca todo C subconjunto comi)acto de X e se para todo U em

Q «/. p(U) {p(O') : a C U . C' "mpacZo} . t««,óém p(U)
U C y e V aberZo}.

Denota,reinos por MtX) con:ibnto de todas as 'm,Caídas completas de Radon
sobre u,in espaço X Halsdorjle localmente compacto.

O próximo teorema será apenas enunciado, mas pode-se encontrar uma demons.

oração bastante clara deste no apêndice O' de l21.

Teorema 2.13 (Teorema da representação de Riesz) Se X é wm espaço /o
c«/«.«*' "mp«t. . p C .M(X) de$nÍm« e, : Oo(X) -} (C po,

F.(.f) = 1 fÚK 'V.fc Co(X)

. «.ím « /u«çã. p --> FP é «m {«m.r$.m. {«mét,í« .«Z« M(X) . Co(X)*

.x

Definição 2.14 Uma medida de Xaar nuarianZe â esquerda ÚespeclioamerzZe â di-

reita) sobre 'um gr'upo localmente compacto G é lmü medida de Rüdon não nKtct »

sobre G tal q%e »ttU) = p,ÇU) (respectivamente »tuta = HÇU)), para todo conjunto
U C G boreliano e todo t ç: G.
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Proposição 2.15 Sda /z wma med da de Radon sopre um gr po /oca/mente com-

P«Zo G . ;Z(U)

i) H é umcl medida de Haar invariante à esqKerãa se, e somente se, h é u,'m,a medida.
de Ha,ar ivtuari,ante à, direita,.

ii) H é umü medidct de Haar inuari,ante à esqu,erdct se, e somente se, !G\:fdF
iC .füF para, toda f C K+ QG') e todo s ç: G.

Demonstração: i) Basta observar que se uma das duas for uma medida de Radon
«ão -la e«tão a o«tr» também será e q- se p(fU) = p(U) e«tão, P(Ut) = P(U) e
vice-versa para todo t/ C G conjunto boreliano e todo t C G.

ii) Para toda medida de Radon p e / C X(G)+ temos /c À,/dp = /G /dp,, onde

p,(U) = p(sU), isto porque toda / de Ã'+(G) pode ser aproximada por funções

simples, isto é, por funções da forma }:cYiXt,;, onde a igualdade é válida. E dessa

forma, se p é uma medida de Haar invariante à esquerda então, .ÍG À,/dp = /c /dp.

Supondo que /CÀ,J'dp = /a./'dp para toda ./' em K'+(G) então, a igualdade

também vale para toda ./ em K(G) já (lue, toda / C K(G) pode ser escrita como
./' = ./+ ./:, onde .f+ e .[-. estão em Ã'+(G) e por conseguinte para todo / C -Li(G, p).

Pelo Teorema da representação de Riesz temos a unicidade da medida, ou seja,

lZ

Teorema 2.16 Todo grupo /oca/mente compacto (]? posou ma med da de ]7aar
invariante à esquerda p,. E se F e X são alas medidas de Haur invariantes à, esqu,farda,

soórc G então, ez ste c € 1R} fa/ gue p = cÀ.

A demonstração deste teorema não será feita devido a sua extensão, mas pode

ser encontrada em 2.10 e 2.20 de l81 e também em 15.5 e 15.8 de l91.

Um espaço bastante importante e que será muito utilizado no decorrer deste
trabalho e que também é um belo exemplo da utilização da medida de Haar é o

Li(G,/z), onde p é uma medida de Haar sobre um grupo localmente compacto G.
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Este espaço é construído a partir de

Zi(G,P) = {.f: G-tC: ./' «..n.u,á«./ .//(t)laP(Í) < '»}

e da relação de equivalência / «' g +->P ./' = g quase sempre. Definimos então,

L\ÇG, n] = C..ÇG. Kàl «,

Proposição 2.17 Se G é um trapo topo/ógÍco /oca/mente compacto então LI(G,/z)
' "m «p«ç. «to,{«/ g« m-id. d« «.,m« ll./ll: = /a l/(t)laP(t) ' d« m«/f p/i-ç'",
chamada de conuotução, (.J x g)(t) -- JCf(.s)g(.s'lt)dF(.s) se torna uma álgebra de
Ba,naco. Alé'm, disso, se G é übeliano então, L\Ç.G) tü'mbém será nbeliano.

A demonstração deste resultado e de alguns outros bastante conhecidos que
serão utilizados aqui, como Ã'(G) ser fortemente denso em L-(G), ao(G) também
ser denso em Z;i(G) , e além disso, ser uma subálgebra de Banach de Li(G) podem
ser encontrada em [91.

Algumas vezes, quando não causar nenhum tipo de confusão, denotaremos
Li(G,p) apenas por Lt, por Li(G), ou por Z,i(p).

A construção de uma medida de Haar invariante à esquerda em um grupo
G localmente compacto nos remete a pensar na relação desta com uma possível

medida de Haar invariante à direita. Sendo assim suponhamos p uma medida de
Haar invariante à esquerda em G então, para todo t C G e P C G definimos

pt(U) = p(Ut) onde pt será ainda uma medida de Haar invariante à esquerda, isto
devido a associatividade do grupo (para todo s C G temos s(Ut) = (sU)t). Pela
unicidade (a menos de multiplicação por constante) da medida vista no teorema
(2.16) temos a existência de um número real positivo A(t), para cada t, tal que
p, = A(t)p. Cabe ressaltar que A independe da escolha de p e também que Z\ é
uma função de (7 em IR*.

Definição 2.18 .4 /arzção a. oóZida através da corzstrução acima é chamada de

função modular de G.
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Proposição 2.19 .4 /unção A. é um Aomomor#snzo contÍhtlo de (l; em R,. e famóém

para. toda, j em L\(G) Date,

l ;x.fdp ) l fúF,JG JG

f(ts)dp(t) = 6.(s': ) l .fl.t)dKI.t).
JGG

Demonstração Para todo t e s C G e t/ C G,

A(t.)P(U) Ut.)(.)P(U't)(')A(t)P(U) A(t)A(.)P(U),

o« sda, A é um homomo«cismo de (7 em R*. Como Xu(t.) = Xu,--(t) temos

l xu(ts)dF(t) = (Us'' ) = 6.(s-')F(U) = 6.(s'') l xu(t).

O que demonstra a igualdade acima para / :: XU, e como podemos aproximar uma

./' qualquer em Li(G) por funções simples então o resultado segue para qualquer ./'

Sda / C Lt(G) uma função com integral não nula, então

/
ou seja, a continuidade de A decorre da. continuidade da função ,À

A(.)
G

: ,r/@
G

Além desse resultado envolvendo a função modular podemos citar alguns outros

como por exemplo:

Proposição 2.20 Sega p zzma med da de Xaar inuaráante à esquerda em G' wm

grupo tipológico localmente compacto então, para toda f C L\l.G) e s. t C G temos

.f(s)dF(ts) = 1 f(s)dp(s)G JG

f(s)dp(st) 8.(t).f(.)dF(s)

f( )d (s'') a.(; ')f(s)dH(s)
G G
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A demonstração das duas primeiras igualdades podem ser feitas de forma aná-

loga a demonstração de (2.19), levando-se em conta que a medida p é invariante à

esquerda e aproximando-se ./ C Li(G) por funções simples. Já a demonstração da

última igualdade pode ser vista em 15.15 de l91.

Utilizando-se o conceito de função modular podemos enriquecer, ainda mais, a

estrutura de Zi(G), visto em (2.17), como veremos na proposição abaixo.

Proposição 2.21 Sda G wm grupo topo/(ígico como em ÍP./79, ao m Rirmos Li(G)
com u opera.ção de inuol'u,ção da.dü por j" (}) -- b.Çtà-X jQ-* ), para toda j C L\tG),
tornctmos este es'pa,ço 'uma +-álgebta de Bünach.

Demonstração: Dado ./' C Li(G) é evidente que /* também pertence a Li(G). E

complementando (2.17) basta mostrar que ll/lli = ll./*lli para isso observemos que
como A tem imagem em IR+ e 1/1 = 1./1 então,

1/*11:/ 1A(t'').f(t-')lat/ A(t'')l./'(t-:)laz

./'(t ' :)lat ' '

GG

.l6.(t'\)\J(t'l )\dt = Ja

Um grupo G localmente compacto é dito unimodular quando A(t) = 1 para
todo t C G, ou seja, quando as medidas de Haar invariantes à esquerda e à direita

são idênticas. Podemos citar exemplos de grupos unimodulares como:

Exemplo 2.22 0s grupos aóe/ anos /oca/mente compactos são unímodtl/ares poro e

para. todo U C G e t C. G tem,os tU seja, dctda u,ma, medidcl H de Haür

invariante à esquerda em G teremos p(Ut) :: F(.tU) = p(U) e assim será também
in üriante à direita..

Exemplo 2.23 0s grupos dÍscreÍos são unámodu/ares Já qwe, as /uniões de /\'+(G),
neste caso, são da forma ).,a;õ; (onde 8; é a, medida de contagem, isto é, õ;ÇL] Date

l t .ó.(t) d.«.«í.c«oslp««a{):0p««t.d..CG. E«.:m«.
integrarmos tais flrlções em Teta.ção Q uma. m,Caída F de Hau,r inda,rictnte à, esqu,farda,

.« ã di«{t« ''«m« .L E a.â;dp({) E a; ./.;, á,dp(t)
scG scG sCC;

sCG
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Exem.plo 2.24 0s grupos compactos são wnÍmodw/ares país, como .â. é wm Aomo-

mo'/i'«.. c.«thw. d. G .m R* 'ntão, a.(G) é wm «óg«p. "mp-t. ' R*, «,"

« únÍ« s«Óg«p. d. R* d«f. fira é . -Óg«p. {l}, o« ;d«, A(.) p-« t«d.

Exemplo 2.25 t/m ezemp/o de am.grupo g e não é wnimodu/ar, ezáge wm po ca
mais de trabalho, mas basta tomarmos o grupo G dus matrizes na forma

z 3/
0 1

p-« « C R* . g C R, q«. «,ã. «-míd«m.«t. «p«..«t«d« p- («,Z/)- O«s«

./b,m«, (.,b)(,,y) (-,«g/+ b) . («,y)(«,Z,) «b+ y); p-« « C ]R''' . Z' 'm
R.. Considerando em G Q topologia, induzida de W'z teremos G vm grupo topotógico

locctlmente coTTtpacto. Observe que em G a integral dada po

1 1 f(«,v)/«'d=úu

é inuariünte à esquerda e a integral,

1 1 f(z,y)/\«\d=dy

é invariante à direita. E assim ao de$nirmos CL medi,da. de Haür ü partir de tais
í«t.g«í. ''"«.« .m G « /u«çã. m.d«/- d«d« p., A(z, y)

Outros exemplos desse mesmo tipo podem ser encontrados em 15.17 de l91

Utilizando os resultados de Grupos Topológicos e os de Medida de Ha.ar estamos

prontos para mostrar que existe em LI(G) uma aproximação da unidade que está

contida em K(G), mas antes veremos um teorema essencial a demonstração desse
resultado.

Teorema 2.26 S©a .f em Z,i(G), G grupo copo/ógjco /oca/rnerzfe compacto, e c > 0
então, para ca,dü vizinhança, U de e existe g em Kt ÇG) de tat forma (lu,e gÇt'\ )

..hp(.)a. ll//xgll,<.ejl./ -gx./ l:<.
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Demonstração: A função g com estas propriedades pode ser construída da segui.nte

forma. Dada uma vizinhança compacta U de e, existe pela primeira proposição

deste capítulo uma vizinhança simétrica y C t/ (neste caso queremos dizer y Ç U).

Consideraremos g a extensão contínua de uma função que vale l em V (como a
função XV) e que vale 0 em (7\t/ (fora de U) de tal forma (lue .ÍCg(s)ds = 1.

Como podemos aproximar ./ por funções contínuas de suporte compacto, vamos

assumir que / C Ã'(G) e assim, por (2.10) dado c > 0 existe Uc uma vizinhança
de e tal que, para todo s C Uc temos 11/ -- À,./'ll.«P < c. E utilizando-se o fato
/ag(')d' = 1 temos,

./' -- g x ./'ll - \f(.t)- g x JI.t)\at :: l \.f(t)- l g(s)j(.s-lt)ds\dtG JG JG

1. 1.,Çsàd;JH - l.,Ç.')ÍÇ.'" tld,;\di

g(.)./'(t) - g(.)/(s''t)l t

g(s)l l./'(t) - /(.':t)lata;

Ig(.)lll./' - À,./'ll.«.a.

G

G

E como ll./' -- À..fll,«, < . e /a g(s)ds = 1 temos

1./' -- g x /ll: < .

Analogamente desenvolve-se o caso ll/ / x glll < c

Existem algumas variações do teorema anterior, para casos mais gerais ou mes-

mo mais específicos, caso o leitor se interesse sugerimos duas: 2.42 de l81 e também

56.3 de l61. O teorema anterior nos fornece como um corolário direto a existência
de uma aproximação da unidade em Li(G).

Corolário 2.27 Sela G um trapo topo/ógáco /oca/mente compacto então, ezÍste wma

«p««{m«ção d« -id«d. (gx)XCA C A'(G) d' Z:(G).
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Demonstração: A família de vizinhanças da unidade e forma.m um conjunto diri-

gido quando a relação de ordem é dada pela inclusão. Seja UÀ este conjunto dirigido

e sejam gÀ funções obtidas como cm (2.26), então a rede (gÀ)ÀcA é uma aproximação

da unidade em Li((7).

Definição 2.28 Seja G zlm grupo topo/óg co /oca/mente compacto/ wma representa-

ção unitária de G é um homomor.Esmo u de G em UÇH) C B(.H), conjunto dos
operadores unitários de IJ,m, espctço de Hilbert não nulo, qüe é contínuo, em relação
a tipologia Jorre dos operadores.

Observe que a representação unitária u : G --} U(H) por ser homomorfismo
satisfaz u('t) = u(.)u(t) e por te' ím«gem em U(#) verifica u(.)'' = u(.)*, par.
todo s e t em G e também s -> u(s)( é contínuo pa.ra todo { C H pela continuidade
forte de operadores.

Vamos agora mostrar um importante teorema que nos será útil no próximo
capítulo. Esse resultado nos permite identificar todas as representações nã.o dege-
neradas de Li (G), onde G é localmente compacto, com as representações unitárias do
próprio (7, mas anunciaremos e demonstraremos apenas o caso em que (17 é abeliaíio,
o quejá serve a nossos propósitos.

Toda representação unitária u de G em U(#) determina uma representação de
Li(G), que designaremos por (r, H). Sda ./ C Lt((-7) definimos o operador a(./'),
sobre .f7 espaço de Hilbert, como sendo

T(.f) J(.)u(s)d..
G

Observação 2.29 7VoÍe qwe esta é uma {nlegra/ de uma/unção a ua/ares em l?(H).
Pelo que está feito no a,pêndice Demos que é possível pensar nessa, integral para cada

( C H e assim de$ni,mos 'K(.j)t, isto é, pensaTnos na integral fracamente e mais
especi$cctmente de$nimos

<«'(.f)(,o> /(.)<u(;)(, ,7> d.



e a,ssim claramente a, integral em qu,estão é uma integral em L\ÇG)

Como o p«auto int«.«o é timit«d,o . conta,«wo p.d'«o; «plic« o teo««« (A.5)

p"" "'"''os g«. llr(./)(ll < .h l.f(')111«(')(11a' :Ç ll€11 /c l.f(')la' ' p.,f-to *'m-
1«(/)11 < 11.fll- .

Demonstraremos o que foi dito, antes dessa observação, através dos dois próxi
mos teoremas.

Teorema 2.30 Sda (u, H) uma representação wnÍtáría de G, onde G é am grupo

übeti,ano toccttmente compacto, então a. representação j b-:l nÇJ) dada pot,

(J) = 1 f(t)u(t) dt

pura. todo j C LIÇG,H], é r\ão degenerada.

G

Demonstração: É imediato que a aplicação .f -> a(/) é linear

Tomando-se / e g em Z,i (G) e utiliza.ndo-se algumas propriedades de integração

para funções a valores vetoriais como (A.6), temos

«(f x gb (fx g)(t)u(t)dt:= 1 1 f(s)g(s it)u(t)dsdtG JGJG

l .f(.s)g(.s'l t)u(.s)u(.s-tt)dtds = v(.f)v(.g)GIG
e

T(f") = 1 fl.t t)u(t)dt = 1 fl.t)u(t'l)dt = 1 \u(t)JI.t)'j"dt = v(f)*

Com isso vemos que n é um #-homomorfismo, ba.sta. então provarmos que n é

não degenerada, mas pela continuidade de u podemos tomar ( C .f/, não nulo, e uma

vizinhança compacta V de e, em G, tal que llu(Z)( -- {ll < 11(11, para todo Z C y

Sd- / = p(y)''X., e«tão
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ll«(.n( - al - ll .Á ;(©x«m«m( - at

-;lbll.Z«u( (a'll«iíaí

donde concluímos que r(/)( # 0

Notação: Denotaremos por spanÍS} ao conjunto de todas as combinações lineares
finitas de elementos de S.

Teorema 2.31 Suponha qw. «- é z«.a represen anão não degenerada de Li(G) e«',
H, espaço de Hilbert, então T provém de uma única, representação u,notária u, de G

em H q'u,e satisfaz

(v(.f)(l,q) ( )u(.)e,q)ds, v(l, ncn.
G

Demonstração: Seja {éÀ} uma aproximação da unidade de Li (G) como em (2.27),

se ./ C Lt (G) então, @À x .f --} /. Assim sendo, (À,éÀ) x .f = À,(@À x .f) --} À,/ pa:a
todo ; C G, o« seja, «(À,éÀ)«(/)( --} «(À,/)( p;ra todo { C #

Sda B = 'paRIr(./){ : ./ € Li(G), ( € #}, então B é um subespaço denso

de H pois, supondo que exista 77 l B então, 0 = <77, a(./)(> = <n(/*)77, (>, para todo

.f C Li(G) e ( C //, e como n é não degenerada temos 77 = 0. Com o que foi visto

acima podemos dizer que o operador n-(À.éÀ) converge fortemente, em B, para um

operador ll(s) : -B --> B tal que H(s)m(/)( = «(À,/)( para todo ( C H

O operador ll está bem definido já que,

}l:«'(/,){i - 0 + }:«'(À;/.){i - lil" }:«'(À.ÓÀ)'''(/,)(i - 0
i-l {-l {-l

E ainda, os operadores a-(À.ÓÀ) satisfazem lla(À.ÓÀ)ll :Ç llÀ.@Xlll < 1. Assim ll

«tende-se unic;mente par" # de modo que jjli(s) l$-i e ll(s)«(./) = r(À,./:).
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Vamos agora verificar que ll é uma representação unitária de G. Vemos que
n(.t)«(/) = «(À.../) = «(À,À /) = n(.)n(t)«(/), o« sda, n(;t) = n(.)n({) p«a
todo s e t em G, em B e conseqüentemente em H. Obviamente, vê-se que ll(e) = /d
então, ll é um +-homomorfismo de (7 no grupo dos operadores inversíveis de .ll/ com

1?11 = 11n(. ')n(.)oll < lln(.)?ll :ç ll,7ll, o« sej;, lln(;)l = 1, p;r' t'do s C G.

Seja s~ --} s em G, então À,,./ --} À,./ em Li(G) e para todo ./, para verificarmos

este fato basta lembrarmos que para todo ./' C Z;i(G) e c > 0 existe g. C Ã'(G) tal
que 11./ -- g.lll < c/3, logo

À.,.f À../'ll: < ll.x,,/ - À,,g.ll: + llÀ..p. À,p.ll- + llÀ;p. À,/ll-,

e por (2.10) temos llÀ,.g. -- À;g.lli :Ç c/3, ou seja, llÀ,..f -- À,./lli < c

Com isto H(s.)r(/) = «(À.,/) --} «(À,./') = ll(.)r(./'). Em o«tr«s p'lavr's
n(.,) --} n(.) forteme«te em -B, pa:a m'strar qu. n(.,) --} n(.) em H -tão basta

observarmos que para todo c > 0 e ( C Jlí existe 77 C B tal que ll( -- ?7ll < c/3 e assim

In(..){ n(.){ll < lln(.,)( n(.,),7ll + lln(.,),z - n(.)?ll + lln(.)q n(.)(lll ,

como lln(.,)ll l sempre e como ll é contínua em B então,

In(.,)( - n(.)(ll :ç ; + :; + :;

E com isto, fica demonstrado que H é uma representação unitária de G

Basta agora verificar qu. «(/) = .h/(s)ll(s), para / C Z,i(G) como no -un
dado, mas para isto basta observar que

v(.f)'«(g) x g) (s)x(X.g)d

/(.)n(.)«'(g)d.)n(.)d. «'(g)

G

G G

Vamos mostrar que ll é única pois, supondo que exista outra representação q)

associada a a, então temos por (2.29) que <ll(s)77,(> = <©(s)v7,(> para todo s C G

e 77 c { em N, o que nos dália ll(s) = (D(s) para todo s C G.
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Seja G um grupo localmente compacto e abeliano, sabemos por 3.6 de l81 que
todas as representações irredutíveis de G são de dimensão um, isto é, podemos

pensar no espaço de Hilbert /7, dessas representações, como sendo C. E dessa forma

podemos definir, o seguinte.

Definição 2.32 Sqa G wm grupo aZle/ ano /oca/mente compacto. (Zamamos de
carácter de G o +-homomor$sm,o de G no grupo do círculo unitário 'V. O conjunto
de todos os caracteres de G é denotado por G e cha'm,cêdo de espectro de G.

Cabe observar que esta definição nos remete a uma analogia da definição de

carácter feita para C*-álgebras comutativas. Definimos também o carácter de Zi (G)

como o +-homomorfismo não nulos de Z,l (G) em C e chamamos ao conjunto de todos

os c;r«t« de L-(G) de «p«t« d. L:(G).

Teorema 2.33 0 cola nto dos caracteres de (;, (l;, pode ser denti#cado com o

espectro de LtÇG) através de

«Çf) #Q;)fÇs)d'

com $ ç: G, f C L\ÇG), s C G e 'K no espectro de L\ ÇG)

A demonstração desse teorema pode ser vista em 4.2 de [81
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Capítulo 3

Produtos Cruzados

O objetivo principal deste capítulo é o de introduzir o conceito de Produto Cru-

zado e de Produto Cruzado Reduzido, que são C'''-álgebras construídas a partir de

uma C*- álgebra .A, um grupo topológico localmente compacto G e um homomor-
fismo contínuo cv de G no grupo dos +-automorfismos de .4. Essas C*-álgeblas são
denotadas, respectivamente, por G x Á e G x Á.

Faremos neste capítulo o caso geral da construção de um Produto Cruzado, mas
uma construção um pouco mais simples, onde a C*-álgebra .4 tem unidade e o grupo

(.; é discreto, o que automaticamente torna a ação cv contínua, pode ser encontrada

no capítulo 2 de [lll.

a'r

3.1 Produto Cruzado

Definição 3.1 . Sela H uma (l;''-á/geZ)ra, (7 wm grupo topo/(ígico /oca/mente com-

pacto e o( u,m homomor$smo contínuo de G no grupo dos antomor$sm,os de A,
e(!'ripado com Q topotogia dü convergência. post'u,ctt, isto é, l)a,ra cada, a em A a. crpli-

cação a(a) : G -} A, dada porá -> ag(a), é caRIz'nwa. Á tríp/a {Á, (7, a} é chamada

d. C'-;i;t m di«âmi« (o« «p.n« :i:t.«« dinâmi«).

Definição 3.2 De$nÍmos Ã'(G,.4) como o espaço uetorÍa/ das /uniões de G em .4

contínuas e de supor'te compacto.
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A de$nição anterior generaliza a que foi dada no capítulo anterior para Ã'(G),

assim como, o próximo teorema servirá para generalizarmos o que foi feito em (2.21).

Proposição 3.3 . Z)ado /À, (7, a; wrn (;"-sistema d nâmíco podemos de#nÍr em

Ã.'(G, ..4) xma indo/ração e ma cona;o/ração dadas por;

y*(t) )a.(g(t'')*)

(y x .)(t) (.)a,(,(.': t))d.

q y.z C KÇG,A] e ds é u,ma. simpti$cüção de dp,Çs] onde p. é Q medida. de HaaP

sobre G. CovTt estas operações K(.G,A) se torna zma '.-álgebra

G'

Demonstração: Primeiro vamos mostrar que as operações estão bem definidas,
isto é, para todo y, z em Ã'(G, ,4) teremos também y''' e y x z em K(G, .4).

Sda y C A'(G,.A), d-do f € G ' aplicação t -} a (y(Z ')*) é co«tí-a pois

Z -> t-' é contínua por estarmos num grupo topológico (2.1), t'' -} y(Z'') é
contínua pois y ê A'(G,.4), 3/(t'') -} y(Z'')* é contín«a poro"' a involução é

contín«a. E finalmente t -> a*(y(t)) é conta««a já que dado c > 0, « C ,4 fixo e
t. C G existem vizinhanças U. e Wí., onde

vt c U. :+ ll3/(t) - v(t.)ll < ./2 . vt c pu. :+ lla..(.) a,(a)ll < c/2

e assim, tomando-se a = y(to), para todo to em G, existe uma vizinhança Ut. contida
em }'t. n wt., onde Vf € Ut. vale

«.(y(t)) - «.. (y(t.)) ll :Ç lla.(V(f)) a.(#(Z.)) ll + lla.(y(t.)) - a.. (y(t.))

< llv(t) - y(t.)ll + ll«.(v(t.)) - a*.(y(t.))
( .I'z -\ .I'z

Como a função modular zX também é um homomorfismo contínuo, (2.19), então a
apli"ç;' t » y*(t) )a.(y(t':)) é co«tí««.

Seja supp3/ :: (l;, compacto, então C'-l também é compacto pois, como função
contínua leva compacto em compacto, e como as composições para obtermos y* são

todas contínuas então, y* tem suporte compacto. Portanto g" C Ã'(G, Á).
iUtilizamos a expressão a medida de }laar ao invés de uma medida de Flaar pois como vimos

em (2.16) est.a medida exist.e e é única a menos de mult.aplicação por const.ant.e.

la.(y(t)) - «..(y(t.)) ll:Ç lla.(V(f)) a.(#(Z.)) ll+ lla.(g/(t.)) - a..(y(t.)) ll
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Sejam y e , C Ã(G, .4), e«tão a apli-çã,' (.,t) -> y(.)a;(,(.':t)) é contín«a.
De fato da continuidade de (s, t) --} s':t, por (2.1), e por um argumento análogo ao
feito anteriormente, dado c > 0, to e se C G então existem vizinhanças %. e }';. tais

que

a. (z(.i:t.)) - a.(,(. :t))

« lla.(,(.i:t.)) - ««(,(.':Z)) l+ lla«(,(.':t)) - a.(,('

:e 11,('i't.) - '(' :t)ll + lla« (,('':t)) - a.(,('''t))
<. . 1'z -v . I'z

'0)

isto é, (',t) -> a.(,(. 't)) é co«tí-; e limit-da.

Como y C Ã'(G, Á) e«tã. teremos também (',t) » 3/(')a.(,(.-'t)) co«tí-a e

limitada. E assim pelo teorem- (A.5) sabemos que t -> .fa 3/(s)a.(z(s-:t))ds existe
é contínua e tem imagem em Á.

Além disso, y e z tem suporte compacto e como pode ser visto acima a aplicação

t -> /a a.(,(. 't))ds é co«tí--, o« sda, le- comp:''t' 'm compa't' ' assim le-
o compacto suPPg/ n suppz em C' suporte da convolução y x z que é compacto.

Até este momento temos y* (involução) e 3/ x z (convolução) bem definidos

resta mostrar que de fato tornam Ã((7, .4) uma #-álgebra. A demonstração de que
Ã'(G,Á) é um espaço vetorial será omitida porque é uma verificação simples, e
por isso nos preocuparemos apenas com as seguintes propriedades um pouco .mais
trabalhosas.

Dados z, g/ e z em /r((7, H), t e p em G e utilizando-se algumas das propriedades
dos dois capítulos anteriores e do apêndice como a continuidade e algumas propri-

edades do homomorfismo zX (2.19) e (2.20), a continuidade de a, a comutatividade
da integral com operadores lineares contínuos (A.2) e também Fubini(A.6), temos:
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Associativa:

((« x y) x z)(t) Z
Z
Z
Z

(« x g/)(')a,(,(. :t))d.

.Á«M«,(vb''4) l«(,o''o)a'
.Á « M«,(h@-' 4«,--, (,6-: ü) '«''

.Á « M«,(b@-'4«,-:, (,0-:a) ''',
/ #(P-:.)a,--,(,(.''t))d. l@

«(P)a,((y x .)(P''t))dP

x (y x ,))(t).
Z
(,

Tnlrnj-.,;. Hn ;nxrnl-),;.u \fwv uw Axz T VR ub-wv

(y")*(t) Zi(t' ')a. (y*(t ':) * )

'@-D«. ('-«-D'' «,--GU*) *)

»«-D«. ('U«,- hM))
»«'D'-m«* («,--GM)
g/(z).

In\rnl ll-ã,... rl n qnm n 'ubwv uw uvE&Lwn

(« + y)*(t) A({'')a' (l(« + Z/)(t'')l*)

'\(t ')a.(,(t ')* +V(1 ')*)

Z\(t'')a.(«(t'')*) + A(t'')a*(y(t :)*)

«*(t) + y*(t).
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Involução do produto por escalar:

(.à«)*(t)(t'')a.(l(,X«)(t':)l*)

A(t ' :)a. (X« (t ' :)*)

XA(t :)a.(«(t'')*)

À«*(t).

Involução do produto(convolução):

(« x g/)*(t)(t'')a.(l(« x V)(t'')l*)

l «(.)a;(y(s''t'' ))ds

»«-D«. (Á («,h0':'-1)*«U*'.

G
Z\ (t ' ')a.

a(t'')«. r / «.-:*(y(#'')*)«(t''k)*dk'l l
'e.' '

z ».:-::...*::,=.1..J:l*,:,..l*-.:l*,« J" : I'J :l= .1,,( Ç '( k'' é,

4; a.@'D«*(v@'D*.a@':0'')«'(««':©*)ak'''J " ;' Z:. ( 'V'q''.
r a.@'D«*(v@'' )*)«'(A@-'0':«*--.(,«':k)*))ak

l y"(k)aK( *(k''t))dkJG
(y''' x ,*)(t).

a,-: * (g/ (k ' ') *) «(t ' 'k)* dk b

l

E portanto Ã'(G, Á) com as operações assim definidas é uma +-álgebra

Podemos também definir uma norma sobre Ã'(G,.A) de tal forma que este se
torne uma +-álgebra normada. Esta. norma será dada da seguinte forma, para todo
y em Ã(G, .4)

y(t) dt.

P«posição 3.4 0 «p"ço Ã'(G,Á) m-Íd. d" n.,m« ll:, «.{m« de$nÍd«, é «m«
+-álgebra rtorm,üda e, além disso, a. inuoluçiío é isométrica.
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Demonstração
teremos:

Dados z, y C Ã'(G, ,4), utilizando-se o teorema A.4 e também 1.16

11« x vll: / 11(« x g/)(t)llaf

/ ,(.)«,(v(.''t))a'llatJG

1«(')a. (y(. ''Z)) lla.at

ll«(')ll .Á lla, (y(;':t)) llata'

1«(s)ll / llV(.-'t)ll tJG

1«(.)11 11vll-a.

G'

1«11- 11z/ll:

E por (2.20)

llz/"fI-

lA(t'')a.(y(t'')*)ll t

< / 1.A(t ')l llv(t'')llat
G!

.Á A(t'')lly(t'')ll'zt

Ig/(t ')llat

e como (y*)* ão llyll-

Definíção 3.5 D'"'t-'m« p., Li((7, Á) «. c.mp/.t«m nf. d A(G,.4) p./« ll ll.,
g«. s. l-«« «.:m «m« *-á/g.ó« d. B««-A, i.z. é, Klõl N" '': Á) é «.«

+-áLgebra, de 1:5uTtctch

©
Definição 3.6 Sd« = C .4 e / C LI(G) den.faremo. ;«®./ ê-'Zi(G,.4) « e/em.nt«
dados por = ® f(t) = =.f(t).
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Proposição 3.7 0 .p-lz ® / : Vz C ,4 , V.f C X(G)} é d.n;o em Li(G, .4)

Demonstração: Para que isto seja verdade basta demonstrarmos que

Ã'(G, .4) C 3Pml:« ® ./' : Vz C .4 , V/ C Ã'(G)},

já que -K(G, .A) = Z;l(G, .4), onde os fechos são tomados na norma ll l

Dados c > 0 e y C Ã'(G, Á) com suporte compacto O, podemos tomar a cober
?Lura

%.,. G : lly(t) - v(')ll < i;:iiiÜZÕ }
onde n e Z variam, respectivamente, em N e (17.

Como C' é compacto sabemos que existe uma subcobertura finita para C, isto é,

existe m C N tal que C' C .U. l,e.,ti, para simplificar um pouco a notação escreveremos

U ao invés de Un.,t.
l

Com isto podemos construir z em spanlz (8 ./ : Vz C .4 , V./' C Ã(G)} onde

z = 1:zi® ./}, com z = Z/(ti) para algu«l í{ C U. e ./; é a extensão contínua

(obtida através do Teorema de extensão de Tietze) de uma função que vale l em
U (podemos pensar em U compacto) e que vale 0 em G\U, onde U é tomado com

sendo compacto com U c R e p(t4\%) < ãMÍ;;ii® , ' onde M = suflly(t)ll.

l2

Cabe observar que

.(t) l < >1:il«:i
i-l

1/,(t)l < }1:11«:lÍ < «.w.
lt

Desse modo temos

3/-,ll- v(t)-,(t)ll-/. . llg/(t)-,(t)leal
G J,iJ.V.

C\v. lly(t) - '(t)llút + }:.L llz/(t) - '(t)llat

llw(t)ll + ll'(t)llat + >1: /. 11z/(t) p(t;)ll t
v.\v. ' ';;i JK

2A notação \4\U é utilizada para o caso u n K', ou seja, é o conjunt.o dos element.os que estão
en] U e não estão em U.
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7n, .

" * "« «' * \ J.:,;m-*
m 7n

->:m(m+Op(Ü\W + 1: nZ? P )

Além disso, podemos construir uma aproximação da unidade em Li(G,,4)
utilizando-se uma aproximação da unidade (]çx)xcA de .4, (1.26), e também uma
aproximação da unidade (/À)xcA de Éi(G) contida em X(G), (2.27), como vemos a
seguir

Le«ta 3.8 Soam (zx)ÀCA ' (/x)ÀCA c.mo -im« .nfã., « «d' (zx ® /À)xcA é am«

aproaÍmação da unidade de Z;i(G, Á).

Demonstração: Seja gÀ = zx ® /À então

IV*ll- ®/Àll: / llzÀ/X(t)lldt:Ç ll«*l / ll/À(Z)llat:Çi

E dessa forma dado c > 0 e a C LI(G, 4) de (3.7) temos a existência dc
z. = }:z{ ®/. tal que lla z«lli < c/3, logo

]Z

ll«xvx «ll- :Ç llaxyx--;« xwxll:+ll,« xyÀ ,«ll:+ll,«--all
< ll« -- ,«llllyxll + 11,« x vx -- ;«ll-+ ll;. - «l

< 11,« x y* - ,«ll- + =

Observe que

E
{:: l { :: l {:: l

z« x yÀ -- ,.ll- = ll ELi ® ji x = \ ® fx -- «{®./;ll < }:llzi®/. x #À®/À -- zi®/.
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e dessa forma basta mostrarmos que

1:«i 6) /. x "À ® /À :«{ ® ./;

11«: ® /, x «* ® /À - «; ® /,ll(.)a,(«*/X(.':t))d. - «..A(t)llat
l-r ll d c/

< / / «:./;(.)a.(«*/À(.''{)) - «:/.(')a;(/À(.':t))d. dtallla

+ / / «:./;(.)a,(/x(.':f))d. - «:./;(t) dt

<// 1/.(.)1111./\(.''t)llllz;a,(«*) - «:llata.+/ 11«:1111(/, x /À - /.)(t)llat
GJG ' JG

/.(.)1111/À(t)lllla;..(«:)«* - a...(z;) lata. + 11«:1111./} x /À - ./;ll:

G G

G G
<

E como (/À)ÀCA é uma aproximação da unidade de Zi(G) então podemos assumir
que

Podemos também tomar uma cobertura t6 sobre o suporte compacto C' destas

funções de tal forma que dado um s.í de K tenhamos

lla.,(«:) - a,(«:)ll < i

e ainda para cada conjunto l,Ç em questão sabemos que existe um Àj, de forma que
para- todo À > À.f tenhamos

la.,(«;)«* a,.(«;)ll <;
pois, (zx)xcA é uma aproximação da unidade de Á

Como C' é compacto então, pode ser tomada uma subcobertura finita U* de

C' de tal forma que a :: .U.l6., e assim tomando-se ÀO :: nlzazlÀI,À2,.. .,ÀmJ',
teremos pa-ra À > Ào

la.(«i)«* a.(a;)ll < la.(«i)«À -- a.,(z.)«À

+ lla.,(«;)«À -a.,(«;)ll+ lla.,(z;) a;(«{)ll '
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E assim podemos assumir que

lla,--(«:)«* a.--(«;)ll:Ç Üii-t'

o que nos dá

11«: ® .Ê * «* ® /À - «: ® .Êll < ;
como queriamos

Demonstra-se analogamente o caso lIgA x a «ll- < .

Definiremos agora dois operadores que serão centralizadores à direita, à esquerda

e o par um duplo centralizador da +-álgebra de Banach Z)i(G,.4), mas para isto
teremos que utilizar um artifício muito comum que é o de definir estes operadores

em K(G, .4) e depois estendê-los continuamente a Li(G, Á).

Definição 3.9 Para todo :« em M(.4) e p e«. .M(G) com suporte compacto de$n{

"m" « «p/á«çõ« /{«.-es L(z,p) . R(«,p) s.ó« Ã'(G, Á) d« ..g«{«'. m-.i«

(L(z,p) )(t) = 1 a;(y(.':t))dF(s)

(R(«, P)3/)(f)/ y({.-:)a.,-(«)A(')''dP(')

para todo U em KÇG,A] e t em G.

G

G

Na definição anterior a integral ( R(z, p)y l (t) pode pa«cer não faz.r m«ito sen-
tido, já que a é um automorfismo de .A e z pode não estar em ,4. Mas quando escreve-

mos esta ig-Idade p'd'"" p"'" "l' como /c a.,--(a..--(y(Z;''))«) A(.)-:'Zp(')

Pr.posição 3.10 0' ope«do«. L(«,p) . R(«,p) .ã. /imát«d« .«. Ã'(G,Á) po,

«llllpll r. p.,l-Z. po'Z'«. .., «Ze«dád« ««Z;"-«..«Z. « -L:(G, .A)) . d. /at. ;ã.

centralizadores, respectiuamer\te, à esquerda; à direita e o pat é duplo centralizador

Z :(G, .4) .
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Demonstração: A linearidade desses operadores é imediata pois, decorre da li-

nearidade de a e também da linearidade da integração. Seja y € Ã'(G, .4), como o
suporte é compacto então existe X;v uma constante tal que:

It(«,p)vll-

< ll«l

G

la. (y(.''f)) aP(.)llat
G

< ll«ll / / llv(.-'t)latas(.)GJG

vll-ap(.)
G

< k,ll«ll llpll -

e assim mostramos que o operador L(z,/z) é limitado.

Pelo teorema (2.13) podemos definir a norma de /z C .M(G) como sendo

llpll «pl>1:1p(z.)

onde {ZiJT é uma partição mensurável de G, vida C.3 e C.ll de l21. Com isto
p(G) :Ç llpll, já que {.Eill com Eí = G é uma partição mensurável de G. E assim

temos,

l2

{z: }T} ,

lz,(«,p)ll = sup llz,(«,p)yll:
ll3/lli=l

ii;íí--.Z .Á«,üb''up llt

$ 11«11 .«P / / lla.(g/(.''Z))dP(.)lldt
l3/lli=1 Ja JC

Ç ll"lliiSÍÍ11 .Á.Á lIgO':Ull t p

«ll .«p / llyll.ap(')
IVlli=i Ja

:Ç ll«llllp

e de modo idêntico temos

59



R(",p)yll: - .Z .Z p(t'':)".,--(«)a.(')':'íp(') at

-.Z .Z««.'D«.,-:(«)ap0'D a'

:ç il«ll .Z .Z llv(t')ll'ít'íp(;)

/ llvll:ap(.)

llllv l-

R(« , p) ll , p)vll:
lylll=l

/ y(t.--)a.,--(«)A(.)''dP(.)ll.ÍtJG

/ y(t.-')a..-:(«)ap(.'')ll.ít

« ll«ll .«p / / llv(zs)llafap(.)
llylli=1 Ja Ja

.UP / llVll:aP(;)
llylli=1 JG

< ll«llllpll

e portanto Z(z,p) e R(z,p) são limitados por llzllll/zll, podendo assim serem esten

ditos a Z,i(G, .4) continuame«te.

Soam y . , .m Ã'(G, Á) e t em G temos,

L(=,p)Çy x z)(t)= = 1 a.Çy x z(.''t))dH(s)

- .I'- ÇJ (k)a*(z(k-:s'*t))dõdp( )

- « l l «;Qu(ü))«;-(.(k-'.'*t))ÚKÚ ( )

- l.;l.«;Quç;'*,b« Ç'Q''* Üdrd«Çq

G

G
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l Ç 1.«: çuÇ;': Üd,-,Ç 4«, ç,Qv'~ 'ba«

.Z '(«,n«n«,(,ü':ü', -(a(«,dü * ,)u
e assim r(aç, p) é um centralizador à esquerda pois,

Z.(",P)(3/ * ')(t) - ((Z}(,, P)y) * ,)(f)
e também

R(«,P)(y x ,)(t)/(y x ,)(Z''')a.,--(«)A(.)':dP(.)

g/(,)a,(,(,''t' '))d, a.;--(«)a.(')''dP(')

1 1 y(«)a, Çz(« :ts': ))a*,-- («)6.(s)-' dF(s)d«}GJG

l y(r)a, Ç l.z(r': ts't )a,-- t,-. (=)6.(s)'t dF(.s'Õdr

.Á «n~,@(«,dk''a', -(« * "(«,d,)m
portanto R(z,p) é um centralizador à direitajá (lue,

"(«,d@ * 4U - (« * «(.,d,)W

G G

b * '(«, m - /«H«.('(«,d,0-:0)''
y(')a.(«)a«(,(,':. :t))dP(,)d'

1 1 y(k« ' )ak,-- («)aK(z(k''t))&(«)-'dF(,) kJGIG

( ./l v@,'D«.,-- («)AH': ap(,)) «.(,@':0) aA

R(«,P)y(k)a*(,(k''t))dk -(R(«,P)y x ,)(t)

ou s'ja, o p;r (L(z,p); R(:«,p)) é um d«pl. centralizador de L-(G, Á).

e a.inda.

G G

G

G
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Definição 3.11 Sd«m (r, H) «.« «p«'.«f«çã. d' Á ' (u, H) w«.« «p«''nt«çã.
unitári,a de G , sobre o mesmo esta,ço de Hitbert H. eram,cimos Q terna Qn.u, Hb
de representação couaüaníe do (;''-s sfema dinâmico {.,4, C;, a} se

«.«(«)«: - «(«.(«)) , Vs C G e Va C ,4

O teorema a seguir é muito importante pois, a partir dele definiremos o Produto

Cruzado e através dele saberemos mais sobre as representações não degeneradas do
Produto Cruzado, mesmo sem tê-lo construído, já que estas estarão relacionadas as

representações covariantes do CI'''-sistema dinâmico.

Teorema 3.12 Se (n,u, //) é u«,a representação cot,ar ante de {.4,G,a} então Àá

u'ma. re'pteSeTttaÇãO não-degenerada. tn x u,H) de Lt(.G,A] tat qu,e

(«' x «)(y) - / «(3/(t))«.dt , Vy C Ã'(G,Á)

e ainda,, há umcl correspondências biuníuoca entre as representações couariantes

(r, u, #) . « «p«;.nZ«Pões não-d.g.n.«d« (« x u, H).

G

Demonstração: Vejamos primeiro que (a' x u, H) é de fato uma representação de
LI(G, ..'l). Para todo y C K(G, Á) segue que

(« x «)(V)ll / «(V(Z))«.atll

:Ç / ll«(v(t))«.llat

G

G

/.
1« (v(t))llaz

:Ç / llv({)llat

1«(p(t))l ll«.llat

vemos dessa forma que (r x u)(y) está em B(#) e portanto podemos estendê-

lo continuamente para Zt(G,.A), mostr«do que (« x u)(3/) C B(#), para todo
y c z;-(G, Á).
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Sd;m y , , C Ã'(C;, Á) e«tão,

(«' x «)(Z/*) « (3/*(t)) «. dt
G

- .Á « (»«-D«:0«-D*)) « '*

lb.Çt- h«.«ÇuÇt-"'yb«i«.dt

lb.Çt- h«.«ÇuÇ''lh* dt

1.«*« htt- * b* dçt' b

1.«.-. «ÇuW* ''

(y(t) )" dt

e também

çn x uàçg x z] l Ç'l'uçsàa;Çzçs-\t;)Õa:àutat

.L/.«üw)«ç, ç;-'ü)«.-.-*
- l l «(u( ))«,«ç,(;''t)«:«.d;d*JGIG

«(y(;))«.«(,(. 't))«,--.d.dt

«(y(;))«.«(,(,))«, ,GIG

(« x u)(y)(r x u)(,)

GG

E assim vemos que (n x u, n) é de fato uma representação de Li(G, .Á). O fato
dessa representação ser não-degenerada sairá automaticamente quando for provada

a biunicidade da correspondência entre as representações.

Reciprocamente, suponhamos que (p, H) é uma representação não-degenerada

de Zi(G, .4) e seja(yX)ÀCA uma aproximação da unidade de Z,t(G, .A) que está contida

em Ã'(G, .4), (2.27), portanto (p(g/X))XcA converge na topologia forte dos operadores

para /B(x). Basta notar que para todo y em Lt(G, .A) temos,

lifn llp(PÀ x y) - p(y)ll = liin llp(yÀ x y -- y)ll « liin lyÀ x g/ -- ylli = 0
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Lembrando que no primeiro capítulo mostramos uma forma de se identificar .4

e .4 a um subconjunto de M(.4) então, podemos tomar, ao invés de # em M(Á), #
em Á ou em ..4.

Para cada iç em .4, ou mesmo em .4, t em G e (yÀ)ÀCA aproximação da unidade

de ZI(G, .4) definimos:

«'(") P(Z'(«,á.)g,) R(",Ó.)y*)

". P(É(l.i, á.)y*) - lir' P(R(IÃ, á.)y*)

onde os limites são tomados pontualmente na topologia fraca, isto é, para todo (
em ]7 temos

«'(z)( L(,,Ó.)yÀ)( R(z,Õ.)yÀ)(

u.( - h{«P(L(IÃ, á.)yÀ)( - h{«P(R(l.i, 8.)y*)(

Observando que tais limites existem por (1.46), as igualdades acima são todas

válidas pois, como p é contínua, (L(aç,p),R(z,p)) é um duplo centralizador de
Z,i(G, .4) , (yX)ÀCA é aproximação da unidade nesse espaço então,

h{«P(Z(,, P)3/,) li{« Z;(«, P)y*)

- «("J«G. * "I« '(«,d«D)

- «( "J«"j« G. * "(«, d«D)
- ,( "{« "J« @(«, d«. * «J)
- «( «i« nf« "(«, d«. * «o)
- p(hP x(«,p)y) p(R(«,p)v.)

então pala z qualquer e p :: á. temos o primeiro caso e para z " l.ã e /z :: Jt temos

o segundo (lembrando que át é a medida dada em 2.23).

Basta mostrarmos então que (n, #) e (u, #) acima definidos são, respectiva
mente, representações de Á e G. Para isto vejamos que

Z.(zy,Ó.) = L(z,Ó.)L(y,á.) V« . y C M'(.4) .

Z.(l,J..) - L(l,J,)Z,(l,J.) V; . t C 6'
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pois, para todo z em Ã'(G, Á) e todo t em G temos

Z.(«y , Õ.)(z)(t)

«g/,(t) #-L(y,ó.)(.)(t)

"I ~;Qu, õõ,o-' *'Üdõ.H
Z.(« , á.)L(y, á. )(,)(t)

.l-,Q«'ndõ.ç4

e

z.(l, á,.)(,)(,) a*(.(k :,))dá,.(k)

a..(,(t''.':,))

«, («. (,d'' .-:a )
a. (Z.(l, J. )(,('' : ,))

Z.(l, á.)L(l, á.)(,)(,)

G

sendo assim temos (n, H) uma representação de .4 já que,

«('+y) z.(,+y, á.)y*)

li{«P(L(,, ã.)y* + Z'(g, ó.)y»)

«{« (,«P, 'J«J -- «Üh, 'J«D)
- iiP p(z.(,, á.)v»)+ iir p(z,(v, õ.)v»)

+ «-(y)

«('y) (,3/,õ.)y*)

Z,(,, á.)L(Z/ , á.)y*)

- i:P (,(tP, ÕJ«D,("h, áJ«»))

= hmp(Z,(,, á.)y*) hpp(Z.(y, á.)y*)
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«'(v''') iif'p(L(v*,ã.)v*)

*y*) - P(y*)

«(v)* npp(z.(v,á.)(v*)*)

y*)

e também (u, #) é uma representação unitária de G pois, é homomorfismo e preserva
involução; estas demonstrações são análogas a que fizemos acima e por isto vamos

verificar apenas a condição para que seja unitária. A continuidade (fraca) segue da
continuidade da aplicação Z --> Z'(l, Jt)y na norma l lli, para todo y em Li(G, ,4) e
do fato que p(y)(, ( C # ser denso em #. E ainda

e

(".":)(') - «.(') - iiPP(z(l, á.)('))

ou sela, (u,)'' = u:

Contudo, resta provar que esta representação (n, u, H) que acabamos de cona

truir é co-ri-te, sda y C K(G, .A) então,

(«.«'(«)u;)P(y)(Z(l, J.)Z(,, á.)L(l, Õ.--)y)

, á.)L(«, J.)(a.-: (g(t'))))

, á.)(,a.-: (g/(t'))))

(-)y(t))
(a.(«) , á.)(y))
(«))P(3/)

tomando-se y = yÀ onde (yX)XCA uma aproximação da unidade de LI(G,Á) e
passand.-se ao limite temos a relação de co«riância, u.«(z)u; = « (a.(z)), veri-
ficada.

Mostrando agora a bijetividade entre estas representações tomemos a represen-

tação covariante (n, u, -l/) acima obtida. a partir da representação não-degenerada

(p, H) de L-(G, ,4) e y,, C Ã(G, .4).
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(L(y(t), á.)Z,(l, â')')(') - y(t) .Á ",'(L(l, á')('':'))dá.(')
1, á.)(.)

= UI.t) l a.(.z(m''sl)d8t(m)JG

- y(t)a: (z(t':.)).

Logo,

«(u(t'l)'«.atp(') ' l p(L(u(t),õ.)L(\, .) )at
G . JG

- l P(y(t)a.(,(t''.)'l)dt
LJ

a.l.z(t 's»dt

e como anteriormente tomando-se z = yÀ e passando-se ao limite teremos

ou seja, p = n' x u.

Reciprocamente, se p :: a x u, tomamos yÀ :: zx x /À e veremos que, para todo
a C Á e para todo t C G, temos

(Z(«, á.)y*)(.)(y*(m':')) dá.(m)

- «a.(«*/À(t'''))
)/À(t':.)

e a.ssim

G

1.«çuçt'ü«,.at
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iii« (p(l(«, á.)v*)) - iif'p('«,/À('))

-"* l.«ç«**f*(ü«:';

- hT"t='x] IÍ*Ç.)' ;-;

e

nl«P(Z(i, á.)y») P(a.(«*)/À(t':'))

- h* l.«t« büj*çt'*sà«.d;

- uT." b-ç«ü l.f*tt-* s]«,d,;

(s)ut;d'
JG

(.)u.'.

Definição 3.13 0 Proa to cruzado, re/at uo ao (l;''-sistema dinâmico {.4,G,cr}, é

de$nido como sendo o completamente de x. ÇLI.QG,A)h em BI..H.3. E T'apresentado

pe/o sÍhóo/o G H .,4,

Cabe observar que pelo teorema (1.41) poderíamos definir também o produto

cruzado como sendo o completamento de Zt(G, .4) segundo a norma

l«ll« («)ll
n'C.R

para todo a C Li(G, Á) onde R é o conjLmto de todas as representações não dele

negadas de Li(G, .4).

Teorema 3.14 Todo #- Aomomor$smo Ó de Z,i(G,.4) em alma C''-á/geóra .4 pode

ser estendido única. e continuamente Q um +- homomor$smo (b de G n A em A.

68



Demonstração: Seja (@, //) uma representação fiel de .4, por (1.21) @ é uma
isometria. Sendo assim, (@ . Ó, H) é uma representação de Li(G, Á), logo

@(«)ll ll@ . @(«) l « ll«ll

para todo a C Li ((7, .4). Dessa forma vemos que Ó é contínua e portanto existe uma
única extensão contínua @ de é em G >1 .4.a

Teorema 3.15 Para cada (;"-sistema dinâmico {.4, (;, a} ezisfe wma represenZaçãa

c.«,j-t. («', u, #) t«/ g«.

G N ..4 Ç 0'*(«'(..4) U ua) Ç M(G N ,4
CYa'

Demonstração: Pela demonstração de 3.12 temos a existência de uma representa-

ç:' co-ria«te («',u, H) tal q- «(H) U « Ç M(G N .4) e como M(G » Á) é «ma
C*-álgebr- entã. a*(«(Á) U ua) Ç M(G * .4).

Para mostrar a outra inclusão seja y C Ã (G, .4) e c > 0, existe um conjunto C'
compacto que contém o suporte de y e por 3.7 existem (z{ ® /.) C Ã'(G, Á), para

i= 1,2, . . . ,n, tais que lly >1:aç{ ®./;ll < c. Os elementos /cut/.(t)dZ pertencem a

C'*(«) e assim E .h «(«{)u./.(t)dt pert"" a C'*(«(Á) U «).

CY CI

cx

lt

lZ

Mas

/{=1 ' '' {::1 {=1

logo ««(y) C C'*(r(.4) U «a) e porta"to G x .A C C"''(r(..4) U «a)

1«.(y) - >: «(«;)«.Á(t)atll ««(v) - "«(l>:«: ®/,)ll < llv - }:«; ® ./;ll: <.

cx

Observe que podemos identificar .,'l com sua imagem em M((7 x Á) através da

aplicação a -} /,(a, á.) e também identificar G com sua imagem em M(G x .4) via
aplicação t F-> ut. No caso em que Á possui unidade sabemos que .4 = M(Á) e assim

sendo, quando a possui unidade teremos G x ,4 = C'*(n(,4) U ua) = M(G x .4).a
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Para finalizar e esclarecer um pouco mais este assunto, faremos agora alguns
exemplos de Produtos Cruzados.

Exemplo 3.16 Z« x 0'(Z«) = Mn(C)
cz

Para um n C N fixo tomemos o grupo Zn, a C':-álgebra O'(Z«) e uma ação CY de Z«
em C'(Z«) t-l q- a;(./)l.

Dessa forma podemos construir o Produto Cruzado Z« x C'(Z«) e verificar quea'

Z« x C'(Z«) = Mn(C)a

Tomemos uma aplicação a' : (7(Z«) -+ À/n((C) dada por

.f(o) o o
o ./'(1) o

0

0

0

0

«'(f)

o o o 0 ./'(n - l)

1./11 e que a é um #-homomorfismopara toda ./ € C(Z«), é fácil verificar llr(.f)ll

Tomemos também S C A/n(C) dada por

o o o
l o o

0 1
0 0

s-

o ... o l
o o o

0 0

e com isto verifica-se que

o l o

o o l
s*-

o o o 0 1
0 0l o o
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Definindo-se u. = S", para todo m em Z., temos u uma representação unitária de

Z.. Através de alguns cálculos com as matrizes pode-se chegar a conclusão de que

u.r(/)u;l = « (a«(./)), e dess. forma «mos que . rep"s-tição («,u,C'') é um-
representação covariante, e por (3.12) podemos construir n x u.

Observe que p;'a t'do / C /:(Z«,C'(Z«)) temos « x u(./) = E r(/(«.))u«
que é claramente sobrdetora em B(C") = À4n((C), e como a dimensão de ambos é
n2, temos que n x u é um ísomorfismo. Logo

Z« * 0'(Z«) = Mn('C)

Uma demonstração mais detalhada deste fato pode ser encontrada no exemplo

2.28 de jlll.

Exemplo 3.17 .4 á/geórü de rotação .4o

Definimos a álgebra de rotação .4# como sendo o Produto Cruzado Z x (-7(T), onde

ro(/)l, = ./(e '";'z). Quando o ângulo 0 for irracional .4o recebe o nome de álgebra
Hn rn+ n '';n i rr" -;.. , l

vwb- wv x x wv4v 1 1 wx n

Pode-se verificar que a álgebra de rotação .4o é a C*-álgebra universal gerada
por elementos unitários U e y e a relação Z./y :: e2"iPVU, mas não vamos entrar

em maiores detalhes com relação a esta forma de se apresentar Ho. Para um leitor

interessado neste assunto recomendamos o capítulo VI de l31, o apêndice C de jll e

também o capítulo 5 de jlll.

Exemplo 3.18 G n C - CloÇG) pcLra. G u,m grupo ubelianotr

De fato, como G é abeliaTiO e localmente compacto então Z)i((7) é uma #-álgebra de

Banach comutativa (2.17) e que possui uma aproximação da. unidade.

Como G H C é igual ao fecho de Li(C), então G >1 (C também é comutativo e
pelo teorema de Gelfand-Naimark, (1.20), sabemos que

G H C ..P.ct- d. G H C)
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Mas por (3.12) sabemos que as representações de Zi(G) podem ser estendidas

continuamente às representações de G x C. E por (2.33) sabemos que o espectro de

Li(G) pode ser visto como G. Portanto
r

xC = a.(G)
t7'

3.2 Produto Cruzado Reduzido

Definição 3.19 Dado am C''-sÍsZema dín(ímíco {,4, G, a} e ma representação (n, #)
d. .'l, ««.t«ú"" "m« «p«..«t«ç'' «-,á-t. (ã:, À, Z,,(G, H)), f«/ g«. p-« f«".
r em .4, s e t em G e ( em Zz(G, H) tempos

(X(«)0 (t) (a.-- («))((t)
( .x ,0(f )

É claro que # e À são, respectivamente, representações de 4 e G em Z? (L2(G, H))
e também que formam uma representação covariante pois,

((.x.z(«),x:)0(t) «),x.-- 0(.':z)
- «(a.--.(,)) (.X,-- (('''t))
= «-(a.- ,(«))((Z)

(«)0(t).

Definição 3.20 .4 representação regra/ar de G x Á induzida por (n', #), representa-

ção de A, é representação (.r x )-,Lata.H~\h obtida Teta, de$nição anterior e Teta
proposição 3.12

E dessa forma teremos para todo y C Ã'(G, Á) e ( C L2(G, H)

(«':*N 0u 1. «üu)*;q ;
C«(«.- ÜN))«'-:o'.

72



Definição 3.21 Z)ado o C"'-sísfema d námáco {,4, (;, a} e a representação zlnÍuersa/

b.,H.) de A de$niTnos o Produto Cru,lado Reduzido de G por A como sendo a. C' -

á/g.Ó« oÓÍãd« PO, (X« x À)(G x .4) . d.n.ta«.« «f« C''-Ú/P.Ó« P., G N Á.

Alguns exemplos de Produtos Cruzados Reduzidos serão deixados para serem

feitos no próximo capítulo, para que possamos mostrar algumas aplicações dos teo-
remas que estudaremos num próximo momento. Mas mesmo assim, daremos agora

um exemplo de Produto Cruzado Reduzido que não se encaixa no próximo capítulo,

visto que o grupo em questão não é necessariamente abeliano.

Exemplo 3.22 : G x (C = ao(G) para G um grtépo aóe/cano

Observando que pelo Teorema de Plancherel, 4.25 de l81, a transformada de Fou-
rier r' se estende a um operador unitário u de Z,2(G) em L2(G). Dessa forma, a
representação regular À passa a funcionar como uma conjugação por u

uÀ(.f)u*(â) = «À(/)(g) /Õ,

par' toda / C Li(G) e g C L (G) n L2(G), ou sda, a represent-ção r'gula« está
leva.ndo um elemento ./ de Zi(G) em seu multiplicador /, ou melhor M/. Portanto
À é uma isometria e como por (3.18)

G x C = C'o(G)

então,

G' * 'C = 0o(G) G * C
tr ' t7'r
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Capítulo 4

Mediabilidade e o Produto Cruzado
Discreto

Neste capítulo trataremos sobre o estudo dos grupos ''amenables'' que recebe-
ram esse nome devido a um trocadilho feito por M. M. Day em 1950, esse trocadilho

foi feito em cima da palavra ''mean'' (média). Por esse motivo, ou não traduzimos
o termo ''amenables'', ou fazemos como fizeram os franceses, alemães e outros que

numa tradução não literal denominam estes grupos respectivamente por ''moyen-

nable'' e ''mittelbar''. Numa tentativa de trazer ao português uma tradução não
literal, mas condizente com as propriedades do grupo passaremos a chama-lo de
grupo medÍáz;e/.

Além da definição, exemplos, etc. também trataremos, neste capítulo, de uma

propriedade especial do produto cruzado por grupos mediáveis. Utilizando-se este

tipo de grupo veremos que o produto cruzado (y x .4 é isométricamente isomorfo,
através da representação regular, ao produto cruzado reduzido G >q .4. E quando

a C* - álgebra utilizada, na construçã.o do produto cruzado, for a dos complexos,

C, provaremos também a veracidade da recíproca, isto é, mostraremos que se a
representa.ção regular é fiel então o grupo G é mediável. Estudaremos com detalhe
esta propriedade dos grupos mediáveis no caso em que o grupo é discreto.

(]
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4.1 Mediabilidade

Definição 4.1 Urra grupo G é dito mediáue/ se ez ste m estado m, Éamóém cÃarna

do de m,adia, sobre L.ÇG) tal qwe m(.X,Qj» = mÇf) , para todo s C G e f C L.ÇG)

Exemplo 4.2 Todos os grupos compactos são med át;eís

Para isto basta observar que a integração obtida com a medida de Haar (p) se torna

um estado invariante à esquerda sobre L-(G). Vejamos, m(/) = /G /(s)dp(s) é um
funcional linear positivo, invariante à esquerda pela própria definição da. medida de

Haar, vid. (2.16), e também um estado já que m(XG) = ./aX.(s)dp(s) = p(G) = 1,
pois G é compacto.

Exemplo 4.3 Todo grupo aóe/ ano /oca/mente compacto é medíáue/

Para demonstramos este exemplo utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Markov

Kakutani, 0.14 dc j12], que nos diz:

Teorema 4.4 (Teorema de Markov - Kakutani) Sda n uma /amÍZia comuta-

t,iua de junções lineares contín üs de lm espaço uetorial tipológico X em st mesmo.

E K um subconjuT\to compctcto e conue=o de X t,at qu,e TK Ç K,WT C çl, então

existe = ç: K tal qKe T= -- =.WT C çl.

Sda S o espaço dos estados de Z.(G) munido da topologia fraca-#. Então S é

convexo pois, Vcr,P C S e À C 10, 11 temos Àa + (l À)/7 C S já que

(Àa+(l - À)P)(X.) .)+(l - .X)#(X.)

E também é compacto pois pelo teorema de Banach - Alaoglu, V.3.1 de l21, sabemos

que num espaço normado, como é o caso, a bola unitária do dual deste espaço é
fraca-+ compacta-

Para cada s C G considere 17\(./') = À,/, para / em L-(G). Logo o operador
linear Ts+ (adjunto) de L-(G)* definido por T'p ' pÀ,, para todo p C S é fraco-#
contínuo, e então, se p{ q p temos

r:piçJ) ' PiÇx:çf -} Pçx:tf)) = T:Pçj).wf € L-ÇG).

+
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Mas se p € S e«tão Ts+p C S pois, 7='p(./') = p(,X,(/)) > 0,V/ C Z:,(G) e
Z:'pll = llZl;p(X.)l = llp(X.)ll = 1. Logo 7T é um operador de S e como S é

compacto e convexo, basta então a família n = {7=' : s C (7} ser comutativa para
aplicarmos o Teorema de Markov - Kakutani. De fato

I':Tj:P = T:Çpxà ' px.x, = px,; ' px« ' Tl:'r:P

Assim sendo, existe m C S um ponto fixo dado pela família Q tal que para todo ./'

em Z,-(6') v,le, m(À,(/)) = Ts+m(/) = «(.f) . Logo G é media-l.

Teorema 4.5 Todo o grupo qwe contenda B'z Ígr«po /ít;re de dois geradores) não é
meãiáuet.

Seja G = Fz o grupo livre de dois geradores e sejam u e o os geradores de G (dois

de seus geradores). Tomemos Uo e Ui como o conjunto dos elementos de G que
começam, respectivamente, por potências pares e ímpares de u, para u C (l;. Sejam
Uo, H e V2 conjuntos formados, respectivamente, por elementos que começam com

potências de u congruas a 0, 1 e 2, módulo 3 . Sendo assim temos:

G = UoUUieUo=uUi

G = Uo U }''i CJ V2 e q - u'Uo,.j = 1,2

Por absurdo vamos supor G mediável e assim existe m estado invariante à

esquerda de Z,«(G) o que nos daria

m(XG) = 1 (pois, Xa é a unidade de L-(G))

m(Xuo) = m(Xu.) (pois, Xu. = Àl;'Xu.)

m(Xvo) m(Xy) m(Xv2)(pois,XvJ = .X;jXuo)

m(XU.) < «.(Xuo) (pois, U- C yo)

E assim, se G = H'2 temos m(XU.) = 1/2 e m(XUo) = 1/3. O que nos dá uma
contradição, ou seja, G' não pode ser um grupo mediáve].
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A demonstração para o caso em que (; contém o grupo F2 pode ser feita através

de um simples argumento contraditório. Supondo que exista um estado m de E-(G)
invariante à esquerda, então, m também seria um estado invariante à esquerda sobre

Z,.(F2), já que F2 C G, e assim teríamos mostrado que H'2 é mediável, o que é uma
contradição pelo que acabamos de demonstrar e portanto não existe tal estado m

sobre Zl-(G), ou seja, (7 não é mediável.

Deste ponto em diante passaremos a estudar, salvo menção contrária, apenas

os casos em que o grupo (;, em questão, é discreto. E por esse motivo dedicamos
a próxima seção para falar sobre algumas propriedades do Produto Cruzado por

grupos discretos.

4.2 O Produto Cruzado Discreto

Estudamos no capítulo anterior o Produto Cruzado num caso geral onde o C*-
sistema dinâmico {.A, (;, a} era constituído por uma C*-álgebra .4 qualquer, um
grupo G localmente compacto e uma ação cv contínua. Nesta seção estaremos inte-

ressados no C* sistema dinâmico {.A, G, a}, onde .A é uma C'''-álgebra qualquer e (;
é um grupo discreto. Observe que não é necessário fazer referência a continuidade

da ação «, porque esta é sempre contínua, já que 6' é discreto.

Por abuso de linguagem iremos nos referir ao Produto Cruzado por um grupo
discreto como sendo o Produto Cruzado Discreto.

A mudança para um grupo (; discreto provoca uma série de alterações que
simplificam a teoria desenvolvida para Produtos Cruzados no caso geral. Dentre
essas mudanças podemos citar que o fato de G, discreto, ser unimodular elimina

algumas dificuldades impostas pela função modular zX, as integrações do capítulo

anterior se transformam em somatórios para o caso discreto, assim como, o termo

suporte compacto pode ser entendido como suporte finito.

Dessa forma o espaço Li(G, Á) se torna

/-(c', .4) G --} ..'l, }:ll«(')ll < «,},
onde as operações de convolução e involução e a norma são dadas por

sCG
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«b(t) >1:«(')a.(b('
sC (l;

«*(t) (.'')*)

«ll- - }:ll«(')ll.
sC (l;

't))

Como visto anteriormente, ZI(G, .4), munido dessas operações e norma, se torna
uma #-álgebra de Banach com o subconjunto k(G, .4), funções de /i(G, Á) que tem
suporte finito, fortemente denso. Neste caso A((7, .A) pode ser visto como

k(G',.4) Õ.. : nCN, «:C.4..:CG}.
l2

Pelo teorema (3.12), uma representação covariante (n, u, //) de {.4, G, a} nos

dá uma representação não degenerada de /i(G, .4) dada por

« * «(.) - E«(«(.))«.

e reciprocamente, dada uma representação não degenerada de /i(G, Á) podemos
obter uma representação covariante (a, u, #) do sistema dinâmico {Á, G, a}.

Pelo que foi visto no final de seção sobre Produtos Cruzados sabemos que se Á
possui unidade, então G x .,4 é ísometricamente isomorfo a a*(r(.4) U UG). E assim,

G' x ..4 {E«-(y.)u. : y C /:(G,Á)}.

O produto cruzado da C*-álgebra (C por um grupo discreto G através de uma
ação trivial a, G x (C, é também chamado de C"'-á/geóra do grupo G e denotado
por C*(G), assim como, o produto cruzado reduzido obtido a partir de (7*((7) pela

representação regular que neste caso se resume a À é chamado de C"'-á/geóra reduz da

do grupo G e representado por (l#(G)

a

Esses produtos cruzados por (C, onde o grupo (-7 é mediável, são uma excelente
motivação para o assunto que vamos tratar pois, são mais simples de se manipular
e no entanto nos dão uma ótima idéia dos objetivos a serem alcançados. E por esse

motivo trataremos dele dessa próxima seção.
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4.3 0 Produto Cruzado de um Grupo Mediável Dis
creto pela C*-álgebra dos Complexos

Nesta seção estudaremos o caso particular onde o produto cruzado é construído

a partir do C*-sistema dinâmico {C, G, a}, onde o grupo C;' é discreto e medíável.
Veremos com isto que a representação regular de G x (C é fiel, ou seja, (7 x (C = (7 H C.

Mostraremos também a recíproca, isto é, se a representação regular de G x C é fiel

então o grupo G é mediável.

CY

Definição 4.6 Uma /l nção Ó C /.(G) é dita posáZ ua de$n da se

}: }: aqé(';:';) a: o,
{=i .j=i

para todo n > 1, onde ci, cj C C, si, s.f C G fa/ q e 1 < í,.j < n:

Passaremos a denotar por P(G) o conjunto de todas as funções positivas de-

finidas e por PI(G) o conjunto de todas as Ó C P((7) tais que Ó(e) = 1. O
conjunto Pi((7) é de grande valia, já (lue, toda é C PI(G) através da relação

Ó(s) = ©(ó,),Vs C G determina um estado © C (G x (C)* e reciprocamente t«
do estado de © de G x (C determina uma função positiva definida em /:'i (G).

cz

Proposição 4.7 Z./ma /unção Ó C Pi(G) deterá na m estado ® de G >1 (C através

d« «/«çã. @(.) (ó.) . «cip«c«m.«te, «m «t«d. d. G x C t«mi"" ""''«
função de P.L(.G) atrüués da ig alaúde a,nterior.

a'

a'

Demonstração: Dado um estado ® de G x (C e tomando

temos Ó(e) (á.)

a' se é(.) 'b(õ.),V. C C'

k(a) - {>1:':õ,. ci C (C, s{ C G}

e

k(G')
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então para / = }:qá.. em k(G) temos
l'z

E
i=i.j=i

E .{q@(.;:.i) = ©(./'* x /) a: 0

ou seja, dado um estado temos uma função positiva definida em Pi (C?)
mente, dada uma é € P] ((7) definimos um funcional sobre X;(G) por

Recíproca

'>(}:':á..) - }l:':ó(':)
{-l {-l

e assim '> é linear, a' é contínua porque V./' C k(G) temos

'>(/)ll }:aá..)ll < }1:lcillléll- < ll.fll-lléll-
l lZ t

e assim q) pode ser estendida continuamente a /l(G)

Temos ainda

'b(./'* x /) > 0 . ©(8.)

E assim, podemos estender ® continuamente para um estado de G x (C . O que

nos mostra então a bijeção entre S(G x C) e Pi (G) e conseqüentemente para todo

/ = }:ciá.; em k(G) temos a norma em G x C dada por

a

lt

11./11.:. - 'q ©(/* x /) - ..=F:;,, ÇE:X:qq'é(';'''),

Lema 4.8 Z,)abas Ói e Ó2 em Pt(G) então ÓIÓ2 Z"móém pertence .z Pi(G), onde
@:@,(t) = Ó:(t)@,(t), P-« t.d. t .m G.

Demonstração: Antes de demonstramos propriamente o lema vejamos que a ma-

triz produto, em relação ao produto pontual (produto de Schur), de duas matrizes
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positivas é também positiva. Seja 1? uma matriz positiva de elementos (b{.Í)i<i,j<,. en-

tão, existe uma matriz (7 de elementos (c;j) tal que bÍj = )il: ciAqi, consequentemen-

te p'ra quaisquer 7i e b em C temos )i:E(aij6ij)$'yí = EE«{j(}:cikQI)$1; =
{-ij:l {-ij-i k-l

>l, >: )1:ai.iqil$cik% a: 0, já que (aij) também é positiva.
k-ii:iJ-l

Agora sim, tomando-se {si, s2, - . . , s.} em G e escrevendo-se as matrizes .A/k

com coeficientes mk = ék(s;:si) para A = 1 ou 2 e 1 < i,.j < n, teremos matrizes
.A/i e .A/2 positivas já que, para todo c C (=", existe / C Ã'(G) tal (lue < JWk c, c >=
$Çf* x f)') o.

k l

Dessa maneira a matriz JW = Mi7M2, tomado o produto pontual das duas
matrizes positivas, também é positiva, ou seja

)ll:>1:qQé:(;;'';)ó,(';''.) Mc, c> a: o,

para todo c C (:" e como {si,s2, . . . , s.]. são tomados arbitrariamente temos Ó]Ó2

positivo e também ÓiÓ2(e) = 1 portanto élé2 C Pi(G).

l .j lt

Lema 4.9 Sda é C PI(G) com suporte ./inifo então ezisfe arn ueZor n fár o ( em
/2(G) t«/ q«e Ó(.) .X,(, (>, p-« t.d. . C G.

Demonstração: Definindo-se um operador linear T sobre K'(G) por 7'(./) = / x @,

como Ó é suporte finito então 7' é limitado (por >ll:,ca l@(s)l ) em /2(C?) e portanto

pode ser estendido continuamente a um operador limitado de /2(G). Seja / = >1:ciá.

em Ã'(G) e«tão,

WI,l) - ÇI * ó,í) - 5:tí * ©ÇiÍÍR
sCG

- }l: >1: ./(t)é(t':').f(D - >1:>11:.;çó(;;:;:) a; o
sCG tC(; {=1 .j=l

logo 7' é um operador positivo e ainda T comuta com À,, Vs C G, porque para todo

/ em /2(G) temos

lt

n

(.x.r)(/) (./ x @) xó )(/)
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E assim tomando-se ( = 7'i/2(S. temos,

<,X,(,(> /'á.,T'/'ã.><T:/',X,â.,T'/'á.>
> é>

e também ( unitário já que, ll€11: = @(e) = 1.

Proposição 4.10 Soam ,4 wma C''-á/geóra e (p, H) ama representação de .,4. Se
f' S(Á):/(«)(a)(,(>,(C X,«C.4.ll(ll=i} e«fã«p é./ie/.., .

«m.«'' .e, «(f')'

Demonstração: Suponha que existe z # 0, # C Á, tal que p(z) = 0. Por um
corolário do Teorema de Hahn-Banach, 111.6.5 [21, existe ./ C S(Á) ta] que /(z*a) # 0

e por hipótes' existe (ÓÀ)xc.Â C co(F') tal que @À g /, ou sda, óx(z*z) --> ./'(z'''z),
mas p(3) = 0 logo Óx(z*z) = 0, o que é uma contradição e portanto p é fiel.

Supondo B = co(F')' Ç S(.4), então existe ./ C S(.4) tal que .f é B e é aut..-
adjunto. Novamente por uma aplicação de Hahn- Banach, 111.6.8 ]2], existe sç C .4

«t.-adjunto (caso contrário toma-se gi:yC) e .« C R com .f(z) < a e g(z) > .« para
todo g C B então, para todo.g.c .B e para .todo ( C ]7 com 11(11 = 1 temos

g(«) a: a :+ <P(«)(, (> > a ::> <(P(«) a.rd){l, (> a: o
como vale para todo { C H então p(3) -- a/d a: 0 em B(H), logo o espectro
c,(p(aç) -- a/d) está contido em 10, oo). Considere a unitização .À de Á e a extensão

ê de p, a .4. Com P fiel, já que p é fiel, então

«(« al) (P(«) a/d) C lO, .«)

Logo z cv1 > 0 + /(z) -- a/d > 0 ::> ./(z) > cr. Uma contradição e portanto

B F')

Para demonstrar o resultado central desta seção, precisaremos arltes enunciar

um teorema importa-nte cuja demonstração pode ser encontrada em l71.
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Teorema 4.11 (Goldstine) Sda X um espaço de Banana então a óo/a n tara'z,

B\ÇX), de X é fracas densa. na bota u,nitáriü, B\ ÇX" ), de X" , o bidIJ,al de X

Subdividiremos o resultado em duas partes para uma melhor compreensão e
clareza.

Teorema 4.12 Se o grupo discreto (l? é med áue/ então a representação regra/ar À é

./íe/ e corno consegüêncÍa (7 x (C = G x C.

Demonstração: Seja m o estado invariante à esquerda de Z-(G). Pelo Teorema
de Goldstine (4.11) sabemos que a bola unitária de /i((-;) é fraca* densa na bola
unitária de /-(G)*, isto é, existe uma rede (a){e/ C /i(G) que converge, fraca-+,
para m.

Como A(G) é denso em /-(G), em relação a «orma, e«tão p'r' t'do ;« C /-(G)
e c > 0 podemos tomar IE(z) -- «(z)l < { e também um; rede (./;)ie/ na bola

unitária de k(G) com 11/. -- Hlli < ãÍi;ÍE, para cada i C /, e assim temos

1/.(z) -- m(«)1 < 1./;(«) -- F.(«)l + la(«) -- «(«)l = 1«(/, a)l + in(«) -- m(.)l
= tEl:«(')(./: -- a)(')l + la(«) -- «',(«)i

:Ç 11:«11-11./} &ll- +l&(z) m(z)l <.,
e assim vemos que /{ converge na topologia fraca-# para m

sC (l;

Seja l a função constante igual a 1, isto é, l(s) = 1 para todo s em G. Vejamos
que l./:(i)l = 1)11:l(s)/.(.)l :( EI./;(.) = 11/.11: < 1 . então par' todo { C /

scCl; scG'
temos 0 < 1 - EI/.(.) < 1 - IE./;(.)l < li - E.A(.)l, m.s E.Ê(.)scC; sc(; seG sc(;
limo/,(1) = m(1) = 1 e assim dado ci > 0 existe um i suficientemente grande tal
que

o < i- }:l/.(')l:ç i- lE:/,(')l < ',,
sCG sC(;

com isso podemos dizer que ll/.lli = 1 para uln i suficientemente grande.

Podemos concluir também que os /. são positivos pois, caso contrário tomaría-

mos a rede (gi){e/ onde gi(s) - !!i(d que é uma rede de elementos positivos com
Igilli = 1 e para i suficientemente grande g{ difere pouco, em relação a ll lli, de ./;.
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Como m é invariante à esquerda para qualquer s C G ente.o

«,* lim(.5. x ./; -- /:) = á, x m -- «. = 0.

Dessa forma (ó, x /. .Ê) converge fracamente para 0 em /i(G)

t

Tome um subconjunto finito {si , s2, . . . , s.} de G, e B o fecho do convexificado

de {(ó,, x ./; -- ./:)l<.f<« : ie /} em Zi(G)", temos pelo Teorema de Hanh Banach,
V.1.5 l21, que 0 pertence a B c dessa forma podemos tomar uma seqüência (/n)«eN

nesse conjunto tal que para todo s C G vale lim ll(S. x /n -- /nllt = 0.n ---> oo

Tomemos, para todo n C N, A. - ./:/2 função positiva de /2((7). Note que
-l'z / \tla

IA«ll,- l>ll:A.(')'l - lEl:l/n(')11 11.):/'
s€G

}: IÂ(') l
'sCG

Como a desigualdade la -- bl2 < la -- ól la + ól :: la2 -- 621 é válida para a e Z)

positivos, então para todo f C (;, temos

,IU, llÀ.A« - A«llg - ,jlnm }:lA«(t''') - A«(')I' < JU, >:1/n(Z''') Â.(')l
sC(7 ' sCG

= hm llâ. x /n - /nllt = 0n--too

e também

n<»."«, "«> : JU(<* "«, "«> -- {n*."«
(llÀ.h.ll: + llÃ«ll:)

Z n--} oo

Dessa forma podemos definir a função @. : G ---> (C, V n C C, dada por
@«(t) = <ÀtA«,A«>. E esta será uma função positiva definida tal que Ó(e) = 1, ou

seja, Ó C Pi(G). Além disso, Ó tem suporte finito, já que A. também o tem, e
converge pontualmente para l.

Sda @ C P((]) então pelo lema (4.8) sabemos que @@. pertence a P(G) e como

@. tem suporte finito e o produto @@. é pontual então, @@. também tem suporte
finito.

Pelo lema (4.9) sabemos que existe (« C /2((7) tal que ÓÓ.(s) = <À,(«,(.>

com ll(.ll2 :: 1. E como @. converge pontualmente para l então, é@. converge

pontualmente para @
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Mas para todo ./ = }:ai8.. em A(G), temos
lt

ó(/* * /) - >:ó(')(/* * /)(') - Jjn }:ó(')ó«(')(/* * /)(')
sC (; sC (;

JU.<À(/* x /){l«,(«> :Ç ll.x(/'" x /)ll À(.f)ll',

mas como já sabemos que llÀ(/)ll < 11/11 e«tão, llÀ(/)ll = ll.fll, o« sda, À é «m-
representação fiel de G x C e por conseqüência (7 x C = (; x (C.a

Teorema 4.13 Se a representação reg /ar À, da C''-á/geóra (; x C, é ./ie/ então, o
grupo G \titiza.do nü cortstru,ção de G n ç, é mediáue!.

a

a

Demonstração: Como a representação À é fiel então, pela proposição (4.10) sabe-
mos que co(F')'' = S(G >1 C), onde

F' S(GxC):./'(z) <À(«)(,(>,(e/,(G),zCGxC ll(ll,

Com isso, sabemos que podemos aproximar 1, ou melhor o funcional definido por

1, por elementos do tipo >1:cli<Àt(i,(i> com iC /2(G) e llGll2 = 1. Podemos supor

ainda (i c Ã'(G) já que Ã.(G) é denso, na norma, em /2((7). Tomemos l? = )ll:a'/'(

( observe que )ll:a{ = 1 e portanto 1177112 = lleÍllZ = 1) e dessa forma teremos

cx a

l&

lt

lt

<.à.?, v7>

Mas p.ra Õ(t) = q({''), temos

(À.,z,o> ')q('))q(t')}ll:?(')õ('':t'')(t'')
sC (; sC (l; sC (;

ou sda, existe uma rede (77{){c/ em A((7) que converge fraca* para l e com os
elementos z7 com suporte finito.
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Como 77 pertence a esfera unitária de Z2(G) podemos tomar ' = 17Zl2 e teremos

,y C S(G) que para cada t C G nos dá

À.vll: - )l:ll,7(')I' - lo(t''')I'l
scG

(') -?(f':')l lo(')+,z(t':')l ?,? ,x.?>l
sCG'

1/2

< 'n« ».«il, - :l'-- <«, *.«>

< 2Vãli - <.X.q, 0>1'/' = 2v'ãli - ,7 x Õ(t)l:/'

E assim dado c > 0, para todo t C G existe ' c S(G) tal que ll'y À.vll- < .

Tomemos a rede / de pares (O',c) onde C' é finito e c > 0. Para cada i C ./
escolhemos 'í C S(G) tal que llÀt'yi -- 'yilli < c para todo t C C. Consideremos m{

estados de Z-(G) dados por m{(/) = }1:/(s)'yi(s), V ./' C /-(G). Então para cada

f C C' teremos
sCG

lmi(ÀÍ:/ ./')l(.f(t')-/('))'v;(;)l f')l:(') -/(')1;(')
sC (; sCG'

)'7;(t''') -/(')z(')1)(v:(t''') 7:(;))l
sC (; sCC;

< }1:t/(;)r l7.(t''')7:(')l < ll/ll.}:l7;(t':') - ';(')l
sC(; ' sC(3

llÀ.'r; - %ll: < ll./'ll-.

Com isso concluímos que todo limite fracos de rede formada pelos elementos mi é
um estado invariante à esquerda de /-(G), observemos que este limite existe já que

a rede esta contida no conjunto dos estados de /-(G) que é compacto. Dessa forma

encontramos um estado m C /-(G)* que é invariante à esquerda, e pela definição o
grupo G é mediável.

Com isto, teorema (4.12) e (4.13), podemos concluir que a representação À, da

C*-álgebra G x C, é fiel se, e somente se, o grupo G utilizado na construção do
produto cruzado G x (C é mediável.

a
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4.4 0 Produto Cruzado de um Grupo Mediável Dis
preto por uma C*-álgebra qualquer

O que vamos fazer nesta seção é extremamente parecido com o que foi desen-

volvido na seção anterior com a dificuldade de que agora a C'''-álgebra do produto
cruzado utilizado é uma C*-álgebra .4 qualquer e por este motivo teremos que rede-

finir, ou melhor, estender algumas definições para este caso.

Definição 4.14 Sela {.4, (;, a} wm C'#- sásZema d námíco a ap/ cação Ó
é denominada T)ositiua, de$nida se

>l:>:ó(';''j)(a.:.(«;,j)) ): o,
{=i.j=i

parafodoncN;s esj eG e l<á,J :Çn.

G -.> .4*

De$nimos ainda a conjunto PÇG,A] como o comi'unto de todas CLS $ positivo
de.unidas desse (J'-sistema dinântico e P\(.G,A) como o conjunto das Ó C P(.G,A]
í«{. q«e llé(e)ll

Sendo assim, podemos definir uma relaçã.o entre as çó C P(G, .4) e os funcionais
lineares © C (G x Á)*, como na seção anterior, da seguinte forma

Ó(t)(z) 'D(3u.) VZ C G . V# C .,'i.

a

E com isto temos uma interessante bijeção entre /:'i(G, .4) e S(G x Á)

Lema 4.15 d re/anão ent« @ C Pi(G,Á) . ® C S(G x Á), ándic«da «{m«, é
bijetiua.

Demonstração: Para cada @ C Pi(G, .4) definimos Q, um funcional linear sobre
k(G, .A), por 'b(E«iu,.) = EÓ(.{)(z{), temos e«tão, p'r« / = Eziu.; C A(G, ,4)

{:= 1 {:= 1 {=1

E
.j=i 'i=1 {=1.j=i

E
{=i.j=i {=i.j=l

q'(/* x /) E
E

":,"; * E
E

«j«,,) E
Ü' (u:: «;«.íu., ) E

":; ": «ju,, )

Q'(a,Í-(';)«,; «ju;,)
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- >1:>11:'P('-.Í- (";)a.í- («j)«,Í: «,,) l>1:E:a'('-,:- («;«j)«,: «,, )
{=i.j=t {=t.j=i

'í:'j)(a,í-(«;«j)) a: o,

assim © é um funcional linear positivo, e analogamente ao que fizemos na seção ante.

dor podemos mostrar que é contínuo. Temos também ll ll = ll'é(e)ll = 1. Podemos
então estendê - lo continuamente para /i(G, .4) tornando - o uma funcional linear

positivo de /i(G, .A) com norma l e novamente estendê - lo a G x .4 continuamente

de tal forma que © C S(G x .4).

Ao contrário, dado © C S(G >q .4) definimos é(t)(z) = 'b(zu.) e da m.smaforma
teremos

l .j l2

a

a

}:)ll:ó(';:'i)(a.í-(«;«.í)) (./* x ./:) a: o
{=i.j=i

e portanto @ é positivo definida e ainda.llÓ(e)ll
que esta relação é bijetiva.

ll©ll = 1. Com isto co«cluímos

Lema 4.16 Se o C Pi(G) e Ó C Pt(G,.4) ente. . produto Óu está em Pi(G,.4),
o«d. Óu(t) )o(Z), P-« t.d. t C G:

Demonstração: Observemos que Óu : G -} ..'l* está bem definida e também
é«(e)ll = ll@(.)u(.)ll = lé(e)l 1«(.)11 Sd-m {.:} «m co«j-to com n eleme«tos

d' G ' .4 - matriz com elementos «{j = Ó('i''j) (a.; («;«j)) e B «m; o«tr; m.triz
com eleme«tos Z,;j = «(.;:.j).

Ambas as matrizes são positivas porque dado cv = (ai, a2, - . . , cr.) um elemento
de (C"' temos

{=t.j=i
E<.4a,a> E >0é( .; ' .j ) a.-' ( a; «;) *(aj «j) )

e

<Ba,a> E
'i=i.j=i

Eai©"(a.i- 'j) a: o
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Portanto, se tomarmos o produto pontual dessas matrizes (produto de Schur)
como na seção anterior teremos uma matriz .A4 também positiva, e portanto Óo é

uma função positivo definida e que pertence a Pi ((7, .4).

Lema 4.17 Toda /unção pos t oa de$n da @ C PI((;,.4) com s porte compacto,

./inát., p.d' s" «à'" "m. ««. p«d«t. {nt.,n. <ã« x ,à(z)(,q>, «m ( . ? '"'.
/2(G, Hu), :« C G x ,'! . ã. x À " r'pr«.ntação regra/a, d. G x .4.

Demonstração: Sda '> C S(G x .4) e é seu correspondente em Pi(G,.4) -tão
tomemos @ = Ó(e) um funcional de .A logo

Ó(t)(a.(«))I' - l@(a.(«)u.)I' (u.«)I' < ®(u;u.)'b(,*')

:ç 'b(«'':«) («*«)

ou seja, @ é um funcional positivo e pela construção de GNS temos a representação

(n'.P, //Ó, (@) de .A. Pelo Teorema de Riesz para cada t C G existe um único (t € /1Ó

tal que

é(t) (a.(«)) (z)(ú,{l.>

a função q : t -> (, tem suporte finito, já que Q' também tem, é fracas contínua (G
é discreto) e portanto pertence a /2(G, HÓ)

Tom'mos /. C A(G) e y C A(G, À), logo

<':« * *u(.', « m,«> - E<E««(«.; hoJ).",o;:'JÜ,ã.'
i=i .j=i

- E<««(«,; «« * .n«J)ü, ó.'

)((y x/.)(t)) x /).
l'}

7t

l2

E assim temos (1)(y x /.), para um # qualquer, contido em lã« x À,Z2(a, #u))
e tomando-se /. uma aproximação da unidade teremos g/ x /. --} y fortemente e por
consequencia
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'D(y) = jim Q(y x ./l) = <(ã« x À)(y)(,q>forte

Teorema 4.18 Se (7 é um grupo medíáue/ então a representação reg /ar f« x À, de
(7 x ,'l, é ./ie/ e como consequência G x .4 = G x ,4.

a'

Demonstração: Pela demonstração do Teorema 4.12 sabemos que para todo n > l

existe Ó. : G ---> C positivo definida com suporte finito e que converge pontualmente

para. 1. Tomemos uma @ em F'(G, Á) qualquer então, pelo lema 4.16, sabemos que

Ó.Ó C P(G, .4), que Ó«Ó convergem pontualmente para é e também é.Ó tem suporte

finito. Mas por 4.17 sabemos que @.é pode ser escrita como <#« x À(aç)(, 77> com {
e 77 C /2(G, Hu), ou seja, podermos aproximei' pontualmente qualquer Ó C P(G,,4)
através de elementos da forma <#« x À(a)(, q>.

Com um caminho análogo ao da primeira parte da demonstração da Proposição

4.10 podemos concluir que í. x À é fiel, isto é, pelo que vimos acima dado o conjunto

E S(Gx.4):/(«) xÀ(z)(,?>,(,qC/,(G,Hu),zCGxÁ . ll(ll,

77112 = 1} sabemos que coiE} = S((7 x .4). Supondo que exista # € G x .,4, não
nulo, tal que ã. x À(z) = 0, pelo Teorema de Hanh Banach existe / C S(G x .4)

tal que .f(z"z) # 0 e, como sabemos, exíst. (pi){c/ C E tal que pi W ./' e assim
pi(z*z) --} /(z*z), mas f« x À(z*z) = 0 1.go pi(z*3) = 0 uma contradição, já q-
./(z'''z) # 0 e com isso mostramos que ã« x À é fiel e portanto 6' x ,4 z G x ,4.

cr

a

Com o que acabamos de provar podemos dar exemplos de Produtos Cruzados

Reduzidos, que dão foram dados no capítulo anterior, mas que serão vistos agora de
uma maneira mais simples.

Exemplo 4.19 Z« x C'(Z«) = Mn(C) = Z« x 0'(Z.)
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Com o que foi visto em (3.16), sabemos que

Z« x C'(Z«) = Mn(C).

Mas como o grupo Zn é mediável (compacto) então pelo teorema anterior podemos

concluir que

Z. * C'(Z«) = JWn(C)

Exemplo 4.20 ; .4o = Z x C'(T) = Z x a(T)

Z.x C'(Z.)=a'r

Assim como no exemplo anterior, deflnirhos .4#, em (3.17), como sendo Z x C'(T).

Mas como Z é mediável (comutativo) então pelo que foi visto em (4.18) sabemos
que

.4. C'(T)= Z x C'(T)-
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Apêndice A

Integração de Funções a Valores
Vetoriais

No decorrer deste trabalho o leitor já deve ter notado que muitas vezes esta-
mos integrando funções cuja imagem não é necessariamente composta por valores
escalaies e sim, por valores vetoriais num espaço de Banach, Hilbert, etc.. Por este
motivo destinamos este apêndice ao tratamento da integração de funções a valores
vetoriais.

Existem alguns tipos diferentes de integrais, ou melhor algumas diferentes defini-

ções de integral, quando estamos tratando de funções cuja imagem está contida num
espaço vetorial topológico. Podemos citar a que utiliza a definição de integral como

limites de somas nestes espaços (assim como é definida a integral de Riemann para
valores reais por exemplo), esta integral é também chamada de integral forte (ou
Dunford 1), já que estas são obtidas através de limites fortes, como referência vede
l7j. Também podemos citar a que iremos desenvolver aqui, chamada de integração

fraca por estudar as integrais com o auxílio de funcionais lineares contínuos; para-
uma leitura mais aprofundada desse tipo de integração sugerimos j151. Existem
ainda outras definições como as de Bochner, BirkhoH e Dunford 2.

A teoria de integração que vamos desenvolver nesta sessão tratará das funções

a valores em um espaço de Banach .4, mas pode ser generalizada a funções a valores

em um espaço localmente convexo. A gra.nde vantagem de trabalharmos particula-
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rezando o contra-domínio dessas funções é o fato de que a integral fraca se torna equi-

valente a integral forte e abrangente em relação as integrais de Bochner e BirkhoH.

Além disso, tratamos sempre da integração segundo uma medida de Radon p (me-

dida de Haar invariante à esquerda) sobre G grupo tipológico localmente compacto
e com funções / de G em ,4 contínuas.

Definição A.l (Integral de Pettis) Uma /urzção ./ : (7 --} .4, com G e .4 como
ctcima, é dita, jra,comente integráuel se +o f C Lt ÇG,H] para todo $ Ç: A+ . E ainda,
se ezísfÍr a C .4 ía/ qwe

então a, é dita integral de f e escrevemos a, -- !afdF,

Observe que, se existir, a é único já que .Á* separa os pontos de .4. E ainda, as

integrais assim definidas conservam várias das propriedades da integral para funções

a valores escaleres, propriedades essas como as algébricas da soma, do produto por
escalar, etc.. Outra propriedade importante que é mantida é a da comutatividade

da integral com funções lineares contínuas, vejamos.

Proposição A.2 Sey'am / : (.; --} Á /racamenZe ánZegráue/ e ta/ gwe /c ./'dp ezáste,

e T uma, função ti,atear contínu,a de A em zm, espaço de Banach B então, JGTo fd,K
existe e satisfaz

r. jd,»
G G'

Demonstração: Observe que @ o 7' C .4:' sempre que 'É C Zi* e dessa forma

$.rl. l jú \ l ó.T. Júp,

ou sela,, Ja'l' o fdp extst,e e .fGT o faF = T o .fc jdF

G G

Decorrem imediata.mente da proposiçã.o anterior alguns resultados importa.ates
como
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Coto\ât\.o À..3 Seja f : G q BÇH), G zm grupo laca,Inerte compacto m nado de
um,a. medida. de Radon p,, H zm espaço de Hi,lbert e ( u,m vetar de H então:

i) l J'(s)dp(s)e (dp( )
G G

i{) ./'(.)dP(;)
+

= 1 J(sy'dF(.).
GG

Demonstração: A demonstração destes fatos pode ser feita utilizando-se o auxílio

das transformações lineares contínuas como

Te : BÇH) -} H

uma vez que Te é linear e contínua, então por A.2

Te . /(.)dP(.)

e a.sslm,

l .f(s)dp( )tl l j( )(ldp(.).
JG JG

A demonstração de {í) se faz da mesma forma tomando-se apenas uma outra trens.
formação linear e contínua.

Teorema A.4 Se .4 é wm espaço de Banana, p wma medida de Radon sopre um
grupo G localmente compctcto e f . G -.:l A covttÍnuct e de suporte compacto er\tã,o

JCfdp existe e pertence a .A. E ainda,

/apl < / ll.f lap.
cr ll a(,r

Demonstração: Devemos provar que existe a em .4 ta] que

@(«)
G

V@ c.4*

Tomemos A = {Ói, Ó2) . . . , @«} C .4* pala um n C iV fixo qualquer. Seja /çA o

conjunto de todos os a em J que satisfazem a igualdade acima para todo os @{ de
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A. Cada EA é fechado, pela continuidade das @{, e também é compacto pois EA é

fechado e está contido em m(./'((7)) que é compacto, vide 3.25 de j161.

Se EA # a para todos os -EA C .4''' possíveis, isto é, variando o índice n e os
funcionais de EA , então o conjunto de todos os EA , subconjuntos finitos de .4*, tem a

propriedade da intersecção finita, ou seja, existe um a C .4 satisfazendo a igualdade

anterior para todo Ó C .4*- Portanto, basta mostrarmos que EA # a para um A
qualquer.

Sejam Úi : .4 --> 1R, para 1 < ã < n definimos L = (éi,é2,...,Ó«) que é

«ma fu«ção de .4 em R" e também O' = Z(/(G)). Sd. / : G --> .4 podemos
definir m{ = /G'#i o ./'dp, onde p é uma medida de Radon que para K' suporte
compacto de ./' vale l (observe que /z existe por 2.16) e 1 < i:Ç n. Assim teremos
«z = (mi, m2, . . . , m«) pertencente ao convexificado de C'.

Seja Z = (tt,t2,...,t«) C ]R" não pertencente ao convexificado de C' então

existem números reais ci, c2, . . . , c. (vede 3.4 de [161) tais que

},';«; < }..1.:;t; V «(u:,«,,. . .,««) C C'

7Z

]'1á-l

Logo,

}:qÓ;(/(')) < }:qt; V. c G
{-l á-l

integrando-se ambos os lados da igualdade e lembrando-se que /z(Ã') = 1 teremos

E-«; « E-';

e portanto m # t, ou sda «. pertence ao convexificado de O'. Como C' = L(/(G)) e
1, é li«ear e«tão, m = É(z) com « C /(G) C .4 e assim

$:(«) .fdF (\ $i <: n),

ou s'ja, # pertence a /çA (EA # a).

l lZ 't

G

O que foi feito até o presente momento só comprova a existência deste tipo de
integral para. Ó de ,4 em IR, mas podemos observar que isto já implica na existência
desta integral para valores complexos porque podemos tomar é : Á --} C com
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é = éi + ÍÓ2, onde ÓI e Ó2 são como no caso acima (de .A em R). Dessa forma
4) " f : G -+ C com

$~. Jap,-VI l $,. jd,F.

E como as integrais .r Ói o /dp e ./' é2 o /dp existem pelo que foi visto acima temos
a existência da integral mesmo para o caso é : Á --} (C.

G'

Dessa maneira sabemos que de fato existe a = /a /d/z e pelo teorema de Hahn

Banach sabemos que existe um funcional r' c .4" tal que /'(ü) = llall e lr'(z)l < lla
para todo :« em .4. Ou sda, lr'(/(t))l :Ç ll./(t)ll para todo t € G e assim

./'ap «llG ./'dP
G

r'(/)ap < / ll/llapG JG

Para generalizarmos um pouco mais o teorema acima de tal forma que pudés-
semos supor apenas a função ./ contínua e limitada, sem a necessidade do suporte
compacto, enunciámos e demonstramos o próximo teorema.

Teorema A.5 $da Á wm espaço de -BanacÀ e /z uma medida de Radon sobre m

gru,po tipológico localmente com,pctcto G. Se F l G -.+ A é contÍnzct e lim,irada e f

é uma, função de L\(G,pà então, JGfFdF (J.F pontual, i,sto é, j.FÇs) = fÇsÕFts)
para, todo s ç: G) existe, pertence ao mÇFÇG» e também

G
ç s«p ll r'(.)

sCG
1/(.)1ap

G

Demonsti'ação: Temos /.F fracamente integrável pois, como @ o F é contínua e
limitada temos @ . (./'.F) = ./'.(@ . r') C Z,i(G, p) para toda @ C .4*

Como a medida p é de Radoíi existe uma seqüência (/n)«CN em Ã'((7) que
converge para .r em Li((7,p) e também como r' é limitada podemos tomar .IW
s«pll r'(.)ll e assim,
s€G

l /n (.) f' (. ) /m(.)p'(.)lldp(.) < M' / IÂ(.)
G

./h(.) dP(s) "eT o
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Então pelo teorema (A.4) a sequência l .L /n .F'dp

existe um limite I' C .4 para esta seqüência.

é de Cauchy em .4 e portanto
ncN

Mas para todo é C .4* temos

*«,' - w ÇI.'«.'''Õ - k 1.*. ç'..n'«

/ IÓ.(/n.F') -é.(./'.r')lap :ç wll@ll / l/n -./'lap -+o,

ou seja, r = /G /.f'dp com r C êõ (F(G)). E a desigualdade segue da desigualdade
do teorema A.4 quando trocamos / por ./'.r'

e

G

Outras propriedades semelhantes as de integração para funções a valores esca-
leres também ocorrem quando estamos tratando desse tipo de integração, mas para
não tornar este tópico muito extenso citaremos apenas mais uma delas rede-rente ao
Teorema de Fubini que será tratado pensando na integral dupla como uma iteração

de duas integrais porque desta forma não precisaremos nos aprofundar ao ponto de

trabalharmos mais detalhadamente com o produto de medidas, etc..

Teorema A.6 (Teorema de Fubiní) Soam G u7« grupo foro/ógíco «.unido das
medidas p, e u de Radar, A üm espaço de Banach e J umü função de G x G em A

contínua e !imitada. Então JC JCJ(.s,t)dF(.t)du(.s) e JCfCfl.s,t)du(.s)dp(.t) ezisl,em
e tarrlÓém ua/e

./'(. , t)d« (.)dP(t)

Demonstração: A existência dessas integrais decorre de (A.5) já que t -> .Íc /dp(t)

e s -} /c .fdu(s) são funções contínuas e limitadas de G em .4.

Sejam a JC JCJdp(t)du(.s), b = JGJGfdu(.s)dp(.t), p(.s) :: jG.fdF(.t) e tanx

bém q(t) = .h ./'du(s) que pela definição de integral fraca e pelo Teorema de Fubini
para funções a valores escolares satisfazem, pa-ra- toda @ € Á*,
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@(«) l .fdp(t) lú«(.) l Ó(p(.'1)ú«(.)
JG \JG / JG

/
@l / /a«(.) lap(t)

3 \JG

Ó(J)dFI.t)du(s) = 1 1 ó(.f)du(s)dFI.t)GJG JGJG

- j.*'«".'««- j.

E portanto,

f. J.''«"-« -.. - J. J..-« -''«".
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