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REsSuUMO

Dado um C*-sistema dinamico {A, &, a} construimos uma C*- 4lgebra G X A,
chamada de Produto Cruzado, e também uma C*-algebra G X A, chamada de Pro-
duto Cruzado Reduzido. Obtemos também uma relacdo bJJetlva entre as represen-
tagoes covariantes do C*-sistema dindmico e as representagoes nao-degeneradas de
G x A. Ao particularizarmos este C*- sistema dinamico para o caso em que o grupo
G g medidvel, a representacdo regular serd um isomorfismo isométrico entre as C*-
dlgebras ' x A e G x A. Verifica-se também que ao tomarmos o C*-sistema dinamico
{C,G, a} tgmos a ?/reracidade da reciproca, isto é, a representagdo regular é fiel se,

e somente se, o grupo G é mediavel.

ABSTRACT

Given a C*-dynamical system {A, G, a} we construct the C*- algebra G X A,
which is called Crossed Product, as well as, the C*-algebra G ><1 A, which is called
Reduced Crossed Product. We achieve a bijection between the covarlant representa-
tions of the C*-dynamical system and the nondegenerate representations of G' x A.
Restricting this C*-dynamical system to the case in which the group G is a,rnen;ble,
the regular representation will be an isometric isomorphism between the C*-algebras
G x A and G x A. It can also be noted that if we take the C*-dynamical system
{C:YG, a}l we a.ocl:rhieve the truth of the reciprocal, that is, the regular representation

is faithful if, and only if, the group G is amenable.
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Introducao

Um C*-sistema dinamico é uma tripla {A, G, o}, onde A é uma C*-algebra, G é
um grupo topolégico localmente compacto e & é um homomorfismo continuo de G no
grupo dos automorfismos de A, equipado com a topologia da convergéncia pontual.
Podemos construir a partir de um C*-sistema dinamico {A, G, a} uma C*-algebra

chamada de Produto Cruzado e denotada por G' x A.

Uma representagao covariante de um C*-sistema dindmico {A, G, a} é uma ter-
na (m,u, H), onde H é um espago de Hilbert, 7 é uma representagao de A em B(H)
e u é uma representagao unitaria de G em B(H), tal que u;m(a)u; = m(ay(a)). Es-
tas representagoes desempenham um papel fundamental na construcao do Produto
Cruzado G x A, uma vez que existe uma relagao bijetiva entre as representacoes
covariantes do C*-sistema dinamico {A,G, a} e as representacbes nao-degeneradas
de Li(G, A). Através dessa bijetividade podemos obter a representagao (m,, H,) de
L(G, A), chamada de representacdao universal por ser a soma direta de todas as
representacoes nao degeneradas de L;(G, A), e utilizar esta representagao, (m,, H,),
para definir o Produto Cruzado G x A como sendo o fecho de wu(Ll(G, A)) em
B(H.). :

Tomando-se a representagao covariante (7, A, La(G, H,)), onde (7, L(G, H,))
é uma representacao de A, construida a partir da representacao universal (m,, H,) €
) é a representacao regular de G, isto é, A\,(t) = s7',V s, t € G, pode-se obter a par-
tir da bijetividade citada no pardgrafo anterior, a representagao (fru x A, Ly (G, Hu)),
chamada de representagao regular de G x A. E assim, definimos o Produto Cruzado
Reduzido, G x A, como sendo a imagemade (G » A via representagao regular, isto é,

G A=y x MG x A).



Estas novas estruturas possuem propriedades especiais quando passamos a par-
ticularizar o C*-sistema dinimico inicial {A, G, a}. Um exemplo é o caso em que o
grupo GG é medidvel, esta € uma traducdo nao literal do termo inglés "amenable",
pois se G' é mediavel entao, 7, X A é uma representacao fiel e conseqiientemente o
Produto Cruzado GG x A serd isometricamente isomorfo ao Produto Cruzado Redu-

o
zido G x A. Temos também o exemplo em que a C*-algebra A, em {A,G,a}, é o
ar

conjunto do nimeros complexos, C, neste caso a representacgao regular é fiel se, e

somente se, o grupo G é mediavel.

Neste trabalho desenvolveremos o que foi dito acima como a construgdo do
Produto Cruzado (G x A) e do Produto Cruzado Reduzido (G x A) para o caso
geral, assim como, a Clfv)ijetividade entre as representagoes cova,riae:ntes de um C*-
sistema dindmico {A,G,a} e as representagdes nao-degeneradas de L;(G,A), ou
melhor, de G' 1 A. Faremos também a demonstragao dos dois teoremas envolvendo
grupos mediéviais que foram descritos anteriormente, contudo, neste caso trataremos
somente dos grupos mediaveis discretos a fim de simplificar um pouco as demons-

tragoes de tais teoremas.

Para que pudéssemos desenvolver os resultados acima citados precisamos preli-
minarmente desenvolver um capitulo sobre C*-algebras onde apresentamos algumas
das principais defini¢oes e exemplos de tal teoria e também alguns de seus principais
resultados que serao de fundamental importincia para o desenvolvimento dos dois

ultimos capitulos desta dissertagao.

Assim como o primeiro capitulo, fez-se necessario um segundo capitulo que
abrangesse t6picos como Grupos Topolégicos e Medida de Haar para que conseguis-
semos trabalhar com maior seguranca nos capitulos posteriores. Em meio a este
capitulo nos deparamos com algumas integrais de fung¢ées a valores vetoriais e por
este motivo foi necessaria a inclusao de um apéndice ao final da dissertagao sobre
este topico, Integracao de Fungoes a Valores Vetoriais, que sera muito utilizado nos

capitulos dois e trés deste trabalho.

No terceiro capitulo mostramos a bijetividade existente entre as representacoes
covariantes (m,u, H) de um C*-sistema dindmico {A, G, a} qualquer, e as represen-

tacoes nao-degeneradas de Ly(G, A) e logo apés isto, definimos o Produto Cruzado



G x A, e o Produto Cruzado Reduzido G x A, mostrando também alguns exemplos

ar
e propriedades de tais estruturas.

Para finalizar este texto trazemos o capitulo quatro onde definimos o que é
um grupo mediavel e damos alguns exemplos de tais grupos, visto isto, faremos um
pequeno insejo sobre o Produto Cruzado G'x A e o Produto Cruzado Reduzido G'x A

ar

[e3
nos casos em que o grupo GG é discreto. Tal insejo tem a finalidade de auxiliar no

desenvolvimento dos dois principais teoremas deste capitulo, que ja foram descritos

anteriormente.






Capitulo 1
C*-algebras

Neste primeiro capitulo trataremos de alguns resultados de C*-algebras que
serao necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. Servira, nao sé, como um
capitulo preliminar para orientar e dar referéncia sobre resultados que serao tteis no
decorrer do texto, como também, realizara um trabalho de fixagao da notacao que
sera utilizada em toda a dissertagao. Contudo, alguns dos resultados deste capitulo
nao serao desenvolvidos, deixando-se apenas uma referéncia ou uma idéia de como

fazé-los, com a finalidade de nao tornar o capitulo muito longo, o que fugiria de seu

proposito.

1.1 Preliminares

Definicao 1.1 Uma dlgebra A é um espago vetorial, sobre um corpo K, R ou C,

munido de uma aplicagio bilinear, aqui chamada de multiplicagcao, onde para todo

a,becée A vale
a(bc) = (ab)e.

Quando essa dlgebra A possui uma norma, || ||, que satisfaz a desigualdade

labll < llallbl, para todo a e b€ A,

chamaremos ao par (A,|| ||) de dlgebra normada. Se A for completo, sequndo essa

norma, diz-se que A é uma dlgebra de Banach.



E ainda, se a dlgebra de Banach A admite uma unidade 1,4, isto é, se para todo
a € A temos lya = aly = a e ||14]| = 1, entdo dizemos que A é uma dlgebra de

Banach com unidade.

No decorrer deste trabalho estaremos sempre utilizando algebras definidas a
partir de espagos vetoriais sobre o corpo dos nimeros complexos e por este motivo
iremos sempre nos referir a um espago como sendo uma algebra, ou uma algebra de

Banach ao invés de uma algebra complexa ou uma élgebra de Banach complexa.

Da definicao de algebra normada, ou melhor, da desigualdade anterior podemos

obter
llab— ¥l < flallllo — | + lla — Bl para o, b, &’ ¢ & em A,

donde decorre a continuidade da multiplicagao na 4lgebra normada A.

Definigao 1.2 Seja A uma dlgebra, uma involugao em A é um operador * tal que

¥*: A— A

ar—a*

e para todo a eb em A e A em K, vale

x

Il

(a+b)
(Aa)

(a*)*

(ab)

B3

Il
>|

* CI,*+b*
a*
E3
a .

a
* b*

Uma dlgebra com uma involugio € dita uma dlgebra involutiva ou uma *-dlgebra e
uma dlgebra de Banach A com uma involug¢do que satisfaz a igualdade ||a*|| = ||al|,

para todo a € A, é chamada de x-dlgebra de Banach.

Definigao 1.3 Uma C*-dlgebra A € uma *-dlgebra de Banach onde ||a*a|| = ||a|?,
para todo a € A. Se A possui unidade, 14, entdo dizemos que A é uma C*-dlgebra

com unidade.



Observe que numa C*-algebra A, para cada elemento a € A temos

llall = sup [[aa’||
lla"ll<1
De fato, como ||a'|| < 1 entao, ||ad’|| < ||a|| e assumindo que ||a]| = 1 temos ||a*|| = 1
e assim sup |lad/|| > ||aa*|| = ||a||*> = 1.
lla’ll<1
Nio é necessario supor que |[14|| = 1 quando A for uma C*-dlgebra nao-nula e
com unidade, porque segue automaticamente do fato anterior que ||14]| = 1.

Exemplo 1.4 O conjunto dos nimeros complezos C munido da involugdo dada pela

conjugacio compleza, A — X, e da norma obtida pelo mddulo, | . |, é uma C*-dlgebra.

Exemplo 1.5 O conjunto Co(X) das fungées continuas que tendem a zero fora
de um subconjunto compacto de X, onde X é um espago topolégico Hausdor[f e
localmente compacto (mais precisamente podemos definir Co(X) como o conjunto
das fungoes f que tornam o conjunto {& € X : |f(z)| > €} compacto para todo

€ > 0), munido das operagdes pontuais
(f + 9)(=) = f(z) + g(z)
(f9)(z) = f(z)g(2)
(Af)(z) = Af(=),
da norma do supremo

1flleo = sup | f(z)l.

E da involugcdo dada por f s f, onde f(z) = f(z), também é wma C*-dlgebra.

Exemplo 1.6 Seja H um espago de Hilbert entao B(H), conjunto dos operadores

limitados de H, é uma C*-dlgebra quando consideradas as operagoes
(T + S)(h) =T(h)+ S(h)
(T'S)(h) =T (S(h))
(AT')(h) = AT'(R),

a norma usual de operadores

IT]l = sup{||Thl| - h € H, ||kl <1},
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e a itnvolugao obtida através do produto interno,

(Th,k)y = (h,T*k) para h ek em H.

Exemplo 1.7 O conjunto das matrizes quadradas nxn a valores complezos, M,(C),
também ¢ uma C*-dlgebra, basta identificarmos este espago com B(C") e temos um

caso particular do exemplo anterior.

Exemplo 1.8 As subdlgebras fechadas e auto-adjuntas de B(H), H um espago de

Hilbert, como no ezemplo (1.6) também sao C*-dlgebras.

O exemplo (1.6) acima sugere algumas definigoes para elementos com proprie-

dades especiais dentro de uma C*-dlgebra, dentre elas podemos destacar.

Definicao 1.9 Seja A uma dlgebra involutiva e a um elemento de A entao dizemos
que:

(i) a é hermetiano, ou auto-adjunto, quando a* = a.

(it) a é normal, se a*a = aa*.

(iit) se A possui unidade e a*a = aa* = 1, entao, dizemos que a € unitdrio.

Definicao 1.10 Um aplicagao linear ¢ de uma *-dlgebra A a uwma *-dlgebra B ¢

chamada de *-homomorfismo se

$(z") = #(z)*  Ve,y€ A

Se A e B possuem unidade ezigimos que ¢(14) = 1g. Um *-homomorfismo bijetivo
¢ € chamado *-isomorfismo. Se ¢ é um *-isomorfismo de A em A dizemos que ¢ €

um *-automorfismo de A.

Como no decorrer do texto estaremos sempre utilizando a involugao, abusare-
mos algumas vezes da linguagem e escreveremos apenas Algebra de Banach, homo-
morfismo, isomorfismos, etc. ao invés de *-algebra de Banach, *-homomorfismos,

*-1somorfismos.



Se uma élgebra A nao possui unidade é freqiientemente conveniente e necessario
construir, a partir de A, uma algebra que possua uma unidade. Isso pode ser feito
se construirmos Z, chamada de unitizacao de A !, da seguinte forma:

A=AaC
(a,A)(b, ) = (ab+ Ab + pa, A)
e teremos como unidade de A o elemento (0,1). Além disso, teremos uma identi-

ficacdo, através de um homomorfismo injetivo, de A com um ideal maximal de A

através dos elementos (a,0), para todo a € A.

Se A é uma *-dlgebra entao A também é uma *-algebra considerando a involugao
(a,\)* = (a*,)).

E se A for uma algebra normada podemos tornar A uma algebra normada utilizando

como uma das possiveis normas
I1(@ DI = llall + 1]
que satisfaz, para todo a e bem A e A e u em C, as condigoes
[1(a, ) (b, )l = ll(ab + Ab + pa, )|l = [lab+ Ab + pal| + [Axl

< llalllfoll + Aol + lxlllall + M|kl
= (llall + IADCBN + 1r]) < 1l (@, M, )

(2, M)l = 1™, Ml = Nl + AL = llall + Al = I (e, M]I-

Como A pode ser identificado com uma subalgebra fechada? de A entao, A sera

uma #*-dlgebra de Banach se A de fato for uma *-dlgebra de Banach.

Por fim, se A é uma C*-algebra podemos definir em A uma norma de tal forma
que A se torna uma C*-4lgebra, a demonstragao desse fato esta feita mais adiante
em (1.15).

1A unitizagao A de uma algebra A pode ser feita mesmo nos casos em que A ja possui unidade.
2A verificagao de que é um espago fechado se torna simples simples, basta notar que uma

seqiiéncia convergente de elementos da forma (a, 0) converge para um elemento deste mesmo tipo.
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A unitizacao de uma algebra descrita acima, serve para véarios propésitos, entre
eles, o de definir o espectro de um elemento a em uma élgebra A qualquer. Observe
que a partir da definicdo de espectro para o caso em que A possui unidade dada
a seguir, definimos com o auxilio da unitizagao o espectro quando A nao possui

unidade.

Definigao 1.11 Dada uma dlgebra A com unidade e um elemento a € A definimos

como o espectro de a em A o conjunto
gala) ={A € C:a— Al ¢ 1nv(A)}

onde inv(A) é o conjunto dos elementos inversiveis de A. Definimos também o raio

espectral de um elemento a de A como sendo

r(a) = sup{|A| : A € oa(a)}.

Mas para o caso em que A nao possui unidade utilizamos o auxilio da unitizagao

de A, como segue.

Definicao 1.12 Dada uma dlgebra A sem unidade dizemos que o espectro de um
elemento a € A € o conjunto

oa(a) = oz(a).

E da mesma forma o raio espectral de a serd

r(a) = sup{|A] : A € oa(a)}.

O espectro de um elemento a em uma *-algebra de Banach A é um subconjunto
compacto de C e diferente do vazio, por 1.2.4 e 1.2.5 de [10]. E pelo Teorema de
Beurling, 1.2.7 de [10], temos para todo a € A,

r(a) = lim ||a"''" < ]
n—00

Lema 1.13 Se a ¢ um elemento auto-adjunto de uma C*-dlgebra A entao,
r(a) = lla]|-

10



Demonstragao: Como estamos numa C*-dlgebra e a é auto-adjunto entao a* = a

e |la||* = ||a*a|]| = ||?||, indutivamente temos |[a**|| = ||a||*" e pelo Teorema de
Beurling
— 1 n|l/n _ 1; 2n||1/2n _
r(a) = lim la®[" = lim [la™ |/ = a].
|

Corolario 1.14 Eziste no mdzimo uma norma sobre uma *-dlgebra que a torna

uma C*-dlgebra.

Demonstragao: Decorre imediatamente do Lema anterior que se tivessemos duas

normas, || |1 e || ||2, na *-algebra A tornando-a uma C*-dlgebra entdo,
lallt = lla”ally = r(aa)
llall; = lla*allz = r(a’a)

ou seja, ||a|l1 = ||a||2, para todo a em A.

Antes de enunciarmos e provarmos o préoximo teorema faremos alguns esclare-

cimentos, a fim de tornar sua demonstragao mais clara e simples.

Dado um espago de Banach A definimos B(A) como sendo o conjunto dos
operadores lineares limitados de A, isto é ¢ € B(A) se, e somentese, ¢ : A - Ae

também ||@|| < co, segundo a norma usual de operadores.

Sendo assim, podemos definir, para cada elemento (z,\) de AV, um operador

L(z,») dado por
L(a:,/\)(y) =zy + )‘y v ye A’

que claramente estd em B(A) pois,
L@l = sup [ley + Ay|l < sup [l + Allllyll < [lz+ Al < oo.
llvli<1 (lvll<1

Mais detalhes sobre este tipo de operadores podem ser vistos na ultima segao deste

capitulo.
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Teorema 1.15 Seja A uma C*-dlgebra sem unidade entao existe uma unica norma

em A que o torna uma C*-dlgebra e que estende a norma de A.

Demonstracao: A unicidade dessa norma decorre imediatamente de (1.14) e sua

existéncia serd demonstrada a seguir.

Seja (z,)) € A definimos
(2, Mlle = sup{llzy + Ayl - lyll <1, y € A},

ou de forma equivalente
(2, Mlle = I L@l
Observe que |[(z,A)]|. < oo pois, |[(z,A)]|. = ||L($,A)|| < 0.

De fato || || € uma norma, ja que, pela propria definigao
(2, A) + (2, w)lle < Nl Mlle + Iz, 0)lle € Nlalz, A)le = ||| (2, M|

para quaisquer z e zem A e A, p e o em C.

E também ao assumirmos que |[(z,A)||. = 0, para 2 € A e A € C, temos
zy + Ay = 0, para todo y € A com ||ly|]| < 1. Supondo A # 0, temos —A\"lzy = y
para todo y € A e dessa forma u = —A~!2 é uma unidade & esquerda de A e u* uma
unidade & direita. Como u = uu* = u* entao u é uma unidade de A, o que é uma

contradigao e portanto A = 0 e conseqiientemente z = 0.

Observe que como ||z|| = sup{||zy]| : ||y|| < 1, y € A}, para todo z € A, entao
|| llc estende a norma de A ( ||z|| = ||(z,0)], ¥ z € A).

Vejamos agora que || || de fato torna A uma C*-algebra. Dados (z,)) e (y, 1)

elementos de A, como ||(z, A)]|. = | L(z,5)|| entao,
lI(z, M)y )lle < N1 (2, MlellCy, 1)le
é valida.
E assim é suficiente mostrar que
lI(, Mlle < (=, A)*(z, Al

12



Podemos escrever os elementos (z,)) € A na forma z + Mz, onde z se 1& (z,0)
e 11 é a unidade (0,1) de A
Seja. 7 um numero real, 0 < r < 1. Pela defini¢ao da norma || ||, existe y € A,

com ||y|| < 1etal quer||(z, )|l < |[zy+Ay||. Utilizando-se o fato de que ||y|| = ||y/|.

e a identificacao anterior temos

(2, V12 < llzy + Ml = ll(zy + dy)* (zy + M)
= [ly*(z + ALg)" (e + A gyl
< My lleli(z + A1 2)"(z + ALg)llellylle
< (@ + A7) (= + Al
= itz )" (M1l
e fazendo 7 — 1 temos ||(z, \)||? < ||(z, A)*(z, Nl

Para mostrar que A é completo tomemos uma seqiiéncia de Cauchy (z,,A,) em
A. Entao a seqiiéncia (A,)nen € limitada pois, caso contrario poderiamos assumir
que existe uma subseqiiéncia (A, )ier com |A,;| = co. Mas como (Zn;, Ay, )ier €

limitada, teriamos
(I/Ane)xni + lj = (1/)‘ne)(xne + A"ilg) —+ 0,

e como A é completo e fechado em A entdao —z,,/An; — 15 e assim 17 € A, uma
contradicao. Dessa forma (A, )nen € limitada e podemos assumir que existe uma

subseqiiéncia (Ap, )ics onde A,; = X, A € C.

Com isso escrevemos Z,; = (Zn;, An;) — (0, An;) 0 que nos mostra que (z,,)ics €
uma seqiiéncia de Cauchy e portanto z,, = z, € A. E assim (2, Ar;) = (z, A),

com (z,)\) € A. Portanto (zn, \n) — (2, ).

Para finalizar esta parte relativa a unitizagao vale ressaltar que podemos tam-
bém estender um *-homomorfismo ¢ : A — B, A e B *-idlgebras, de forma tnica
para um *-homomorfismo </3, da *-algebra A para a #*-algebra B. Para mostrarmos
esta extensao terfamos que dividi-la em vérios casos, como quando A e B nao pos-

suem unidade onde fazendo a identificacao dos elementos (z,)) € A como fizemos
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anteriormente

teremos

d(z + A7) = o(z) + M.
Mas precisarfamos também separar os casos em que A tem unidade e B nao, o caso
em que B tem unidade ¢ A nao e o caso em que A e B tem unidade e por este

motivo nao faremos tal demonstracao deixando como referéncia o teorema 2.1.6 de

[10] e sens comentirios.

Com isto podemos provar o resultado a seguir.

Lema 1.16 Todo #-homomorfismo ¢ entre uma x-dlgebra de Banach A ¢ wma C*-.

dlgebra B ¢ norma decrescente, isto ¢, contrai a norma. Ou seja, para todo a € A

vale

l[(a)ll < flall.

Demonstracao: Pelo que foi dito anteriormente podemos supor A e B com unidade
e ¢(la) = lg, caso contririo, tomariamos A e B, e ¢ levando a unidade de A na

unidade de B. Sendo assim, para todo a € A temos op(p(a)) C o4(a), logo

lp(a)||* = lp(a) d(a)|| = ||Pp(a”a)|| = 'r((/)(a*a)) <r(aa) < ||la*a|| < Ha\lz,

isto €, ||p(a)]| < ||a||, para todo a € A.

Este lema sera utilizado em (1.21) para de

mjetivo entre C-dlgebras & sempre uma 1sometria.

1.2 O Teorema de Gelfand-Naim

comutativas

O teorema de Gelfand-Naimark nos diz que toda C*

1Isometricamente isomorfa a Cyl ‘\’) onde

14
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pacto. Para verificarmos isto iremos ver nesta segao este isomorfismo isométrico

acompanhado da construgao do espago X.

Definigao 1.17 Numa C*-dlgebra comutativa A chamamos de caracter de A a todo
*-homomorfismos, nio nulo, de A em C ¢ denotamos por A ao conjunto de todos

0s caracteres de A, que também é chamado de espectro de A.

Através da propria definicao de caracter podemos ver que ||4]| < 1 para todo
o€ A. Além disso, existe uma relagao entre os caracteres de A e o espectro dos

elementos de A, que pode ser vista no teorema a seguir, cuja demonstracao pode ser

encontrada em 1.3.4 de [10].

Teorema 1.18 Seja A wma *-dlgebra de Banach:

i) Se A possui unidade entao,

ogala) ={¢(a): @€ ;1\}

i) Se A nao possui unidade entao,

oa(a) = {d(a) : ¢ € A}uU{0}.

Notagao: Dado I/ um espago normado denotamos por I* ao dual de £, isto é, ao

conjunto de todos os funcionais lineares continuos de F em C.

Definicao 1.19 Dada uma x-dlgebra de Banach A comutativa, para cada a € A ,
seja a(p) = ¢(a), para todo ¢ em A. A aplicagao que a cada elemento a € A associa
a fungao a : A — C € chamada de transformada de Gelfand.

A topologia em A é a topologia menos fina que torna todos os elementos @ de
A continuos. Essa topologia coincide quando olhamos A como um subespaco de A*
munido da topologia fraca-*.

Dessa forma A U {0} é um espago fraco-* fechado na bola unitaria fechada de
1" e pelo Teorema de Banach-Alaoglu, vide 3.1 de [2], sabemos que a bola unitaria

fechada de A* é fraca-* compacta, ou seja, AU {0} é fraco-* compacto e assim A é
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localmente compacto. Da mesma forma, vemos que quando A possui unidade entao

A é fraco-* fechado na bola unitaria de A* e assim sendo, é compacto.

Pelo teorema anterior podemos observar também que a transformada de Gelfand

é um *-homomorfismo e que ||@||c = 7(a) < ||a||, ou seja, é norma decrescente.

Estamos prontos, agora, para demonstrar o Teorema de Gelfand-Naimark.

Teorema 1.20 (Gelfand-Naimark) Se A € uma C*-dlgebra comutativa e nao nu-

la entao, a representacio de Gelfand dada por

~.

@A—)C()(A)

ar—a

€ um *-tsomorfismo isométrico.

Demonstragao: Ja vimos que ® é um *-homomorfismo norma decrescente com

la(P)|lco = ||®(@)||cc = r(a), além disso ® é isométrico pois,

12(a)llz = 12(a) @(a)lleo = [|2(a"a)||co = r(a"a) = ||a"al| = ||a]|.

Como ®(A) é uma *-subalgebra fechada de C'o(f/l\) que separa os pontos de A e
como para todo a € A existe um elemento a € A tal que ®(a)(a) # 0 temos como

conseqiiéncia do Teorema de Stone-Weierstrass, vide V.8.3 de [2], que ®(A) = Co(A).

O Teorema de Gelfand-Naimark nos mostra que toda C*-algebra comutativa
é isometricamente isomorfa a Cp(X) para X um espaco localmente compacto, isto
é, toda C*-algebra comutativa é essencialmente a algebra das fungoes continuas
que tendem a zero no infinito sobre um espago topolégico Hausdorff e localmente
compacto. E ainda, se essa C*-algebra possui unidade entao ela é a éalgebra das

fungoes continuas sobre um compacto.

Como j4 conhecemos o Teorema de Gelfand-Naimark podemos demonstrar um
resultado importante que foi citado na se¢do anterior, mas que nao foi demonstrado

pela necessidade de tal teorema agora enunciado.
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Teorema 1.21 Todo *-homomorfismo injetivo ¢ : A — B, onde A e B sao ambos

C*-dlgebras, é necessariamente uma isometria.

Demonstragao: Vamos mostrar que ||¢(a)||* = ||a]|> para todo @ € A, o que
equivale a mostrar que ||¢(a*a)| = |la*a||. Podemos supor A comutativo, caso
contrario, tome a C*-algebra gerada por a*a que estd necessariamente contida em
A. Podemos também supor B comutativo, ou entao, restringirmos o contra-dominio
ao fecho do conjunto gerado por ¢(a*a) que estd necessariamente contido em B. E
mais, podemos também supor A e B com unidade e ¢(14) = 1p, como fizemos na

demonstragao de (1.16).
Se 7 é um caracter de B entao, To¢ é um caracter de A e assim podemos definir
a funcao
P B— A

THTOQ

que é continua. Dessa forma w(é) é compacto, ou seja, ¢(§) é fechado em A que

também é compacto e pelo lema de Urysohn existe uma funcao continua e nao nula

f: A — C que se anula em 1/)(§)

Pelo Teorema de Gelfand-Naimark, (1.20), f = & para algum a € A, ou seja,
para cada 7 em B temos T o $(a) = a(r o ) = 0. Com isto, ¢(a) = 0 e portanto
a = 0. Mas isto implica que f = 0, o que € uma contradi¢do, ou seja, ¢(§) = A.
Portanto,

llall = llélleo = sup|r(a)| = sup|7 o ¢(a)| = ||¢(a),

TEA TEB

para cada a € A, o que nos mostra que ¢ é uma isometria.

A partir deste resultado podemos concluir outros muito importantes dentre
eles o de que um *-homomorfismo, ¢ : A — B, entre C*-algebras, nos da sempre
#(A) C B é uma C*-dlgebra. Alguns outros resultados sobre este assunto podem

ser encontrados no capitulo 3 de [10].
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1.3 Aproximacao da Unidade e Elementos Positivos

Definigao 1.22 Um elemento a de uma C*-dlgebra A, qualquer, é dito positivo se
a € auto-adjunto e o4(a) C Ry. Escrevemos a > 0 para dizer que a é um elemento
positivo e denotamos por AT o conjunto de todos elementos positivos de A. Para

simplificar escreve-se que a > b oub < a sea—be A*.

Existe uma série de equivaléncias em relacao a definicao de elementos positivos
e por isso descreveremos algumas delas na préxima proposi¢do, cuja demonstragao

pode ser encontrada em 1.6.1 de [4].

Proposigao 1.23 Se A é uma C*-dlgebra e a é um elemento auto-adjunto qualquer
de A entao as afirmagoes abaizo sio equivalentes:

i) a € positivo;

it) a € da forma b*b para algum b € A;

1) eziste algum h auto-adjunto de A tal que a = h?;

e ainda o conjunto At forma um cone convezo e fechado tal que A*N(—A*) = {0}.

A afirmacao (77), anterior, possui uma outra formulac¢ao que nos diz que todo
elemento positivo ¢ em A' possui uma tnica raiz quadrada positiva, ou seja, dado
a € AT existe b € At tal que a = b'/2. Utilizando esta outra formulagiao podemos
demonstrar o lema a seguir que nos serd tutil, na ultima segao deste capitulo, para

provar a limitacao de um centralizador, que ainda sera definido.

Lema 1.24 Sejam a e b elementos de uma C*-dlgebra A tal que a > 0 e b*b < a.

Eziste um elemento u € A tal que ||u|| < |[a'?| € b = ual/?.

Demonstragao: Por conveniéncia utilizaremos A como se tivesse unidade, caso
contrario poderiamos utilizar o artificio de identificar A em A que possui uma uni-

dade e teriamos os mesmos resultados que temos abaixo inclusive a existéncia de u

em A.

Definindo-se para todo n € N,
i

n

1
U, = ba + _1A)—1/2a1/4  fa(t) = t3/4(t 1 )—1/2
n
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1 1
e drm :(a+_1A)—l/2_ (a+—1A)_1/2.
n m

Observe que uy,, dpn, € f, estao bem definidos pois, como a e %lA sao positivos sua
soma também sera um elemento positivo, ou seja, (a + TI—IIA)I/2 existe e esta bem

definido. Note também que a + %IA é inversivel porque pela positividade de a temos
oa(a) C Ry, no entanto, se olharmos a + %1/; como @ — Al4 onde A = —% vemos
que A nao pertence a o4(a), ou seja, a + %IA é inversivel.

Temos também a convergéncia uniforme de f, para t'/* quando ¢ € [0, ||a||].

Dessa forma,

lttn = s> = [[bm !/ = [0/ &b
< N0/ o 6@/ 4]] = [ s/

= fala) = fm(a)II* < sup [Ifa(t) = fu@®I* = lfa = fmll

t€[0,]|al]]
e como f, é de Cauchy entao, u, também é.

E assim, tomando-se u = lim,_,o, u, teremos

1
ua'* = lim una/* = lim b(a + —1,)72a'/? = b.
n

n—oo n—oo

Para terminar vejamos que
Uyl = ||b a+llA “12g14 < ||a?(a + l1,; ~1/3g1/4
n n
e assim ||u]| < ||la'/4]|.

Definigao 1.25 Uma aprozimagao da unidade numa dlgebra normada A é uma rede

(zx)rea em A que satisfaz limy zya = a = limy azy, para todo a € A.

Se eziste M € R tal que ||z,)|| < M, para todo X € A, diz-se que a aprozimagao

da unidade é limitada.

Para o caso em que A é uma C*-dlgebra dizemos que a aprozimacio da unidade

é crescente se z) for positivo para todo A e se A < v implicar em z) < 2.
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Enunciaremos agora um teorema, muito ttil para o restante deste trabalho, que
garante a existéncia de uma aproximagao da unidade crescente em uma C*-dlgebra.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em 13.1 de [6] e também em

3.1.1 de [10].

Teorema 1.26 Dada uma C*-dgebra A e um ideal denso I de A, entdo existe uma
aprozimacao da unidade (uy)rea em I, crescente e tal que ||uy|| < 1. E ainda, se A €
separdvel a aprozimacao da unidade pode ser indezada por um conjunto enumerdvel

como N.

1.4 Teorema de Gelfand-Naimark-Segal e a Teoria

das Representacoes

Definicao 1.27 Uma representagcao numa *-dlgebra A é um par (m, H), onde H ¢
um espaco de Hilbert e m : A — B(H) é um x-homomorfismo. Quando A possui
unidade exigimos que m(14) = Ipr). Uma representagio m € dita fiel se o homo-

morfismo m € injetor, isto €, m(a) = 0 se, e somente se, a = 0.

Definigao 1.28 Uma representacao (m,H) de uma *-dlgebra A € dita ciclica se
existe um vetor £ € H tal que o subespago m(A){ = {m(a)é : a € A} é denso em

H. O vetor ¢ € chamado de vetor ciclico.

Observemos que como B(H) é uma C*-dlgebra entao, uma representagao 7 de
uma C*-algebra A, é um *-homomorfismo entre C*-algebras e portanto, por (1.16),
temos ||7(a)|| < ||a||, para todo @ € A, isto é 7 é limitado. Se 7 for fiel entao, por

(1.21), m € uma isometria de A em uma C*-subalgebra de B(H).

A soma direta de representagoes de uma C*-algebra A também é uma repre-
sentagao de A. De fato dada uma familia de representacoes (my, H))rean podemos
construir a representagao (7, H) de A, onde H = @, H, e m(a)((6))s) = (71',\(&)6,\)/\,
para todo a € Ae ¢, € H).

20



Definicao 1.29 Seja A uma C*-dlgebra, dizemos que um funcional ¢ de A é positivo

se ele leva elementos positivos em nimeros positivos ou equivalentemente, por (1.23),

S€E

#(a’a) 20 Vae A

Um funcional linear positivo ¢ € chamado de estado se ||¢p|| = 1. O conjunto de

todos os estados de A é denotado por S(A) °.

Lema 1.30 Todo funcional linear positivo ¢ de wma C*-dlgebra A é continuo. E
seja (up)rea uma aprozimagio da unidade de A entio ||@|| = limy #(uy). No caso

em que A possui unidade temos ||¢|| = #(14)*.

Esse é um resultado bastante conhecido e sua demonstragao pode ser encontrada

em [.9.5 de [3] ou em 3.3.1 e 3.3.3 de [10].

Antes de construirmos a representagao de GNS desenvolveremos uma desigual-
dade que sera necessaria a construcao. Seja ¢ um funcional linear positivo de uma
C*-algebra A qualquer, podemos entdo definir um outro funcional linear positivo f

de A da seguinte forma f(c) = $(b7ch) para um b € A fixo. Cabe notar que, de fato,

b(b*b)
f é funcional e linear e sua positividade decorre de f(c*c) = %l > 0, para todo

c€e A.
Utilizando-se a continuidade de f, (1.30), temos

i _ g B(0Twab)  (6%0)

para (u)) uma aproximacao da unidade de A. Com isso, f(a*a) < ||a*al|, ou seja,

#(b*a*ab) < ||a*al|p(b*D).

Teorema 1.31 Todo funcional linear positivo ¢ de uma C*-dlgebra A pode ser asso-

ciado a uma representacgao (74, Hy) de A, chamada de representagcio GNS associada

3Existe também uma generalizagao dessa definigao para A uma *-algebra qualquer, onde um

funcional é dito positivo se ¢(a*a) > 0, para todo a € A.
4Assim como a definicio de funcional positivo pode ser estendida para A uma *-algebra de

Banach, podemos estender este lema para A uma *-algebra de Banach com uma aproximacao da

unidade (uy)xea, uma demonstragao deste fato pode ser vista em 2.1.5 de [4].

21



a ¢, de forma que exista um vetor {5 € Hy ciclico, tal que

¢(a) = (mg(a)s,Es)-

Demonstragao: Seja ¢ um funcional positivo de A. Verifica-se facilmente pela

desigualdade anterior que
Ny ={a € A: ¢(a*a) =0}
é um ideal a esquerda fechado de A.

Definimos entao um produto interno em A/Ny como sendo,
(a+ Ng,b+ Nyg) = ¢(b°a)

e denotaremos por Hy ao espago de Hilbert obtido através do completamento do
espago pré-hilbertiano A/Ny.
Para todo a € A definimos o operador 7(a) em A/Ny dado por
m(a)(b+ Ng) = ab+ Ny
de tal forma que
|7 (a)(b+ Ng)||> = (ab+ Ny, ab+ Ny) = ¢(b*a*ab)
< lla”allé(b°d) = [|all*|[b + Ny||*

ou seja, ||m(a)|| < ||a|| e assim o operador 7(a) € B(A/Ng) tem uma tnica extensao

continua a um operador m4(a) € B(Hy).

E imediato que 74 € um #-homomorfismo e dessa forma fica demonstrado que
dado uma funcional linear positivo ¢ de uma C*-dlgebra A podemos construir uma

representagdo (g, Hy) associada a esse funcional.

Observe que se a C*-algebra A possui unidade podemos definir um vetor {4 em

Hy, com s = 14+ Ny, e assim teremos para todo a € A,
$(a) = ¢(1"a) = (a + ng, 1 + Ny} = (mg(a)(1 4 Ny), (1 + Ny)) = (m4(a)s,¢4)

e ainda, como £s = 1 + Ny temos 7(A)¢y = A/Ny que é denso em H e assim fica

provado que ¢ é ciclico.
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Se a C*-algebra A nao possui unidade podemos proceder da mesma forma sé6
que ao invés de utilizarmos a unidade, para obtermos g, utilizamos a aproximacao

da unidade (u))xea, isto €, tomamos &g = limy(ux + Ny).

Observe que a seqiiéncia (u) + Ng)rea € de Cauchy pois, por (1.30) sabemos

que ¢(uy) = ||¢|| e assim dado € > 0 existem indices @ e f em A com o < 3,
d(ua) > ||l — € |[uatta — ual| < € para todo X = f.

Logo,
Red(urug) = P(ua) — Red(urta — ua) = ||@]| — 2€

e entao,
[[(x + Ng) — (ua + Ng)|I* = ¢((ur = ua)?)
= ¢(u3) + b(ug) — 2Red(urua)
< B(un) + () — 28]l — 2¢) < de.
Portanto, para A, u > f temos

1(un+Ng) = (et No)l| < [1(er+ Ng) — (et N 14| (1t + Nig) — (e + Ny ) || < de'2.

E assim tomando-se {4 = limy(uy + Ny) teremos,
@(a) = li/{n d(urauy) = li/{n(auA + Ng,ux+ Nyg)
= lim(mg(a)(ur + Ng), (ux + Ng)) = (ms(a)és, s)-
Analogamente, como £ = limy(u) + Vy) temos m(A)s = A/Ny4 que é denso em H

e portanto €4 € um vetor ciclico.

Mais uma vez gostaria de ressaltar que o teorema anterior se aplica também
para o caso de A ser uma #-algebra de Banach com uma aproximagao da unidade

(ux)aen, como o préprio leitor pode verificar.

Defini¢ao 1.32 Seja A uma C*-dlgebra nao nula, definimos (7., H,) a representa-
¢io universal de A como sendo a soma direta de todas as representagoes (74, Hy),

onde ¢ € S(A).
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Antes de enunciarmos e provarmos o Teorema de Gelfand-Naimark-Segal, um
dos principais de toda a Teoria de C*-4lgebra, se nao o principal, vejamos um lema

bastante importante para esta demonstracao que pode ser encontrado em 5.1.11 de

[10].

Lema 1.33 Seja A uma C*-dlgebra nio nula e a um elemento positivo de A entio

eziste um estado ¢ de A tal que ¢(a) = ||a|.

Teorema 1.34 (Gelfand-Naimark-Segal) Se A € uma C*-dlgebra nao nula en-

tao a representagao universal (m,, H,) € fiel.

Demonstragao: Sendo (m,, H,) a representacdo universal de A e supondo que
mu(a) = 0, sabemos por (1.33) que existe um estado ¢ tal que ¢(a*a) = ||a*a|| e pelo

que vimos anteriormente
p(a*a) = (mg(a”a)s, €s) = |lmg(a)lyll

e assim como 7,(a) = 0 entao, mg(a) = 0 e por conseqiiéncia da equagao anterior
0 = ¢(a*a) = ||a*a|]| = ||a||?, ou seja, ||a|]| = 0. E dessa forma concluimos que a

representagao universal é fiel.

Por (1.21) sabemos que 7, ser fiel implica automaticamente que 7, € uma isome-
tria, e portanto o que acabamos de provar é que toda C*-dlgebra é isometricamente
isomorfa a uma C*-subalgebra de B(H), para H um espago de Hilbert, isto é, po-
demos sempre enxergar uma C*-dlgebra como uma subélgebra de operadores de um

espago de Hilbert.

Enunciaremos e daremos a idéia da demonstracao de um teorema que seréd
necessario para a demonstra¢ao de um teorema importante do capitulo 3, mas para
isto precisaremos, antes de enuncia-lo, definir algumas ferramentas importantes para
a teorla das representagoes como as representacoes irredutiveis, os estados puros,

etc..
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Definigao 1.35 Um subespago fechado K de H , H espago de Hilbert, é invariante
para um subconjunto Q) de B(H), se ¢(K) C K para todo operador ¢ de Q.

Uma representagao (w, H) de uma *-dlgebra A é dita topologicamente irredutivel
se 0s unicos subespagos fechados invariantes por w(A) de H sao os triviais, isto ¢,
0 e o préprio H. Ou equivalentemente, uma representagio (w, H) ndo-nula é dita

topologicamente irredutivel se todo vetor nao-nulo de H é ciclico.

Definigao 1.36 Seja ¢ um estado de uma *-dlgebra de Banach A qualquer dizemos
que ¢ é um estado puro se, para todo funcional linear positivo p de A, tal que p < ¢,

necessariamente eziste t € [0, 1] tal que p = t.

Como vimos anteriorrﬁente, na construgao da representagao GNS, todo funci-
onal ¢ pode ser associado a uma representagao (mg, Hy) e através dessa associagao
veremos que os dois novos conceitos anteriormente definidos, representagoes irredu-
tiveis e estados puros, estao estreitamente associados como nos sugere o teorema a
seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em 2.5.4 de [4], ou em V.5.16 de [10],

ou também em 1.9.8 de [3].

Teorema 1.37 Seja A uma *-dlgebra de Banach entio ¢ é um estado puro se, e

somente se, (my, Hy) € topologicamente irredutivel.

Um ponto z num conjunto convexo C' é dito ponto extremo de C' se a condigao
de que z =ty + (1 — t)z, para y e z em C e algum ¢t tal que 0 < ¢t < 1, implica que
z =y = z. Ou equivalente, z € um ponto extremo de C se , e somente se, para todo

: — ytz = =
y e z em C tais que z = ;- temos z =y = z.

Defini¢cao 1.38 Dado um espago vetorial E e um conjunto C C E, chamamos de
convezificado de C' ao menor subconjunto convezo de E que contém C. E represen-

tamos este conjunto por co(C).

Um dos grandes resultados de Anaélise Funcional que tem intimeras aplicagoes é
o Teorema de Krein-Milman que envolve os pontos extremos de um conjunto e que

nos diz.
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Teorema 1.39 (Krein-Milman) Seja C um conjunto convezo, compacto e nao
vazio num espago vetorial Hausdorff e localmente convezo X. Entdo o conjunto dos
pontos extremos de C, denotado por E, é nao vazio e C = co(F). F ainda se um

subconjunto fechado E' de C é tal que co(E') = C, entao E C F'.

Uma das aplicagoes do Teorema de Krein-Milman é o teorema a seguir que sera

de fundamental importancia para a demonstracao do altimo resultado desta secao.

Teorema 1.40 Seja A uma *-dlgebra de Banach com uma aprozimacao da unidade
e seja P o conjunto dos funcionais lineares positivos com norma menor ou igual a
um, entao:

i) o conjunto P € convezo e compacto sequndo a topologia fraca-* relativa a A*,

i) os pontos extremos de P sao o funcional nulo e os estados puros de A

i) P € o fecho do convezificado do conjunto formado pelos estados puros de A e o

funcional nulo.

As demonstragoes desses teoremas, (1.39) e (1.40), podem ser vistas, respecti-

vamente, em A.14 de [10] e em 2.5.5 de [4].

Para um maior aprofundamento nesse assunto sobre representacoes topologica-
mente irredutiveis e estados puros recomendamos que o leitor veja o capitulo 5 de
[10] pois, existem muitos resultados bonitos e importantes que nao serao feitos aqui

porque tornariam este capitulo introdutério muito extenso.

Teorema 1.41 Seja A uma *-dlgebra de Banach com uma aprozimacao da unidade
e sejam R o conjunto de todas as representacoes de A, R' o conjunto de todas as
representagoes irredutiveis de A, P o conjunto dos funcionais positivos com norma
menor ou igual a 1 de A e P’ o conjunto de todos os estados puros de A. FEntao
para cada a € A lemos:

sup [Im(a)l| = sup |lr(a)l| = sup fla*a)'l* = sup flaa)'’™.

Se ||la||" = sup||7(a)||, para todo a € A, teremos ||a|| < ||a||, para todo a € A, e com
TER

isto, a > ||a||" é uma seminorma para A tal que
2
lfadll” < llalllell"  Nla™ll" = llall" lla*all" = [|all
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para todo a e b € A.

Demonstragao: Para facilitar denotemos sup, g ||7(a)]|| por «, sup,¢cg ||7(a)|| por
B, supep f(a*a)? por y e SUp e pr f(a*a)'’? por 6.
(6 < B) Seja m uma representagao irredutivel (7 € R') e f um estado puro

associado a 7 (f € P’), isto é, f(a*a) = (w(a*a)&, &) para algum ¢ unitario. E como

Im(a)||* = sup ((a)¢,m(a)é) = sup (m(a"a)¢,§)

[léll<t [1€l1<1
entdo, [[r(a)] > f(a%a)V/2

(oo < 4) Como no caso anterior, podemos ver que

Im(@)][* = sup (m(a)é, m(a)é) = sup (m(a’a)¢, &) = en(a’a).

[lgf<1 ligll<1
E assim ||7(a)]| = ¢¢x(a*a)'/?, onde ||¢|| < 1, ja que ||7(a)|| < |la|. Portanto
suprer I7(a)ll < supep f(a"a)'/2.
(B < @) E 6bvio, ja que R’ C R.
(v < 4) Como os estados puros (P’) e o o funcional nulo (0) sao os pontos

extremos de P (1.40) temos, para todo g € P, que 0 < g(a*a) < f(a*a) para algum
f € P'. Entéao sup;cp f(a*a)'/? = supseps f(a"a)'/?.

Unindo-se todas as desigualdades anteirores teremos § < f < a < 7 <4, ou

seja, 6 = B = a = v que seré designado por || ||'.

Como ||7(a)|| < ||la|| para todo a € A entao [ja]|’ < |la|]|. Temos também
Im(ad)|| < llm(a)llllw (), (@)l = llw(@) ]| = lIm(a)* e llr(a*a)ll = |Im(a)]l*, ou
seiay llabll < lall bl lla*lf = lall’ e lla*all' = (lall)? para todo a ¢ b € A. E assim

|| || € uma seminorma em A.

E como feito anteriormente, podemos tomar um ideal / = {a € A : ||a]’ = 0}
e passarmos A ao quociente com [, isto é, tomarmos A/[ e assim teremos || || uma

norma de A/I.

Observe que quando A é uma C*-4gebra teremos ||a||’ = ||| para todo a € A.
|

27



1.5 Multiplicadores e Centralizadores de uma C*-

algebra

Definigao 1.42 Uma representagao (m,H) é dita nao degenerada se mw(A) é nao

degenerada , isto é, se Vh € H, h # 0, existe T € n(A) tal que T'(h) # 0.

Definicao 1.43 Seja A uma C*-subdlgebra nao degenerada de B(H) dizemos que
um operador z € B(H) é um multiplicador & esquerda (d direita) de A se A C A
(Az C A). Se z é ao mesmo tempo multiplicador & esquerda e & direita dizemos que

z € um duplo multiplicador de A.

Denotaremos por LM(A), RM(A) e M(A), respectivamente, o conjunto dos
multiplicadores a esquerda, a direita e duplo multiplicadores de A. Observe que
LM(A), RM(A) e M(A) sao subconjuntos de B(H) e para mostrar que estes mul-
tiplicadores nao dependem da particular representagao m em B(H ), introduziremos

a nogao de centralizadores de uma C*-algebra.

Definigao 1.44 Uma funcdo linear L : A — A € chamada centralizador a esquerda
de A se L(zy) = L(z)y, para todo z ey em A. Analogamente uma fungédo linear
R: A — A € chamada centralizador & direita de A se R(zy) = zR(y). Um par
(L, R) € dito duplo centralizador de A se L e R sao respectivamente centralizadores

@ esquerda e a direita de A e ainda zL(y) = R(z)y para todo z ey em A.

Um fato importante e que serd necessario no decorrer do texto é o de que
todo centralizador & esquerda ( & direita, ou duplo) é um operador limitado. Para

demonstrarmos tal resultado utilizaremos o lema 1.24, ja provado neste capitulo.
Proposicgao 1.45 Todo centralizador a esquerda L de uma C*-dlgebra é limitado.

Demonstragao: Supondo que L é ilimitado entao podemos tomar uma sequéncia

(zn)nenw em A com ||z,]| < 1/n e ||L(z,)|| > n. Mas para cadan € N podemos definir
a= Y z}iz; e pelo lema (1.24) existe y, em A tal que ||yn|| < ||@'/?| e 2, = a/*y,,

=1
mas

n < ”L(:Ln)” = IIL(G1/4)y.n|, < IlL(a1/4)llllal/4|‘,
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o que é uma contradigao.

De modo anélogo podemos demonstrar que o centralizador a direita e também

o duplo centralizador sao operadores limitados.

Proposicao 1.46 Seja A uma C*-subdlgebra nao degenerada de B(H) eziste uma
correspondéncia bijetiva entre os multiplicadores @ esquerda, & direita e duplo mul-
tiplicador e os centralizadores respectivamente a esquerda, a direita e duplo centra-

lizador.

Demonstracao: Seja L um centralizador & esquerda de A e (u))yep uma aproxi-
macao da unidade de A entao a rede (L(u)‘))/\EA é limitada, por (1.45), e portanto

existe uma sub-rede que converge fracamente para um elemento z em B(H).

Como para todo y em A arede (yu)) converge na norma para y entao, por (1.45),
temos L(yu,) convergindo para L(y), e como L(uyy) = L(uy)y temos zy = L(y).

Ou seja, = é o multiplicador a esquerda correspondente ao centralizador L.

Supondo que exista outro multiplicador & esquerda z; correspondente a L entao
z1y = L(y), logo (z — z1)y = 0 e como estamos numa C*-algebra nao degenerada e
y é qualquer em A entdao, z = z;. Observemos também que

LIl = sup [[L(y)ll = sup |lzy]l = ||=]|-
llvll<1 [lvll<1

Mostramos assim a bijetividade da correspondéncia entre os multiplicadores a
esquerda e os centralizadores & esquerda de A. Analogamente podemos demonstrar
a correspondéncia existente entre os multiplicadores a direita e os centralizadores a
direita.

Para o duplo centralizador (L, R) temos seus respectivos correspondentes (I, r)

multiplicadores & esquerda e & direita de A, mas para todo z e y em A temos

ery = R(z)y = 2L(y) = zly, ou seja, r = | e portanto € um duplo multiplicador.
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Com base na proposicao anterior trataremos sem muita distingao os multiplica-
dores e os centralizadores. Além disso, denotaremos sem restricoes M(A), LM(A)
e RM(A) também como o conjunto, respectivamente, dos duplo centralizadores,

centralizadores a esquerda e a direita de A.

Teorema 1.47 Se A é uma C*-dlgebra entao, M(A) também é uma C*-dlgebra sob

a multiplicacao, involug¢io e norma, dadas por
(L, R)(L1, Br) = (LLy, By R) (L, R)|| = ||IL]| = || Bl
(L, R)* = (R*,L*) onde L*(a) = (L(a*))" e R*(a) = (R(a"))"
para todo (L, R) e (L1, Ry) em M(A) e a em A.

Demonstracao: Apesar desta demonstragao parecer obvia via multiplicadores fare-
mos uma demonstragao utilizando apenas a defini¢ao de multiplicadores sem precisar

da analogia entre multiplicadores e centralizadores.

Em primeiro lugar vamos provar que || L|| = || R||, para isto vejamos que
lleL®)|| = l[B(a)oll < [[E][lallloll,

e assim

1Ll = sup |laL(B)|| < [|EIIl[2]

I<1

eassim ||L|| < ||R||, e de modo analogo (||R(a)b|| = ||aL(®)|| < ||L||||||||5]|) podemos
demonstrar que ||R|| < ||L||, ou seja, ||L]| = || R||.

Alguns calculos imediatos nos mostram que o produto de dois duplo centra-
lizadores, (L, R)(L1,R1) = (LL:1,RiR), é de fato um duplo centralizador, que
[(LLy, RiR)|| < |I(L, R)|I|(L1, R1)|| e também que (L, R)* como definida acima

é uma involu¢do em M(A) que preserva a norma.
Nos resta mostrar que o duplo centralizador (L, R) € M(A) de fato satisfaz a
condigdo ||(L, R)*(L, R)|| = [|(L, R)|I*
Seja a € A com ||a|| <1 entdo,
IR(@)|I* = I(R(a))"R(a)]| = | R*(a*) R(a)]| = |la” L*(R(a))|
= [la” " R(a)|| < |II"R(a)l| < |IL7R]| = || R*L]|
= [I(R°L, RL™)|| = I(R", L™)(L, R)|l = II(L, R)"(L, R)||
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(L, R)N? = sup [|R(a)||* < (L, R)*(L, R)II < II(Z, R)II”

llafl<1

e assim temos ||(L, R)||*> = ||(L, R)*(L, R)||- Ou seja, M(A) é uma C*-algebra.

Além de M(A) ser uma C*-algebra com unidade (basta tomar (id4,ids)) temos
a propriedade de que dado a € A, o par (L., R,), onde L,(z) = az e R,(z) = za

para todo z € A, é um duplo centralizador de A e ainda

lall = sup |laz|| = sup ||za],
llzll<1 x||<1
ou seja, ||a]| = ||La]| = ||Ra|| € com isto, A pode ser visto em M(A) através do

*-isomorfismo isométrico a — (L,, R,).

Assim como A pode ser identificado a uma C*-subalgebra de M(A), A pode
ser identificado a uma C*-subalgebra de M(A) através do *-isomorfismo isométrico

(a,A) = (L(an)s R(a,n)), para todo (a,)) € A, onde L(a,») € R(a,n) sao dados por:
L (b) = ab+ Ab
R(a,,\)(b) = ba + \b

para todo b em A.

Verifica-se que de fato (L(a,») , R(a),\)) é um duplo centralizador de A. E também

vemos que || Lan)|| = sup |lab+ Ab|| = ||(a,A)||z. Isto nos mostra a identificagao
bll<

=

que queremos de A em M(A).
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Capitulo 2

Grupos Topologicos e Medida de

Haar

Este capitulo, assim como o anterior, tem uma carater introdutério pois, aqui
serao dadas definicoes e feitas demonstragoes de resultados que serao necessarios ao
desenvolvimento dos préximos capitulos. Subdividimos tal capitulo em duas segoes,

que mais parecem uma s6, onde trataremos de Grupos Topolégicos e de Medida de

Haar.

Em alguns momentos deste capitulo sera necessaria a integragao de fungées a va-
lores vetoriais e para nao prolongar ainda mais estes topicos introdutérios deixamos
o desenvolvimento de tal assunto no final desta dissertagdo em forma de apéndice
para aqueles que quiserem ou por inseguranca, ou por curiosidade, ou por qualquer

outro motivo consultarem tais assuntos.
2.1 Grupos Topoloégicos
Definigcao 2.1 Um grupo topolégico G' é wm grupo e ao mesmo tempo um espago
topoldgico Hausdorff no qual as operagoes G x G — G definida por (s,t) — st e

G — G dada port s t~! sdo continuas.

Exemplo 2.2 Os grupos Z, R e C munidos da topologia usual s@o grupos topoldgicos
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relativos a adigdo.

Exemplo 2.3 Paran € N, o grupo Z,, dos inteiros modulo n, munido da topologia

discreta, também é um grupo topoldgico relativo a adigdo.

Exemplo 2.4 O grupo R7, munido da topologia induzida pela topologia usual da

reta, é um grupo topoldgico relativo a multiplicacao que denotaremos por R .

Exemplo 2.5 O grupo T = {z € C : |z| = 1}, munido pela topologia induzida
pela topologia usual de C, é um grupo topoldgico relativo a multiplicagio usual dos

complezos.

Existem muitos outros exemplos de tais grupos que, como toda a teoria que

sera desenvolvida nesta se¢ao, podem ser facilmente encontrados em livros como [8]

e [9] citados na referéncia bibliografica.

Sempre que nos referirmos ao grupo topolégico G denotaremos a unidade deste

por e e para todo subconjunto F' de G e todo elemento z de GG teremos
Ft={st:s€ F} tF={ts:sc F} F'={s"':5€F}

e diremos que F' é simétricose F' = F~1.
Proposigao 2.6 Seja G um grupo topoldgico entdo :

1. A topologia de G é invariante por translag¢ées e inversades, isto é, se U é um
aberto de G et um elemento de G entdo, tU, Ut e U™! serio abertos de G. E
também, se U é um aberto de G entao UF' e FU também serao abertos, para

qualquer F' C G.

2. Para toda vizinhanga U de e existe uma vizinhanga V de e simétrica e tal que

Vv cU.

3. Se I' e E sio subconjuntos compactos de G entao F'E também é compacto.

Demonstragao:

34



1. Seja U um aberto entao para todo ¢t € G teremos tU, Ut e U~! abertos devido

a continuidade das fungdes (¢,s) — tse s — s7'. E ainda, AU = tUAtU e
€

UA = UAUt, ou seja, uma uniao de abertos, logo abertos.
te '

2. Pela continuidade da multiplicagdo temos para cada vizinhanga U de e existem
outras vizinhancas V] e V, de e tais que V;V, C U e sendo assim tomamos V/,

a vizinhanca simétrica de e desejada, como V =V NV, NV n V,h
3. Basta observar que EF' é a imagem do compacto £ x F' pela funcao multipli-
cagao que é continua, isto é, £ F' é compacto.

Seja f uma fungao cujo dominio é um grupo topolégico GG e cujo contra-dominio
em nossos exemplos serd ou C ou um espacgo de Banach A qualquer. Dado s um
elemento de GG definiremos translagoes a esquerda e & direita por s, respectivamente,

Mf(t) = f(s7) e Af(t) = f(ts) Vie G

l'em )\, e s em ,\ é que dessa forma essas translagoes se

a razao de usarmos s~

tornam homomorfismos, para isso basta observar que dados s, t e r em G temos

Aar f(8) = fr7ts™) = A f(s718) = AN f(2)

SA(E) = ftsr) = Af(ts) = oA Af(2).

Definigao 2.7 Uma fun¢ao f € uniformemente continua a esquerda se
s f = fllsup — 0 quando s — e.
Analogamente dizemos que f é uniformemente continua @ direita se

lsAf = fllsup — 0 quando s — e.

Observe que a norma utilizada na defini¢gao acima é o supremo dentre os valores

atingidos pela norma do contra-dominio de f, que em nosso caso serd ou a norma
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usual de C ou a norma de um espaco de Banach A. Além disso, pela prépria definicao
de funcao uniformemente continua podemos ver que toda funcdo uniformemente

continua é continua.

Definicao 2.8 Definimos o suporte de uma fungao f : A — B, onde A ¢ B sao
espacos vetoriais topoldgicos, como o fecho do conjunto {x € A : f(z) # 0}. E

denotamos este conjunto por suppf.

Definigao 2.9 Denotaremos por K(G) o conjunto das fungées f : G — C continuas

e de suporte compacto.

Proposicao 2.10 Se f € K(G) entao f € uniformemente conlinua @ esquerda e a

direita.

Demonstragao: Faremos a demonstracao apenas para A; ja que para ;A se faz,

sem maiores dificuldades, uma prova anéloga.

Sejam f em K(G) e € > 0 denote por C' = suppf. Para cada t € C existe
uma vizinhanga U, de e tal que |f(s7'¢) — f(¢)| < €/2 para s~! € U,, existe também
uma vizinhanca V; de e simétrica tal que V;V; C U,. As vizinhancas {Vit, t € C'},
fornecem uma cobertura para C' e portanto existem t1,%,,...,t, € C tais que C C

O Vit
=1

Tomemos V = E\th“ logo ||Asf — fllsup < € para s € V pois, se t € C entao
existe algum j tal que ttj_l € Vi, e também s7't = s‘l(ttjfl)tj € Uyt;.

Desse modo,

[f(s7) = fFOI < If(s7H) = f) + 1f(8) — f@) < e/2+ ¢f2 =€

Para o caso em que s™'t € C' e o caso em que ambos nao estao em C teremos

o mesmo resultado, ressaltando-se que neste tltimo teremos f(s™'t) = f(¢) = 0.
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2.2 Medida de Haar

Definigao 2.11 Um grupo localmente compacto é um grupo topoldgico cuja topolo-

gia € localmente compacta.

Seja G um grupo localmente compacto e tomemos K*(G) C K(G) como sendo
o conjunto das fun¢oes continuas de suporte compacto positivas e nao identicamente

nulas, isto €,

KT G)={fe K(GQ):f>0e f(t) #0,para algum t € G}

Definigao 2.12 Seja X um espaco Hausdorff e localmente compacto, com 2 uma
o-dlgebra que contenha todos os borelianos. Uma medida v é chamada de medida de
Radon se u(C) < oo, para todo C subconjunto compacto de X e se para todo U em
0 vale p(U) = sup {u(C) : C C U e C compacto} e também p(U) = inf {u(V) :
UcCV eV aberto}.

Denotaremos por M(X) conjunto de todas as medidas complezas de Radon

sobre um espago X Hausdor[f e localmente compacto.

O proéximo teorema sera apenas enunciado, mas pode-se encontrar uma demons-

tragao bastante clara deste no apéndice C' de [2].

Teorema 2.13 (Teorema da representacao de Riesz) Se X €é um espago lo-

calmente compacto e p € M(X) definimos F,, : Co(X) — C por
FAf) = [ fdu VF € Cx)
ot .

e assim a fungio p — F, é um isomorfismo isométrico entre M(X) e Co(X)*.

Definigao 2.14 Uma medida de Haar invariante a esquerda (respectivamente a di-
reita) sobre um grupo localmente compacto G é uma medida de Radon ndo nula p
sobre G tal que p(tU) = p(U) (respectivamente p(Ut) = p(U)), para todo conjunto
U C G boreliano e todo t € G.

37



Proposigao 2.15 Seja p uma medida de Radon sobre um grupo localmente com-
pacto G e p(U) = p(U™).
i) u é uma medida de Haar invariante a esquerda se, e somente se, [i € uma medida

de Haar invariante & direita.

i) u € uma medida de Haar invariante & esquerda se, e somente se, [, Asfdp =

Jo fdp para toda f € K*(G) e todo s € G.

Demonstragao: i) Basta observar que se uma das duas for uma medida de Radon
nao nula entao a outra também sera e que se p(tU) = p(U) entdo, g(Ut) = p(U) e

vice-versa para todo U C G conjunto boreliano e todo t € G.

ii) Para toda medida de Radon p e f € K(G)* temos [, A fdu = [, fdu,, onde
ps(U) = u(sU), isto porque toda f de K+(G) pode ser aproximada por fungoes
simples, isto é, por funcoes da forma ZaiXu,-, onde a igualdade é véilida. E dessa

=1

forma, se 1 € uma medida de Haar invariante a esquerda entao, fG Asfdp = fG fdp.

Supondo que [, A;fduy = [, fdu para toda f em K*(G) entdo, a igualdade
também vale para toda f em K(G) ja que, toda f € K(G) pode ser escrita como
f = fy—f_,onde f; e f_ estao em K+ (G) e por conseguinte para todo f € Li(G, p).

Pelo Teorema da representagao de Riesz temos a unicidade da medida, ou seja,

= phs.

Teorema 2.16 Todo grupo localmente compacto G possui uma medida de Haar

invariante a esquerda pu. F se p e A sao duas medidas de Haar invariantes a esquerda

sobre G entdo, eziste ¢ € R tal que p = cA.

A demonstragao deste teorema nao sera feita devido a sua extensao, mas pode

ser encontrada em 2.10 e 2.20 de [8] e também em 15.5 e 15.8 de [9].

Um espago bastante importante e que serd muito utilizado no decorrer deste
trabalho e que também é um belo exemplo da utilizacao da medida de Haar é o

L,(G,p), onde p é uma medida de Haar sobre um grupo localmente compacto G.
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Este espago é construido a partir de
Li(G,p)={f:G—=>C : fmensurdvel e / |[f(¢)|dp(t) < oo}
G
e da relagio de equivaléncia f ~ g <> f = g quase sempre. Definimos entao,

Li(G,p) = La(G, 1)/ ~

Proposicao 2.17 Se G' € um grupo topoldgico localmente compacto entio Ly(G,p)
€ um espago vetorial que munido da norma || f||; = [, |f(t)|du(t) e da multiplicagao,

chamada de convolugio, (f x g)(t) = [, f(s)g(s™'t)du(s) se torna uma dlgebra de

Banach. Além disso, se G € abeliano entio, L,(G) também serd abeliano.

A demonstragao deste resultado e de alguns outros bastante conhecidos que
serao utilizados aqui, como K(G) ser fortemente denso em L,(G), Co(G) também
ser denso em L;(G) , e além disso, ser uma subélgebra de Banach de L,(G) podem

ser encontrada em [9].

Algumas vezes, quando nao causar nenhum tipo de confusao, denotaremos

L,(G, i) apenas por Ly, por Ly(G), ou por Lq(pu).

A construgio de uma medida de Haar invariante & esquerda em um grupo
(G localmente compacto nos remete a pensar na relacio desta com uma possivel
medida de Haar invariante a direita. Sendo assim suponhamos g uma medida de
Haar invariante a esquerda em G entdo, para todo t € G e U C G definimos
pi(U) = p(Ut) onde p; serd ainda uma medida de Haar invariante a esquerda, isto
devido a associatividade do grupo (para todo s € G temos s(Ut) = (sU)t). Pela
unicidade (a menos de multiplicagdao por constante) da medida vista no teorema
(2.16) temos a existéncia de um namero real positivo A(t), para cada ¢, tal que
pe = A(t)p. Cabe ressaltar que A independe da escolha de p e também que A é

uma fungao de G em R.

Definigao 2.18 A fungio A obtida através da construgio acima € chamada de

fung¢do modular de G.
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Proposigao 2.19 A fungdo A é um homomorfismo continuo de G em Ry e também

para toda [ em Li(G) vale,
| M=) [ sn
G G

/G F(ts)du(t) = As™) [; F(t)du(t).

ou

Demonstracgao: Paratodotesec GelU C G,

A(t)a(U) = p(Uts) = AE)(U) = As)AOUD) = A AS)(U),
~ ou seja, A é um homomorfismo de G em Ry. Como xu(ts) = xys—1(t) temos
[ xwt9)du(®) = u(Us™) = AsHuW) = 867 [ xwl®)

&

O que demonstra a igualdade acima para f = xvu, e como podemos aproximar uma

f qualquer em L;(G) por funcées simples entao o resultado segue para qualquer f.

Seja f € L1(G) uma funcao com integral nao nula, entao

A(s) = [/Gfd“] [/G s/\fdu}_l,

ou seja, a continuidade de A decorre da continuidade da funcao A.

Além desse resultado envolvendo a fungao modular podemos citar alguns outros

como por exemplo:

Proposigio 2.20 Seja pu uma medida de Haar invariante d esquerda em G um

grupo topoldgico localmente compacto entio, para toda f € L1(G) e s, t € G temos
[ £6)dutts) = [ (s)dnte
[ £6)dutst) = [ A©F(s)iu)
G g
[ 56)ants™) = [ Al As)auts)
& G
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A demonstracao das duas primeiras igualdades podem ser feitas de forma ana-
loga a demonstragao de (2.19), levando-se em conta que a medida p é invariante &
esquerda e aproximando-se f € L;(G) por fungdes simples. J4 a demonstragao da

tltima igualdade pode ser vista em 15.15 de [9].

Utilizando-se o conceito de fungao modular podemos enriquecer, ainda mais, a

estrutura de L;(G), visto em (2.17), como veremos na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.21 Seja G um grupo topoldgico como em (2.17), ao munirmos L, (G)

com a operacio de involugio dada por f*(t) = A(t)™'f(¢t1), para toda f € Li(QG),

tornamos este espago uma *-dlgebra de Banach.

Demonstragao: -Dado f € L;(G) é evidente que f* também pertence a L,(G). E
complementando (2.17) basta mostrar que || f||i = ||f*||: para isso observemos que

como A tem imagem em R* e | f| = | f| entdo,

£l = /G AT de = /G AN [FEDde
= /G A F(E)dt = /G FEDd = (£,

Um grupo G localmente compacto é dito unimodular quando A(¢) = 1 para
todo t € GG, ou seja, quando as medidas de Haar invariantes a esquerda e a direita

sao idénticas. Podemos citar exemplos de grupos unimodulares como:

Exemplo 2.22 Os grupos abelianos localmente compactos sao unimodulares porque
para todo U C G et € G temos tU = Ut, ou seja, dada uma medida p de Haar
invariante & esquerda em G teremos p(Ut) = p(tU) = p(U) e assim serd também

invariante a direita.

Exemplo 2.23 Os grupos discretos sio unimodulares jd que, as fungoes de K+(G),

neste caso, sio da forma ) a6, (onde 6, é a medida de contagem, isto €, §5(t) vale
seG
1 set =s e d,(t) = 0 nos demais casos) para o; > 0 para todo s € G. E assim ao

integrarmos tais fungoes em relagio a uma medida p de Haar invariante a esquerda

ou & direita teremos [, Y a,0,du(t) = Y a, [, dsdu(t) = 3 as.
sEG seG seG
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Exemplo 2.24 Os grupos compactos sio unimodulares pois, como A é um homo-
morfismo continuo de G em Ry entdo, A(G) é um subgrupo compacto de Ry, mas
o tinico subgrupo de Ry deste tipo é o subgrupo {1}, ou seja, A(s) = 1 para todo
s€e (.

Exemplo 2.25 Um ezemplo de um grupo que nao é unimodular, exige um pouco

mais de trabalho, mas basta tomarmos o grupo G das matrizes na forma

)

para z € R* e y € R, que serdo resumidamente representadas por (z,y). Dessa
forma, (a,b)(z,y) = (az,ay +b) e (z,y)(a,b) = (za,zb+ y), para a € R* e b em
R. Considerando em G a topologia induzida de R? teremos G um grupo topoldgico

localmente compacto. Observe que em G a integral dada por

/R / f(, )/ dzdy

¢ invariante @ esquerda e a integral,

/R / f(2,)/le|dzdy

€ tnvariante a direita. E assim ao definirmos a medida de Haar a partir de tais

integrais teremos em G a fungao modular dada por A(z,y) = |z|.

Outros exemplos desse mesmo tipo podem ser encontrados em 15.17 de [9].

Utilizando os resultados de Grupos Topolégicos e os de Medida de Haar estamos
prontos para mostrar que existe em L;(G) uma aproximagao da unidade que estd
contida em K((G), mas antes veremos um teorema essencial a demonstracao desse

resultado.
Teorema 2.26 Seja [ em Li(G), G grupo topoldgico localmente compacto, e € > 0

entdo, para cada vizinhanca U de e existe g em K+ (G) de tal forma que g(t™*) = g(t)
eng(s)dszl com||f—fxglh<ee|f—gxfli<e
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Demonstragao: A funcao g com estas propriedades pode ser construida da seguinte
forma. Dada uma vizinhanga compacta U de e, existe pela primeira proposi¢ao
deste capitulo uma vizinhanga simétrica V' C U (neste caso queremos dizer V' ¢ U).
Consideraremos ¢ a extensao continua de uma funcao que vale 1 em V (como a

fungdo yv) e que vale 0 em G\U (fora de U) de tal forma que [, g(s)ds = 1.

Como podemos aproximar f por func¢oes continuas de suporte compacto, vamos
assumir que f € K(G) e assim, por (2.10) dado € > 0 existe U, uma vizinhanca
de e tal que, para todo s € U temos ||f — A; fllsup < €. E utilizando-se o fato
Jo9(s)ds =1 temos,

£ =g = [ 170 =g g0l = [ 170) = [ als)s(s 0y
= [ 1] stoyasst) = [ o)~ st
< [ [ 106110 = a(e) s st
= [ [ o) 150) = s~ )l
= [ 1 = Ay
E como ||f = Aoflloup < € € [l g(5)ds = 1 temos
I =g x flli < e

Analogamente desenvolve-se o caso ||f — f X g|[i < e

Existem algumas variagoes do teorema anterior, para casos mais gerais ou mes-
mo mais especificos, caso o leitor se interesse sugerimos duas: 2.42 de [8] e também
56.3 de [6]. O teorema anterior nos fornece como um corolério direto a existéncia

de uma aproximagao da unidade em L;(G).

Corolario 2.27 Seja G um grupo topoldgico localmente compacto entao, eriste uma

aprozimacdo da unidade (g))ren C K(G) de Li(G).
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Demonstragao: A familia de vizinhancas da unidade e formam um conjunto diri-
gido quando a relagao de ordem ¢é dada pela inclusdo. Seja U, este conjunto dirigido
e sejam g fungoes obtidas como em (2.26), entdo a rede (g))rea € uma aproximagao

da unidade em L, (G).

Definigcao 2.28 Seja G um grupo topoldgico localmente compacto, uma representa-
cao unitdria de G € um homomorfismo u de G em U(H) C B(H), conjunto dos
operadores unitdrios de um espago de Hilbert nao nulo, que € continuo, em relagdao

a topologia forte dos operadores.

Observe que a representacao unitaria v : G — U(H) por ser homomorfismo
satisfaz u(st) = u(s)u(t) e por ter imagem em U(H) verifica u(s)™! = u(s)*, para
todo s e t em G e também s +— u(s)¢ é continuo para todo £ € H pela continuidade

forte de operadores.

Vamos agora mostrar um importante teorema que nos serd tutil no préximo
capitulo. Esse resultado nos permite identificar todas as representagées nao dege-
neradas de L;(G), onde G é localmente compacto, com as representacoes unitarias do
proprio (¢, mas enunciaremos e demonstraremos apenas o caso em que (G é abeliano,

0 que Ja serve a nossos propositos.

Toda representacao unitaria u de G' em U(H) determina uma representacao de
Li(G), que designaremos por (m, H). Seja f € Li(G) definimos o operador =(f),

sobre H espaco de Hilbert, como sendo

w(5) = [ fe)uls)is.

Observacgao 2.29 Note que esta ¢ uma integral de uma fung@o a valores em B(H).
Pelo que estd feito no apéndice vemos que é possivel pensar nessa integral para cada
& € H e assim definimos w(f)€, isto €, pensamos na integral fracamente e mais

especificamente definimos

(r()é,n) = /G f(s)u(s)e,myds V€, neH
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e assim claramente a integral em questio é uma integral em Li(G).

Como o produto interno € limitado e continuo podemos aplicar o teorema (A.5)
para vermos que (NEl < J |FNu()Ellds < lIell S 1(s)lds e portanto temos
(AN < -

Demonstraremos o que foi dito, antes dessa observacao, através dos dois proxi-

mos teoremas.

Teorema 2.30 Seja (u, H) uma representagao unitiria de G, onde G é um grupo

abeliano localmente compacto, entio a representagio f — w(f) dada por,

- / F(t)u(t) dt
G

para todo f € Li(G, ), é ndo degenerada.

Demonstragao: E imediato que a aplicagio f ++ 7(f) é linear.

Tomando-se f e g em L;(G) e utilizando-se algumas propriedades de integragao

para funcdes a valores vetoriais como (A.6), temos

7(f % g) = /(f><g (t)u(t)dt = //f “lt Ju(t)dsdt
-/ /G F(5)g(s™ t)u(s)u(s™ t)dds = n(f)r(g)

n(f*) = / FEu(t)dt = / Fpu(t)dt = / [w(®) f))dt = m(f)"

Com isso vemos que m é um *-homomorfismo, basta entao provarmos que 7 é
nao degenerada, mas pela continuidade de u podemos tomar ¢ € H, nao nulo, e uma

vizinhanga compacta V de e, em G, tal que |[u(t)é — || < ||€]|, para todo t € V.

Seja f = p(V) 'x,, entao
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Im(£)E— €|l = ”/ GG (t)u(t)é — §dt”

-2 / u(t)¢ — € dtf| < J¢]

donde concluimos que 7(f)¢ # 0.

Notagao: Denotaremos por span{.S} ao conjunto de todas as combinagoes lineares

finitas de elementos de S.

Teorema 2.31 Suponha que © € uma representagio nio degenerada de Li(G) em

H, espaco de Hilbert, entdo m provém de uma inica representagao unitiria u de G

em H que satisfaz

ey = /f w(s)e,nyds,  VE neH

Demonstracao: Seja {¢)} uma aproximacao da unidade de L;(G) como em (2.27),
se f € L1(G) entao, ¢ x f — f. Assim sendo, (A;¢)) X f = As(éx X f) = Asf para
todo s € G, ou seja, m(Asp\)7(f)E = m(Asf)E para todo € € H.

Seja B = span{n(f)¢ : f € L1(G), £ € H}, entdo B é um subespago denso
de H pois, supondo que existan L B entdo, 0 = (n,7(f)¢) = (7 (f*)n, £), para todo
f € Li(G) e e H, e comom é nao degenerada temos 7 = 0. Com o que foi visto
acima podemos dizer que o operador m(A;¢y) converge fortemente, em B, para um

operador II(s) : B — B tal que II(s)7(f){ = m(Asf)¢ para todo € € H.

O operador II esta bem definido ja que,

D or(f)é=0= ) m(Aufi) =1lim Y m(Aa)m(fi)é; = 0.
=1 =1

=1

E ainda, os operadores 7(A ¢, ) satisfazem ||7(As¢)|| < [[Aséa]li < 1. Assim 1T
estende-se unicamente para H de modo que ||II(s)|[-<'1 e I(s)n(f) = m(Asf).
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Vamos agora verificar que Il é uma representagao unitaria de G. Vemos que
H(st)n(f) = 7(Asef) = 7(AsAf) = (s)II(t)7(f), ou seja, II(st) = II(s)II(t) para
todo setem (G, em B e conseqiientementeem H. Obviamente, vé-se que Il(e) = Idy

entdo, I é um *-homomorfismo de G no grupo dos operadores inversiveis de H com

71l = [[TL(s~HTI(s)n]| < ITI(s)n]| < ||n]|, ou seja, ||II(s)]| = 1, para todo s € G.

Seja s, = s em G, entao A, f — A, f em L,(G) e para todo f, para verificarmos
este fato basta lembrarmos que para todo f € Li(G) e € > 0 existe g. € K(G) tal

que ”f - 96”1 < 6/31 logo
”Asn,f - Asf”l < ”)‘S«,f - )‘s—ygelll + ”/\s.,ge - /\395”1 + ”/\sge - /\sf”l)

e por (2.10) temos ||As, g — Asge|l1 < €/3, ou seja, |[As, f— A fl1 < e

Com isto II(sy)m(f) = 7(As, f) = m(Asf) = II(s)w(f). Em outras palavras
II(s,) — I(s) fortemente em B, para mostrar que II(s,) — II(s) em H entdo basta
observarmos que para todo € > 0 e £ € H existen € B tal que || —7|| < €/3 e assim

IT(s7)¢ — ()&l < NIT(s)§ — L)l + [[T(sy)n — T(s)nl| + [[T1(s)n — T(s)E]],

como ||II(s,)|| = 1 sempre e como II é continua em B entao,
€ € €
M(s)é = (s)ell < g+ 5+ 5=

E com isto, fica demonstrado que Il é uma representacao unitaria de G.

Basta agora verificar que 7(f) = [, f( , para f € L1(G) como no enun-

ciado, mas para isto basta observar que
7(f)nle) = 7(f x g) = / F()r(g)ds

/f ds_/f (s)ds m(g).

Vamos mostrar que Il € tnica pois, supondo que exista outra representacao ®
assoclada a 7, entao temos por (2.29) que (II(s)n,€) = (®(s)n, &) para todo s € G
eneéem H,o que nos daria II(s) = ®(s) para todo s € G.
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Seja G um grupo localmente compacto e abeliano, sabemos por 3.6 de [8] que
todas as representacoes irredutiveis de G sdo de dimensao um, isto &, podemos
pensar no espaco de Hilbert H, dessas representacoes, como sendo C. E dessa forma

podemos definir, o seguinte.

Definicao 2.32 Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Chamamos de
caracter de G' o *-homomorfismo de G no grupo do circulo unitdirio T. O conjunto

de todos os caracteres de G é denotado por G e chamado de espectro de (.

Cabe observar que esta defini¢dao nos remete a uma analogia da definigao de
caracter feita para C*-dlgebras comutativas. Definimos também o caracter de L;(Q)
como o *-homomorfismo nao nulos de L;(G) em C e chamamos ao conjunto de todos

os caracteres de L(G) de espectro de L,(G).

Teorema 2.33 O conjunto dos caracteres de G, @, pode ser identificado com o

espectro de Ly(G) através de
w(N) = [ drie)is

com ¢ € é,. f € Li(G), s € G em no espectro de L1(Q).

A demonstracgdo desse teorema pode ser vista em 4.2 de [8].
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Capitulo 3
Produtos Cruzados

O objetivo principal deste capitulo é o de introduzir o conceito de Produto Cru-
zado e de Produto Cruzado Reduzido, que sao C*-dlgebras construidas a partir de
uma C*- algebra A, um grupo topolégico localmente compacto G' e um homomor-
fismo continuo o de G no grupo dos *-automorfismos de A. Essas C*-dlgebras sao

denotadas, respectivamente, por G 1 A e G x4 A.

ar

Faremos neste capitulo o caso geral da construgao de um Produto Cruzado, mas
uma constru¢ao um pouco mais simples, onde a C*-algebra A tem unidade e o grupo
G é discreto, o que automaticamente torna a agao « continua, pode ser encontrada

no capitulo 2 de [11].

3.1 Produto Cruzado

Definigao 3.1 . Seja A uma C*-dlgebra, G um grupo topoldgico localmente com-
pacto e o um homomorfismo continuo de G no grupo dos automorfismos de A,
equipado com a topologia da convergéncia pontual, isto €, para cada a em A a apli-
cagio oa) : G — A, dada por g — ay(a), é continua. A tripla {A,G,a} é chamada

de C*-sistema dindmico (ou apenas sistema dindmico).

Definigao 3.2 Definimos K (G, A) como o espago vetorial das fungoes de G em A

continuas e de suporte compacto.
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A definicao anterior generaliza a que foi dada no capitulo anterior para K(G),

assim como, o préximo teorema servira para generalizarmos o que foi feito em (2.21).

Proposigao 3.3 . Dado {A, G, a} um C*-sistema dindmico podemos definir em

K(G, A) uma involugao e uma convolugao dadas por:
y*(t) = A au(y(t™)")

(y x z)(t) = / y(s)as (z(s_lt))ds

G
Vy,z€ K(G,A) e ds é uma simplificacio de du(s) onde p é a medida de Haar'

sobre G. Com estas operagoes K(G, A) se torna wma *-dlgebra.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que as operagoes estao bem definidas,

isto é, para todo y, z em K(G, A) teremos também y* e y x z em K(G, A).

Seja y € K(G, A), dado t € G a aplicagdo ¢t — a,(y(¢t7!)*) é continua pois
t — t~! é continua por estarmos num grupo topolégico (2.1), t7! — y(t71)
continua pois y € K(G,A), y(¢t™') — y(t7!)* é continua porque a involugao
continua. E finalmente ¢ — a;(y(¢)) é continua ja que dado € > 0, a € A fixo e

(@D

O

to € G existem vizinhangas V;, e W, , onde
Vi e Vi, = lly(t) —y(to)ll < €/2 e Vi€ Wy, = |lag,(a) — au(a)| < €/2

e assim, tomando-se a = y(%o), para todo ¢, em G, existe uma vizinhanca U, contida

em V;, N Wy, onde Vt € Uy, vale
lee (y(2)) = o (y(20)[| < [Jee (y(2)) — exe(w(t0)) | + [Jexe(w(20)) — oo (w (o)
< “y(t) - y(to)“ + ”at (y(to)) — Qy, (y(to)) ”
<ef24¢€/2=¢
Como a fun¢do modular A também é um homomorfismo continuo, (2.19), entdo a
aplicagao ¢ — y*(¢t) = At ey (y(t™!)) é continua.

Seja suppy = C, compacto, entao C~! também é compacto pois, como fungao
continua leva compacto em compacto, e como as composi¢oes para obtermos y* sao

todas continuas entao, y* tem suporte compacto. Portanto y* € K(G, A).

1Utilizamos a expressao a medida de Haar ao invés de uma medida de Haar pois como vimos

em (2.16) esta medida existe e é tinica a menos de multiplicagao por constante.
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Sejam y e z € K(G, A), entdo a aplicagao (s,t) — y(s)a,s(z(s7't)) é continua.
De fato da continuidade de (s,t) — s~'¢, por (2.1), e por um argumento analogo ao

feito anteriormente, dado € > 0, tp e so € GG entdo existem vizinhangas V;, e V;, tais

que

a5, (2(5510)) — s (2(s710)) |
< | as, (z(sglto)) — s, (z(s—lt))” + ”asO (z(s‘lt)) - as(z(s‘lt))”
< |z(s5 M t0) — 2(s7')| + ”aso (2(s7')) — o (z(s—lt))“

<ef24+¢€f2=c¢

isto ¢, (s,t) > a,(z(s7't)) é continua e limitada.

Como y € K(G, A) entao teremos também (s,t) — y(s)as(2(s7't)) continua e
limitada. E assim pelo teorema (A.5) sabemos que ¢t — [, y(s)a,(z(s7't))ds existe

é continua e tem imagem em A.

Além disso, y e z tem suporte compacto e como pode ser visto acima a aplicagao
t— fG Qs (z(s‘lt))ds é continua, ou seja, leva compacto em compacto e assim leva

o compacto suppy N suppz em C' suporte da convolugao y X z que é compacto.

Até este momento temos y* (involugdao) e y X z (convolugdo) bem definidos
resta mostrar que de fato tornam K(G, A) uma *-algebra. A demonstracao de que
K(G,A) é um espago vetorial serd omitida porque é uma verificagao simples, e
por isso nos preocuparemos apenas com as seguintes propriedades um pouco mais
trabalhosas.

Dados z,y e zem K (G, A), t e pem G e utilizando-se algumas das propriedades
dos dois capitulos anteriores e do apéndice como a continuidade e algumas propri-

edades do homomorfismo A (2.19) e (2.20), a continuidade de ¢, a comutatividade

da integral com operadores lineares continuos (A.2) e também Fubini (A.6), temos:

ol



Associativa:

(z xy) x 2)(t) = /G z X y)(s)as(z(s7't))ds

—/ </m(p) »(y(p~ S))dp) s(2(s7't))ds
// p)ap y(p's) (Z(S"lt)))dpds

By ")

:/Gx(p)ap(/Gy(p_ls)ap—ls(Z(s—lt))dS>dp
- /G 2(p)ay((y % 2)(p~1))dp

= (:c x (y x z))(t)

Involugao da involugao:

Involugao da soma:

(2 +9)(t) = A e ([ + 1))
= A au(e(t™) + (7))
= AR e (t)) + A ar(y(t))
=2"() +y°(0).
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Involugao do produto por escalar:

(Az)*(t) = A

l

At
z*(1).

Il
>

Involugao do produto (convolugao):

(z x y)* () = At Dau([(z x »)(E)]")

:AWﬂm<(Ldﬂ%(

:AWHm<A(mQVH‘)

- A(t_l)at(/ a1 (y (k™

= / A@k)A(k

[

e ([(Az)(t
=A@t e (Az(t™h)Y)
Jau((t71)7)

“Dayg (y(k"l)*)at (:z:(t"lk)*)dk — )

B AR o (a(t7 k)" dk

1)]*)

iy )
*dS) ’ \

k)*dk
r./‘ I k; [

()" r\/,|“/i‘\

el

_/GA( e (y(k)) o (A (k) aer (ot lk*)dk

_ /G y* (K)o (2" (k1)) dk
= (y* x 2)(1).

E portanto K(G, A) com as operagoes assim definidas é uma *-édlgebra.

Podemos também definir uma norma sobre K (G, A) de tal forma que este se

torne uma *-dlgebra normada. Esta norma serd dada da seguinte forma, para todo

yem K(G,A)

thLM@

| dt.

Proposigao 3.4 O espago K(G, A) munido da norma || |1, acima definida, é uma

*-dlgebra normada e, além disso, a involugiao é isométrica.
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Demonstragao: Dados z,y € K(G, A), utilizando-se o teorema A.4 e também 1.16

teremos:
e x gl = /G (2 x v)(@) 1t
= (s)as(y(s™'t))ds||dt
//Ha: s)a,(y 1t))||dsdt
- / ()l / o (y(s™0)) ldeds
< [ el [ ot~ eds
- / le()] llvllads
G
= Yzl llylh.
E por (2.20)
Iyl = /G ly* (0)lldt
- /G 1A ae(y(E)) e
< / Ayl de
~ [ Al e
/ ly (e~
= Jivll
e como (y*)* =y, entao ||y|li = [ly*[|:.

Definigao 3.5 Denotaremos por Li(G, A) ao completamento de K(G, A) pela || ||1,
que se torna assim uma *-dlgebra de Banach, isto é, m b= Li(G,A) é uma
x-dlgebra de Banach.

,\\
Definicao 3.6 Sejaz € A e f € L1(G) denotaremos z® f € L;(G, A) os elementos
dados por z @ f(t) = = f(¢).
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Proposigao 3.7 Ospan{z @ f :Vz € A, Vf € K(G)} € denso em L1(G, A).

Demonstragao: Para que isto seja verdade basta demonstrarmos que

K(G,A) Cspan{z ® f:Vz € A, Vf € K(G)},

j4 que K (G, A) = L1(G, A), onde os fechos sao tomados na norma || ||;.

Dados € > 0 e y € K(G, A) com suporte compacto C, podemos tomar a cober-

tura 7
c \

Vig={s € G : [ly(t) —y(s)]l < P (C) }
onde n e t variam, respectivamente, em N e G.

Como C' é compacto sabemos que existe uma subcobertura finita para C, isto é,
. m - . -~
existem € N tal que C' C .UIVn‘.‘t'., para simplificar um pouco a notagao escreveremos
1=

V; ao invés de V,, 4.

Com isto podemos construir z em span{z ® f : Vz € A, Vf € K(G)} onde

m
= > z; ® fi, com z; = y(t;) para algum t; € V.. e f; é a extensdo continua
=1
(obtida através do Teorema de extensao de Tietze) de uma fun¢do que vale 1 em

Vi (podemos pensar em V; compacto) e que vale 0 em G\V;, onde V; é tomado com

sendo compacto com V; C Vi e u(Vi\V;) < g ) 2 onde M = sup||y(?)||-
teG

Cabe observar que
Il = 11)_zifi(®)]l < Ellwzlllf lewzll < mM.
i=1

Desse modo temos

m—m:/wmwwe[Jmmﬂmw

Z/ MWwHﬁ+Z/M)%IW
E/ Mw+wnm+2/mn— e

2A notagao l7,\V1 é utilizada para o caso V; N V¢, ou seja, é o conjunto dos elementos que estao

em V; e nao estao em V;.
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m m €
4 M+ Mn dt + / ————di
> 2} 7e)

Vi\Vi

Além disso, podemos construir uma aproximacao da unidade em L;(G, A)
utilizando-se uma aproximacao da unidade (z))yea de A, (1.26), e também uma
aproximacao da unidade (fi)rea de L;1(G) contida em K(G), (2.27), como vemos a

seguir

Lema 3.8 Sejam (z))xea € (fa)rea como acima entao, a rede (zx ® fi)rea € uma

aprozimacao da unidade de L,(G, A).

Demonstragao: Seja y), = z) ® f) entao

ol = ll22 ® fillx = /G lesfa(®)llde < Jlasll /G Il < 1.

E dessa forma dado € > 0 e a € Li(G,A) de (3.7) temos a existéncia de
zZn = Y2 @ fi tal que ||a — z,]|1 < €/3; logo
1=1

|la X yx = zn X yall 4 120 X ya =zl + [lz0 — 4|

<

< lla = zallllyall + llza X Y — zall1 + |20 — a
2€

< ”Zn XYy — Zn”l + ?

Observe que

n

|z X yr— za]l1 = ||Z$i®fi XzA@fA—Zﬂii@)ffH < Z”xi(@fixx,\@f)\_zi@fi“
i=1

=1 =1
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e dessa forma basta mostrarmos que

| ™

lz:® fixzx@ fr—2: @ fil]| <

w

[ ssr(elau o 0)ds = aup0)a

lzi ® fi x 23 ® fr — 2: @ fil :/G

</,

+/G /Gmifi(s)as(fA(S_ t))ds — a;,-f,-(t)”dt

£ /G/Gllfi(s)llIlfA(s—lt)||||xias(xA)—:c,-||dtds+/G||a;,-||||(fz- x fx = fi)()lldt

S MA@ty (zi)2x — ata_, (22l dtds + Jlll]| fi x fr — fills
GJG

v

dt

/G:cifi(s)as (:B,\f,\(s‘lt)) — z;ifi(s)as (f,\(s—lt))ds

E como (f))aea € uma aproximacao da unidade de L;(G) entao podemos assumir

que
€

6|

| fi x fn = fillh <

Podemos também tomar uma cobertura V; sobre o suporte compacto C destas

fungoes de tal forma que dado um s; de V; tenhamos

llevs; () — s3] <

W m

e ainda para cada conjunto V; em questao sabemos que existe um J;, de forma que

para todo A > A; tenhamos

llas; (zi)zn — e (i) || <

wl ™

pois, (zx)xea € uma aproximagao da unidade de A.

Como C' é compacto entao, pode ser tomada uma subcobertura finita Vj, de

C de tal forma que C = U Vi., e assim tomando-se A\g = maz{A1,Az,...,A\n},

teremos para A > Ag

los(zi)za — as(2;)|| < las(z:)za — as; (z:)za||

+ lles; (zi)ax = as; (@)l + llos; () — as(@i)]] <€
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E assim podemos assumir que
lore-s ) (=)l < 57
Q—1\T;)T) — Q-1 Ty ST AT
’ ’ 61 fillh

o que nos da

lo:® fi x 22 ® fr =20 fill < 5

como queriamos.

Demonstra-se analogamente o caso ||yy X a —al|; < €.

Definiremos agora dois operadores que serao centralizadores & direita, a esquerda
e o par um duplo centralizador da *-dlgebra de Banach L;(G, A), mas para isto
teremos que utilizar um artificio muito comum que é o de definir estes operadores

em K (G, A) e depois estendé-los continuamente a L;(G, A).

Definicao 3.9 Para todo z em M(A) e p em M(G) com suporte compacto defini-
remos as aplicagées lineares L(z,pu) e R(z,p) sobre K(G, A) da seguinte maneira

(B m)(®) =2 [ au(uls™)du(s)

G

(Rz, ) () = [ vlts™)aun @A) du(s)

G

para todo y em K(G,A) et em G.

Na defini¢ao anterior a integral (R(m, u)y) (t) pode parecer nao fazer muito sen-
tido, ja que a € um automorfismo de A e z pode nao estar em A. Mas quando escreve-

mos esta igualdade podemos pensar nela como fG Qg1 (Q/st—l (y(ts‘l))w) A(s) tdu(s).

Proposicao 3.10 Os operadores L(z,p) e R(z,p) sao limitados em K(G,A) por
llz|[||]] (e portanto podem ser estendidos continuamente a L1(G, A)) e de fato sao
centralizadores, respectivamente, a esquerda, a direita e o par é duplo centralizador

de Li(G, A).
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Demonstragao: A linearidade desses operadores é imediata pois, decorre da li-
nearidade de a e também da linearidade da integragao. Seja y € K(G,A), como o

suporte é compacto entdo existe k, uma constante tal que:

2ol = [ o [ oo™ )duto)|a

<l [ [ lla(ots™ ) duto)
<l [ [ lots ) haauts)
— ll | Illdu(s

< Ky llzlllylls

e assim mostramos que o operador L(z,p) é limitado.

Pelo teorema (2.13) podemos definir a norma de g € M(G) como sendo
lull = sup{d _|n(E:)| = {E:}7},
=1

onde {E;}} é uma particio mensuravel de G, vide C.3 e C.11 de [2]. Com isto
w(@) < |lgll, i que {E;}} com E; = G é uma particdo mensuravel de G. E assim

temos,

I1L(z, )|l = Sup 12z, )yl

[lylli=1

~ sup / Iz / s (y(s™0))dpe ()|t
[lyll1 =1
£ )| sup / / s (y(5~6))dp(s) |
[lylli=1

< el sup / / ly(s~0))lldtda(s)
[lylli=1

= ol sur / e

[ly]l1=1

< el

e de modo idéntico temos
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IRzl = [ “ [ st (2Dt

dt

g y(ts™ ) (2)dp(s™)

<l /G /G ly(ts) ldedu(s)
Sy / lylhdu(s)

= kyll=llllyllx

e novamente,

1B (z, )|l = sup ||B(z,m)yllx -

[lvlli=1
= aup /G /G y(ts™ o (2)A(s) " dyu(s) ||t
= s [ [ e @auts™) a

< il sup / / ly(t3) [ didu(s)
=zl sup / lylldu(s)

< ||5L||||M||

e portanto L(z,u) e R(z,p) sao limitados por ||z||||¢||, podendo assim serem esten-

didos a Li(G, A) continuamente.

Sejam y e z em K(G,A) et em G temos,

s (y x z(s7't))du(s)
([ s (e(e71 571 0)) ) d(s)

oy (y(k)) e (2(A~ " s7't) ) ddp(s)

Lz, p)(y x 2)(t) = z

Il

T~

R

z

Q

Il

z

=g

s (y(s7'r)) e (2(r~'¢)) drdp(s)

S —a
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= [ 2( ] alots™ ) dute) ) (<1 )
:/G z, w)y(r)or (2(r7't))dr = ((L(w,u)y) X Z) (%)
e assim L(z, ) é um centralizador 4 esquerda pois,
L(z,1m)(y % 2)(8) = (L, m)y) x 2) (1
e também

Re,n)(ux 2)(0) = [ (v 2)(t5™ s (2)A) ()
= [ [ s)an (75 dr aes(@)A () )
/ / r=14571)) gyt () A(s) " du(s)dr
— [ v /G A 5™ ) (2) A () dpe(s) )
= [ v (R 0)dr = (v x Bz, 0)7) 0
portanto R(z, ) é um centralizador a direita ja que,
Rz, m)(y x 2)(t) = (y x R(z,1)z) (1)
e ainda

(v x Lz, w) (1) =

[ ve)au()an (471570 du(r)ds

= [ ] uter e, @en(=(k~ ) AC) du(r)ak

= [ ([ wthrur (@) A0) i) (1471
R

ou seja, o par (L(z,p); R(z, 1)) é um duplo centralizador de L (G, A).
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Definigao 3.11 Sejam (m, H) uma representagio de A e (u, H) uma representagio
unitdria de G, sobre o mesmo espago de Hilbert H. Chamamos a terna (m,u, H)

de representagdo covariante do C*-sistema dindmico {A, G, a} se
us;m(a)us =m(as(a)) , Vse G eVace A
O teorema a seguir é muito importante pois, a partir dele definiremos o Produto
Cruzado e através dele saberemos mais sobre as representacoes nao degeneradas do

Produto Cruzado, mesmo sem té-lo construido, ja que estas estarao relacionadas as

representacoes covariantes do C*-sistema dinamico.

Teorema 3.12 Se (w,u, H) é uma representagio covariante de {A,G,a} entdo hd

uma representagao nao-degenerada (w X u, H) de L1(G, A) tal que

(m x u)(y) = / W(y(t))utdt , Vye K(G,A)
G
e ainda, hd uma correspondéncias biunivoca entre as representacées covariantes

(m,u, H) e as representagoes nao-degeneradas (m X u, H).

Demonstragao: Vejamos primeiro que (m X u, H) é de fato uma representagao de

Li(G,A). Para todo y € K(G, A) segue que
I x W)l = | /  (y(t))uedt]
< /G I ((6) et
Ao
G
LI
G
< / (@)l = iyl

vemnos dessa forma que (7 X u)(y) estd em B(H) e portanto podemos estendé-
lo continuamente para L;(G, A), mostrando que (7 x u)(y) € B(H), para todo
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Sejam y , z € K(G, A) entao,

e também

E assim vemos que (7 X u, H) é de fato uma representagao de L;(G, A). O fato
dessa representacdo ser nao-degenerada saira automaticamente quando for provada

a biunicidade da correspondéncia entre as representagoes.

Reciprocamente, suponhamos que (p, H) é uma representagao nao-degenerada
de L;(G, A) e seja (yx)rea uma aproximagao da unidade de L1 (G, A) que esta contida
em K (G, A), (2.27), portanto (p(yr))rea converge na topologia forte dos operadores

para [g(y). Basta notar que para todo y em L,(G, A) temos,

lim [lp(yx x y) = p()Il = lim [lo(yx x y = y)|| <Tim|lyx xy —yll = 0.
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Lembrando que no primeiro capitulo mostramos uma forma de se identificar A

e A a um subconjunto de M(A) entao, podemos tomar, ao invés de z em M(A), z
em A ou em A.

Para cada z em A, ou mesmo em A, ¢ em G e (y))rea aproximagao da unidade

de L,(G, A) definimos:

m(z) = limp(L(z, 8:)yx) = lim p(E(z, & )y»)

ue = imp(L(17,6)yx) = limp(R(1 7, &¢)y»)

onde os limites sdo tomados pontualmente na topologia fraca, isto €, para todo ¢
em H temos

()€ = lim p(L(e, 6:)y»)¢ = lim p(R(z, de)yn)¢
u§ = limp(L(17,80)yx)€ = limp(R(1 1, 8e)yx )¢

Observando que tais limites existem por (1.46), as igualdades acima sao todas

vélidas pois, como p é continua, (L(z,u), R(z,1)) é um duplo centralizador de

Li(G, A) , (yr)rea € aproximacao da unidade nesse espago entao,
lim p(L(, w)yr) = p(lim L(z, p)ys)
= p(hm (y. x hm L(z,p) y)\))
=p hmhm (y. x L(z, p) yk))

= p( lim (lim R(z, p)y. X y»)

(1

p(hrnhrn (z, 1)y, X y»)
(1
(

=p hrnR (z, 1)y.) —hrnp(R(a:,y) )

entao para z qualquer e ;1 = d. temos o primeiro caso e para z = 13 e 4 = §; temos

o segundo (lembrando que §; é a medida dada em 2.23).

Basta mostrarmos entao que (w, H) e (u, H) acima definidos sao, respectiva-

mente, representacoes de A e G. Para isto vejamos que

L(zy,6.) = L(z,6.)L(y,d.) Yz ey e M(A) e
L(1,8,) = L(1,8,)L(1,8,) Vsete G
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pois, para todo z em K(G, A) e todo t em G temos

Lay, ) =2y | anle(s™)db()
= oya(t) = 2L(y, 8)(2)(1)
=z /G as(L(y,ae)z(s-lt))dcse(s)

= L(2,6)L(y,8.)(2)(t)

L(1,685)(z)(r) :/chk(z(k_lr))dtfst(k)

sendo assim temos (7, H) uma representagao de /Tjé que,
m(z+y) = Ii/{np(L(Z + ¥, 8:)yn)
= lim p(L(z,6e)yx + Ly, 6e)yx)
= li{n (p(L(z, Se)yn) + p(L(y, 5e)y/\))
= lim p(L(2,8)yx) +1im p(L(y, 6.)y»)

= n(2)+7(y)

m(zy) = lim p(L(zy, 8)y»)
= lim p(L(z, 8 L(y, )y
=lim (p(L(2,8)u2)p (L(y, 5.)wn) )
= lim p(L(2, 8e)y) lim p(L(y, c)yn)

= (2)7(y)
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m(y") = limp(L(y", 6.)y»)
=limp(y™ys) = p(v")

m(y)" = limp(L(y, 6c) (y»)")
=limp(y3y") = p(y").

e também (u, H) é uma representacdo unitaria de G pois, é homomorfismo e preserva
involugao; estas demonstragoes sao analogas a que fizemos acima e por isto vamos
verificar apenas a condi¢ao para que seja unitaria. A continuidade (fraca) segue da
continuidade da aplicagdo t — L(1,d;)y na norma || ||;, para todo y em L;(G,A) e
do fato que p(y)¢, € € H ser denso em H. E ainda

(ust3)(2) = we(2) = limp(L(1,6.)(2)) = =

ou seja, (us)™' = ut

Contudo, resta provar que esta representagao (7, u, H) que acabamos de cons-

truir é covariante, seja y € K (G, A) entao,

(uem(z)u;)p(y) = p(L(1,0) L(z, 6e) L(1, 8,-1)y)

= p(L(1,6.) L(z, &) (w1 (y(2%))))

= p(L(L, &) (weu1 (y(¢%))))

= p(au(2)y(2))

= p(L(au(2),8)(y))

= 7 (au(2))p(y)
tomando-se y = y) onde (yr)rea uma aproximacao da unidade de L;(G,A) e
passando-se ao limite temos a relagio de covariancia, wm(z)u; = m(as(z)), veri-
ficada.

Mostrando agora a bijetividade entre estas representagoes tomemos a represen-

tacdo covariante (m,u, H) acima obtida a partir da representagdo nao-degenerada

(p, H) de L1(G,A) ey,z € K(G,A).
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(E(u(2), 5201, 602)() = w(0) [ (001,87 )) ()
— YOL(L,8)(5)
= 9(t) [ oo (m™5)) ()
= y(Hau(2(¢7's)).

Logo,

[ w@)uio) = [ p(20),6)001,5)2)e
= [ poe= )

= ([ vatsonar)

p(y X z)
= p(y)p(2)

Il

e como anteriormente tomando-se z = y, e passando-se ao limite teremos

o) = [ mlo(®)t,

ou seja, p =T X U.

Reciprocamente, se p = 7 X u, tomamos y, = z X f) e veremos que, para todo

a € A e para todo t € (G, temos

(L(z,8)yx)(s) = a:/Gam (ya(m™1s))ddy(m)

= zay(zr fa(t™'s))
= zay(22) A(t7's)

e assim
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lim (p(L(z,8e)yn)) = limp(zxfi(s))
= li/{n/Gw(a:fo,\(s))usds
:li/{nw(xa:)‘)/GfA(s)usds

= m(z)

limp(L(1,6)y») = lim p(eu(22) f2(t7'5))
= li/{ﬂéW(at(a:A))fA(t—ls)usds
:li/{nTr(at(:B,\))/Gf/\(t—ls)usds
:/Gf)‘(s)utsds

= Uy s)usds
= Ug

Definicao 3.13 O Produto cruzado, relativo ao C*-sistema dindmico {A,G,a}, €
definido como sendo o completamento de , (Ll(G', A)) em B(H,). E representado
pelo simbolo G 1 A.

Cabe observar que pelo teorema (1.41) poderiamos definir também o produto

cruzado como sendo o completamento de L;(G, A) segundo a norma

llall. = sup || (a)|
7TER

para todo a € L1(G, A) onde R € o conjunto de todas as representacdes nao dege-

neradas de L; (G, A).

Teorema 3.14 Todo *- homomorfismo ¢ de Li(G,A) em uma C*-dlgebra A pode

ser estendido inica e continuamente a um *- homomorfismo ¢ de G x A em A.
(04
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Demonstragao: Seja (1, H) uma representagao fiel de A, por (1.21) ¥ é uma

isometria. Sendo assim, (1 o ¢, H) é uma representagao de L;(G, A), logo

l#(a)ll = 11¥ o d(a)]| < lall

para todo @ € L;(G, A). Dessa forma vemos que ¢ é continua e portanto existe uma

tinica extensao continua ¢ de ¢ em G x A.
o

Teorema 3.15 Para cada C*-sistema dindmico {A, G, a} existe uma representagdao

covariante (w,u, H) tal que

GxACC (r(A)Uug) C M(G x A).

Demonstragao: Pela demonstragao de 3.12 temos a existéncia de uma representa-
gdo covariante (m,u, H) tal que m(A) Uug C M (G x A) e como M (G x A) é uma
C*-4lgebra entdo C*(m(A)Uug) C M(G x A).

Para mostrar a outra inclusdo seja y € K (G, A) e € > 0, existe um conjunto C'
compacto que contém o suporte de y e por 3.7 existem (z; ® f;) € K(G, A), para
i=1,2,...,n, tais que |ly — > z; @ fi|| < e. Os elementos [ u;fi(t)dt pertencem a

=1
C*(ug) e assim Y [, m(z:)u fi(t)dt pertence a C*(w(A) U ug).

=1

Mas
() 2 / Juefi(atl = mu(y) — Z% @M <lly—3 %@ filh < e
i=1
logo m,(y) € C*(m(A) Uug) e portanto G x A € C*(m(A)Uug).

Observe que podemos identificar A com sua imagem em M (G x A) através da
aplicagao a — L(a,d.) e também identificar G' com sua imagem em M(G 4 A) via
aplicagao t — u;. No caso em que A possui unidade sabemos que A = M(A) e assim

sendo, quando a possui unidade teremos G x A = C*(m(A)Uug) = M(G x A).
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Para finalizar e esclarecer um pouco mais este assunto, faremos agora alguns

exemplos de Produtos Cruzados.
Exemplo 3.16 : Z, x C(Z,) ~ M,(C)

Para um n € N fixo tomemos o grupo Z,, a C*-dlgebra C(Z,) e uma agdo o de Z,
em C(Z,) tal que a,(f)]: = f(t — s).
Dessa forma podemos construir o Produto Cruzado Z, x C(Z,) e verificar que
Zin ¥ C(Zy) ~ M,(C).

Tomemos uma aplicagao « : C(Z,) — M,(C) dada por

[ fO) 0 0 --- 0 0
0 f(1) 0 --- 0 0
w(f) =
0 0 0 -+ 0 f(n-1) ]
para toda f € C(Z,), é facil verificar ||7(f)|| = || f|| € que 7 é um *-homomorfismo.

Tomemos também S € M, (C) dada por

0 0 O
1 0 0 --- 0 0
S =
1 0 0
| 0 0 1 ]
e com isto verifica-se que
- 0 -
0 01 0 0
S =
000 - 0 1
| 1.0 0 - 0 0]
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Definindo-se u,, = 5™, para todo m em Z,, temos u uma representagao unitaria de
Zi,. Através de alguns célculos com as matrizes pode-se chegar a conclusao de que
um(f)us = m(an(f)), e dessa forma vemos que a representagdo (m,u,C") é uma

representacao covariante, e por (3.12) podemos construir m X u.

Observe que para todo f € ly(Zn, C(Z,)) temos m x u(f) = > 7(f(m))un
mEZn.
que é claramente sobrejetora em B(C*) ~ M,(C), e como a dimensao de ambos é

n?, temos que m X u é um isomorfismo. Logo

Ty 1 C(Z) ~ M, (C).

Uma demonstragao mais detalhada deste fato pode ser encontrada no exemplo

2.98 de [11].
Exemplo 3.17 : A dlgebra de rotagao Ay

Definimos a algebra de rotagao Ay como sendo o Produto Cruzado Z »x C(T), onde
7o
79(f)]. = f(e7?°2). Quando o angulo @ for irracional Ay recebe o nome de élgebra

de rotacao irracional.

Pode-se verificar que a édlgebra de rotagao Ay é a C*-algebra universal gerada
por elementos unitarios U e V e a relagao UV = eV U, mas nao vamos entrar
em maiores detalhes com relagao a esta forma de se apresentar Ay. Para um leitor
interessado neste assunto recomendamos o capitulo VI de [3], o apéndice C de [1] e

também o capitulo 5 de [11].

~

Exemplo 3.18 : G x C ~ Cy(G) para G um grupo abeliano.
tr

De fato, como G é abeliano e localmente compacto entao L;(G) é uma *-algebra de

Banach comutativa (2.17) e que possui uma aproximagao da unidade.

Como G x C é igual ao fecho de L;(G), entao G x C também é comutativo e
tr tr
pelo teorema de Gelfand-Naimark, (1.20), sabemos que

G x C = Cy( espectro de G x C).
ir ir
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Mas por (3.12) sabemos que as representacoes de Ly(G) podem ser estendidas

continuamente as representacoes de G x C. E por (2.33) sabemos que o espectro de
tr

L1 (G) pode ser visto como G. Portanto

G % C ~ Co(@).
ir

3.2 Produto Cruzado Reduzido

Definigao 3.19 Dado um C*-sistema dindmico {A, G, a} e uma representagao (mw, H)
de A, construimos uma representagio covariante (7, A, L»(G, H)), tal que para todo

zemA,setemnG e em Ly(G, H) temos

(7(2)€) (2) = m (e (2))€(2)
(A£)(2) = £(s771).

E claro que 7 e \ sao, respectivamente, representacdes de A e G em B(Lg(G, H))

e também que formam uma representagao covariante pois,

(AT (@)A)E) (2) = (F(2)Ae-1€) (s7H¢
) (A€ “t)

= m(ae-15(2))€(2)

=7 (as(w‘)é)(t)-

= 7 (cmra(e

Definigcao 3.20 A representacao regular de G X A induzida por (m, H), representa-
¢io de A, € a representagio (T x X, L2(G, H)) obtida pela definigio anterior e pela
proposicao 3.12 .

E dessa forma teremos para todo y € K(G, A) e £ € Ly(G, H)

(((’7? X A)y)é) (t) = /G (’ﬁ(y(s))/\sf)ds
= [ (o)) et~ 01
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Definigao 3.21 Dado o C*-sistema dinamico {A,G,a} e a representagio universal
(mu, Hy) de A definimos o Produto Cruzado Reduzido de G por A como sendo a C*-
dlgebra obtida por (Ty X A)(G x A) e denotamos esta C*-dlgebra por G x A.

Alguns exemplos de Produtos Cruzados Reduzidos serao deixados para serem
feitos no préximo capitulo, para que possamos mostrar algumas aplicagoes dos teo-
remas que estudaremos num préximo momento. Mas mesmo assim, daremos agora
um exemplo de Produto Cruzado Reduzido que nao se encaixa no préximo capitulo,

visto que o grupo em questdao nao é necessariamente abeliano.

Exemplo 3.22 : G x C~ C'o(é) para G um grupo abeliano.

trr

Observando que pelo Teorema de Plancherel, 4.25 de [8], a transformada de Fou-
rier F' se estende a um operador unitario u de Ly(G) em Ly(G). Dessa forma, a

representagao regular A passa a funcionar como uma conjugagao por u
ud(f)u*(9) = wA(f)(9) = F(f x 9) = 3,

para toda f € Li(G) e g € Li1(G) N Ly(G), ou seja, a representagdo regular estd
levando um elemento f de L;(G) em seu multiplicador f, ou melhor M;. Portanto

A é uma isometria e como por (3.18)
G x C ~ Co(G)
tr

entao,

G xC~Co(G)~G x C.
ir

trr
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Capitulo 4

Mediabilidade e o Produto Cruzado

Discreto

Neste capitulo trataremos sobre o estudo dos grupos "amenables" que recebe-
ram esse nome devido a um trocadilho feito por M. M. Day em 1950, esse trocadilho
foi feito em cima da palavra "mean" (média). Por esse motivo, ou nao traduzimos
o termo "amenables", ou fazemos como fizeram os franceses, alemaes e outros que
numa tradugao nao literal denominam estes grupos respectivamente por '"moyen-
nable" e "mittelbar". Numa tentativa de trazer ao portugués uma tradugao nao

literal, mas condizente com as propriedades do grupo passaremos a chamé-lo de

grupo medidvel.

Além da defini¢ao, exemplos, etc. também trataremos, neste capitulo, de uma
propriedade especial do produto cruzado por grupos mediaveis. Utilizando-se este
tipo de grupo veremos que o produto cruzado G' x A é isométricamente isomorfo,
através da representacao regular, ao produto cruzoz;do reduzido G x A. E quando
a C* - algebra utilizada, na construgao do produto cruzado, for aazlos complexos,
C, provaremos também a veracidade da reciproca, isto é, mostraremos que se a
representacgao regular € fiel entdo o grupo G é mediavel. Estudaremos com detalhe

esta propriedade dos grupos mediaveis no caso em que o grupo é discreto.
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4.1 Mediabilidade

Definicao 4.1 Um grupo G € dito medidvel se existe um estado m, também chama-

do de média, sobre Lo (G) tal que m(As(f)) = m(f) , paratodo s € G e f € Loo(G).
Exemplo 4.2 Todos os grupos compactos sao medidveis.

Para isto basta observar que a integragao obtida com a medida de Haar (1) se torna

um estado invariante a esquerda sobre Lo, (G). Vejamos, m(f) = [, f(s)dp(s) é um

funcional linear positivo, invariante & esquerda pela propria defini¢ao da medida de
Haar, vide (2.16), e também um estado ja que m(xc) = [, xo(s)du(s) = u(G) =1,

pois G é compacto.
Exemplo 4.3 Todo grupo abeliano localmente compacto é medidvel.

Para demonstramos este exemplo utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Markov

- Kakutani, 0.14 de [12], que nos diz:

Teorema 4.4 (Teorema de Markov - Kakutani) Seja Q uma familia comuta-
tiva de fungoes lineares continuas de um espago vetorial topoldgico X em si mesmo.
E K um subconjunto compacto e convexo de X tal que TK C K,VT € 2, entao
existe ¢ € K tal que Tz = 2z, VT € .

Seja S o espaco dos estados de Lo, (G) munido da topologia fraca-*. Entao .S é
convexo pois, Va, 8 € S e A € [0,1] temos Aa + (1 — A)B € S ja que

(Aa+ (1 = A)B)(Xs) = Aalxs) + (1 = A)B(xs) =A+1-A=1.

E também é compacto pois pelo teorema de Banach - Alaoglu, V.3.1 de [2], sabemos
que num espago normado, como é o caso, a bola unitaria do dual deste espago é

fraca-* compacta.

Para cada s € G considere T5(f) = Asf, para f em Lo (G). Logo o operador
linear T (adjunto) de Lo, (G)* definido por T7p = pA;, para todo p € S é fraco-*

continuo, e entao, se p; ﬁ; p temos
T2p:(f) = pi (M) = p(As() = T2p(f), ¥ € Luo(G).
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Mas se p € S entdao T*p € S pois, Tip(f) = p(As(f)) = 0,Vf € LE(G) e
17200l = IT:p(xo)ll = lo(xa)ll = 1. Logo T? ¢ um operador de S e como S &
compacto e convexo, basta entdo a familia Q = {77 : s € G} ser comutativa para

aplicarmos o Teorema de Markov - Kakutani. De fato
TXTrxp =TI (pAr) = pArAs = pArs = prsr = 17T p.

Assim sendo, existe m € .S um ponto fixo dado pela familia {2 tal que para todo f

em Lo (G) vale, m(As(f)) = Tim(f) = m(f) . Logo G é mediavel.

Teorema 4.5 Todo o grupo que contenha Fy (grupo livre de dois geradores) nao é

medidvel.

Seja G = F, o grupo livre de dois geradores e sejam u e v os geradores de G (dois
de seus geradores). Tomemos Uy e U; como o conjunto dos elementos de G' que
comecam, respectivamente, por poténcias pares e impares de u, para ©v € (G. Sejam
Vo, Vi e V, conjuntos formados, respectivamente, por elementos que comegam com
poténcias de v congruas a 0,1 e 2, médulo 3 . Sendo assim temos:
G:U()UUler:’U,Ul
G=VWUVUV,eV;,=vVj=1,2

Por absurdo vamos supor G mediavel e assim existe m estado invariante a

esquerda de Lo (G) o que nos daria

m(xg) = 1 (pois, x¢ € a unidade de Lo (G))
m(xv,) = m(xv,) (pois, xv, = A" xv,)
m(XVo) = m(le) = m(sz) (POiSaXV,- = /\;jXVo)

m(xv,) < m(xv,) (pois, U C W)

E assim, se G = [, temos m(xy,) = 1/2 e m(xv,) = 1/3. O que nos dd uma

contradicao, ou seja, G nao pode ser um grupo mediavel.
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A demonstragdo para o caso em que (G contém o grupo F, pode ser feita através
de um simples argumento contraditério. Supondo que exista um estado m de L (G)
invariante & esquerda entao, m também seria um estado invariante a esquerda sobre
Lo (F2), ja que Fy C G, e assim terfamos mostrado que F; é mediavel, o que é uma
contradi¢ao pelo que acabamos de demonstrar e portanto nao existe tal estado m

sobre L (G), ou seja, G nao é mediavel.

Deste ponto em diante passaremos a estudar, salvo mencgao contraria, apenas
os casos em que o grupo (3, em questao, é discreto. E por esse motivo dedicamos
a proxima se¢ao para falar sobre algumas propriedades do Produto Cruzado por

grupos discretos.

4.2 O Produto Cruzado Discreto

Estudamos no capitulo anterior o Produto Cruzado num caso geral onde o C*-
sistema dindmico {A, G, a} era constituido por uma C*-dlgebra A qualquer, um
grupo G localmente compacto e uma agao « continua. Nesta secao estaremos inte-
ressados no C*-sistema dinamico {A, G, a}, onde A é uma C*-4lgebra qualquer e G
é um grupo discreto. Observe que nao é necessario fazer referéncia a continuidade

da acgao «, porque esta é sempre continua, ja que G é discreto.

Por abuso de linguagem iremos nos referir ao Produto Cruzado por um grupo

discreto como sendo o Produto Cruzado Discreto.

A mudanca para um grupo G discreto provoca uma série de alteragoes que
simplificam a teoria desenvolvida para Produtos Cruzados no caso geral. Dentre
essas mudancas podemos citar que o fato de G, discreto, ser unimodular elimina
algumas dificuldades impostas pela fun¢ao modular A, as integracoes do capitulo
anterior se transformam em somatoérios para o caso discreto, assim como, o termo

suporte compacto pode ser entendido como suporte finito.

Dessa forma o espago L;(G, A) se torna

L(G,A)={a:G = 4,) la(s)]l < oo},

seEG

onde as operacoes de convolucdo e involugao e a norma sao dadas por
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ab(t) = > a(s)a,(b(s™'1))

a*(t) = as(a(s™)")
lally = lla(s)]l.

seEG

Como visto anteriormente, {1(G, A), munido dessas operagoes e norma, se torna
uma, *-algebra de Banach com o subconjunto k(G, A), fungées de [1(G, A) que tem

suporte finito, fortemente denso. Neste caso k(G, A) pode ser visto como

B(G,A) ={> aibe : nEN, ai€Aes; €C).
=1

Pelo teorema (3.12), uma representagao covariante (m,u, H) de {A,G, a} nos
dé uma representacao nao degenerada de l;(G, A) dada por

X u(a) = Zw(a(s))us

sEG

e reciprocamente, dada uma representacao nao degenerada de [;(G, A) podemos

obter uma representagao covariante (m,u, H) do sistema dinamico {4, G, a}.

Pelo que foi visto no final de se¢do sobre Produtos Cruzados sabemos que se A

possui unidade, entao G x A é isometricamente isomorfo a C*(m(A)Uug). E assim,

G A= TS (vl v € h(G A

teG

O produto cruzado da C*-algebra C por um grupo discreto G através de uma
acao trivial a, G x C, é também chamado de C*-dlgebra do grupo G' e denotado
por C*(G), assim gomo, o produto cruzado reduzido obtido a partir de C*(G) pela
representagao regular que neste caso se resume a A é chamado de C*-dlgebra reduzida

do grupo G e representado por C(G).

Esses produtos cruzados por C, onde o grupo GG é mediavel, sao uma excelente
motivagao para o assunto que vamos tratar pois, sao mais simples de se manipular
e no entanto nos dao uma 6tima idéia dos objetivos a serem alcancados. E por esse

motivo trataremos dele nessa préoxima segao.

79



4.3 O Produto Cruzado de um Grupo Mediavel Dis-

creto pela C*-algebra dos Complexos

Nesta segao estudaremos o caso particular onde o produto cruzado é construido
a partir do C*-sistema dindmico {C, G, a}, onde o grupo G é discreto e mediavel.
Veremos com isto que a representacao regular de G >4 C é fiel, ou seja, G ><1 C~G ><1 C.
Mostraremos também a reciproca, isto é, se a representagao regular de G ><1 Ce ﬁel

entao o grupo G é mediavel.

Definicao 4.6 Uma funcao ¢ € loo(G) € dita positiva definida se

Zn: z”: Cz'Ej'Qb(Sj_‘lSi) =0,

=1 j=1

para todo n > 1, onde c;,c; € C, si,s; € G tal que 1 < 1,7 < n.

Passaremos a denotar por P(G) o conjunto de todas as fungoes positivas de-
finidas e por P;(G) o conjunto de todas as ¢ € P(G) tais que ¢(e) = 1. O
conjunto Pi(G) é de grande valia, ja que, toda ¢ € Pi(G) através da relagao
#(s) = 9(8;),Vs € G determina um estado & € (G x C)* e reciprocamente to-
do estado de @ de G X C determina uma funcao positivz. definida em P;(G).

Proposicao 4.7 Uma fungao ¢ € P,(G) determina um estado ® de G x C através
da relagio ¢(s) = D(J;) e reciprocamente, um estado de G x C determina uma

fungao de Pi(G) através da tgualdade anterior.

Demonstragao: Dado um estado ® de G x C e tomando - se ¢(s) = ®(J;,),Vs € G
temos ¢(e) = ®(d.) = 1. Como

k(G’) = {Zciés‘. ¢ €C,s; € G}




entdo para f = ) ¢d; em k(G) temos

ZZcic_qu(sj_ls.i) =®(f*xf)=0

ou seja, dado um estado temos uma funcgao positiva definida em P;(G). Reciproca-

mente, dada uma ¢ € P;(G) definamos um funcional sobre k(G) por

B cids) = > cid(s)

=1 =1

e assim @ é linear, ® é continua porque Vf € k(G) temos

lo(f)ll = 12> b )l < Z|cz|||¢nw 111111l oo
=1

e assim ® pode ser estendida continuamente a [;(G).

Temos ainda

B(f*xf)>0 e B(6,) =1

E assim, podemos estender ® continuamente para um estado de G x C . O que

nos mostra entdo a bijecao entre S(G x C) e P;(G) e conseqiientemente para todo

Fe= ici(fsi em k(G) temos a norma em G x C dada por

o

[flosc = sup O(f"x f)= sup (chm ).

@ PEeS(G10) $€P(G) \'iT] 5o

Lema 4.8 Dadas ¢y e ¢ em P(G) entio ¢p1¢py também pertence a Pi(G), onde
b1p2(t) = P1(t)p2(t), para todo t em G.

Demonstragao: Antes de demonstramos propriamente o lema vejamos que a ma-

triz produto, em relagao ao produto pontual (produto de Schur), de duas matrizes
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positivas é também positiva. Seja B uma matriz positiva de elementos (b;;)1<i j<n €n-

n
tao, existe uma matriz C de elementos (c¢;;) tal que b;; = > cixGjz, consequentemen-
k=1

te para quaisquer v; e v; em C temos Y > (aijbi;) 77 = 2 > aii (D cnn) Vv =

i=17=1 1=15=

n n n
o> > aiiGrycikyi = 0, ja que (a;;) também é positiva.
k=11=135=1
Agora sim, tomando-se {s1,$2,...,8,} em G e escrevendo-se as matrizes M

com coeficientes mfj = ¢k(sj_lsi) para k =1 ou?2el <1,7 < n, teremos matrizes

M e M, positivas j& que, para todo ¢ € C", existe f € K(G) tal que < M}, ¢,c >=
¢(f*x f) 20.
Dessa maneira a matriz M = M;M,, tomado o produto pontual das duas
matrizes positivas, também é positiva, ou seja,
n n
DD cidibi(s7 si)da(s i) = (Me,c) >0,
i=1 j=1
para todo ¢ € C* e como {s1,s2,...,S,} sao tomados arbitrariamente temos ¢; ¢

positivo e também ¢;¢,(e) = 1 portanto ¢1¢2 € P, (G).

Lema 4.9 Seja ¢ € Pi(G) com suporte finito entio existe um vetor unitdrio £ em

[2(G) tal que ¢(s) = (X;€,&), para todo s € G.

Demonstragao: Definindo-se um operador linear 7" sobre K(G) por T(f) = f x &,
como ¢ é suporte finito entao 7" é limitado (por ) ., [4(s)| ) em l5(G) e portanto

pode ser estendido continuamente a um operador limitado de l5(G). Seja f = > ¢,

=1

em K(G) entao,

(Tf,f)=(f x &, 1) =Y _(f x $)(5)f(s)

seG
n n

=YD FWHE ) = D) adid(sy si) >0

s€G teG i=1 j=1
logo T' € um operador positivo e ainda 7' comuta com A, Vs € G, porque para todo

f em l5(G) temos

(AT)(f) = 85 x (f x ¢) = (6 x f) x ¢ = (T'A:)(f)
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E assim tomando-se ¢ = T8, temos,
(A, 6) = (ATY268,T6.) = (T'2).6.,T"/%.)
:<§S,T66> = <5s;¢> — ¢(S)

e também ¢ unitério ja que, ||€]|2 = ¢(e) = 1.

Proposigao 4.10 Sejam A wma C*-dlgebra e (p, H) uma representagio de A. Se
F=A{fe€S5(A4): f(z) = (p(2),€), ¢ € Hyx € Ae €|l =1} entdo p € fiel se, e
somente se, co(F) = S(A).

Demonstragﬁo.: Suponha que existe z # 0, z € A, tal que p(z) = 0. Por um
corolario do Teorema de Hahn-Banach, I11.6.5 [2], existe f € S(A) tal que f(z*z) # 0
e por hipotese existe (1)aea C co(F) tal que ¢y = f, ou seja, ¢a(z*z) — f(z*z),

mas p(z) = 0 logo ¢)(z*z) =0, o que é uma contradigao e portanto p é fiel.

Supondo B = co(F)"~ C S(A), entdo existe f € S(A) tal que f ¢ B e é auto-
adjunto. Novamente por uma aplicacdo de Hahn- Banach, I11.6.8 [2], existe z € A
o4z*

auto-adjunto (caso contrario toma-se *£*) e a € R com f(z) < a e g(z) > « para

todo g € B entao, para todo g € B e bara todo £ € H com ||€|| = 1 temos

9(z) 2 a = (p(2)§,€) 2 a = ((p(z) — ald)¢, &) >0

como vale para todo { € H entao p(z) — ald > 0 em B(H), logo o espectro

o(p(z) — ald) esta contido em [0, c0). Considere a unitizacio A de A e a extensio

pde p, a A. Com j fiel, ja que p é fiel, entdo
o(z —al) =o(p(z) — ald) C [0,00)

Logo z —al > 0 = f(z) —ald > 0 = f(z) > a. Uma contradicao e portanto
B = co(F) = S(A).

Para demonstrar o resultado central desta segao, precisaremos antes enunciar

um teorema importante cuja demonstracao pode ser encontrada em [7].
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Teorema 4.11 (Goldstine) Seja X um espago de Banach entio a bola unitaria,

Bi(X), de X € fraca* densa na bola unitdiria, B;(X**), de X**, o bidual de X.

Subdividiremos o resultado em duas partes para uma melhor compreensao e

~clareza.

Teorema 4.12 Se o grupo discreto G é medidvel entdo a representagio reqular \ é

fiel e como conseqiiéncia G x C~ G x C.
o ar

Demonstracao: Seja m o estado invariante a esquerda de [, (G). Pelo Teorema
de Goldstine (4.11) sabemos que a bola unitaria de /;(G) é fraca* densa na bola
unitaria de [ (G)*, isto &, existe uma rede (F;)ier C (1(G) que converge, fraca-*,
para m. .

Como k(G) é denso em [;(G), em relagdao a norma, entao para todo z € [ (G)
e ¢ > 0 podemos tomar |F(z) — m(z)] < £ e também uma rede (f;)ic; na bola
unitéria de k(G) com ||f; — Fill1 < gp5<, para cada i € I, e assim temos

»Ifi(w) - m(z)| < |fi(z) = Fi(z)| + |Fi(z) — m(2)| = |2(fi = F)| + |Fi(z) — m(z)]|
= 1D _2(s)(fi = F)(s)| + | Fi(=) — m(a)|

seG
< llzlleollfi = Filly + | Fi(z) — m(2)| < ¢,

e assim vemos que f; converge na topologia fraca-* para m.

Seja 1 a fungao constante igual a 1, isto €, 1(s) = 1 para todo s em G. Vejamos
que |fi(1)] = | 1(s)fi(s)] < LIfis)l = lIfilli < 1 e entao para todo i € I
seG s€EG
temos 0 < 1 — X |fi(s)] < 1= |2 fi(s)l < |1 = X fi(s)l, mas }_ fi(s) = fi(1) e
R seG seEG seG seG
lim; f;(1) = m(1) = 1 e assim dado ¢; > 0 existe um ¢ suficientemente grande tal

que

0<1= S < 1= 3 Als) <,

seG seG

com isso podemos dizer que || fi||; = 1 para um z suficientemente grande.

Podemos concluir também que os f; sao positivos pois, caso contrario tomaria-

mos a rede (g;)ier onde g;(s) = lllf}(lslzl que é uma rede de elementos positivos com

llg:]li = 1 e para z suficientemente grande g; difere pouco, em relacao a || |[;, de f;.
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Como m é invariante a esquerda para qualquer s € (G entdo
w*hm(Js X fi —"fi) = 53 xm—m =0.
Dessa forma (ds x f; — fi) converge fracamente para 0 em [,(G).

Tome um subconjunto finito {s;,ss,...,s,} de G, e B o fecho do convexificado
de {(ds; x fi — fi)igign 1 ¢ € I} em [;(G)*, temos pelo Teorema de Hanh Banach,
V.1.5 [2], que 0 pertence a B e dessa forma podemos tomar uma seqiiéncia ( f,)nen

nesse conjunto tal que para todo s € G vale lim ||ds X f, — fa]|l1 = 0.
Nn— 00

Tomemos, para todo n € N, h,, = f,{/z funcado positiva de l3(G). Note que

1/2 1/2

nllz = (ZMSV) = (Zlfn(s)l) = (I full)"/? = 1.
s€G s€G '

Como a desigualdade |a — b]* < |a — b| |a + b = |a® — b?| é valida para a e b

positivos, entao para todo ¢t € (G, temos

Tim [N = hallf = Tim Slha(775) = ha(s) < Tim S1fa(t™s) = fals)

SEG seG

= lim |6, x fo — fulli =0

n—»00

e também

lim (Ahayhu) = lim ((/\thn,hn) + %H/\thn _ hn||§>

n—roo n—>00

1 ..
- inggoulxthnllé + ||Ball3) = 1.

Dessa forma podemos definir a fungao ¢, : G — C, V n € C, dada por
#n(t) = (Athn, hy). E esta serd uma fungao positiva definida tal que ¢(e) = 1, ou
seja, ¢ € Pi(G). Além disso, ¢ tem suporte finito, j4 que h, também o tem, e

converge pontualmente para 1.

Seja ¢ € P(G) entao pelo lema (4.8) sabemos que ¢¢, pertence a P(G) e como
¢, tem suporte finito e o produto ¢¢, é pontual entdo, ¢¢, também tem suporte

finito.

Pelo lema (4.9) sabemos que existe £, € [3(G) tal que ¢d,(s) = (Asn,&n)

com ||&]l2 = 1. E como ¢, converge pontualmente para 1 entdo, ¢¢, converge

pontualmente para ¢.
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Mas para todo f = iaﬁsi em k(G), temos
=1

S x )= D d(s)(f" x f)(s) = lim > d(s)da(s)(f* x f)(s)

seG seG

= lim (A(S" x f)&n, &) <A x Ol = IXNI,

mas como ja sabemos que ||A(f)|| < ||f]| entao, |[A(f)|| = ||f]l, ou seja, A é uma

representagao fiel de G X C e por conseqiiéncia ¢ >4 C~GxC

ar

Teorema 4.13 Se a representacio reqular A, da C*-dlgebra G x C, € fiel entdo, o

grupo G utilizado na construgao de G x C é medidvel.

Demonstragao: Como a representagao A é fiel entdo, pela proposigao (4.10) sabe-

mos que co(F) = S(G x C), onde
F={fe5(GxC): fz) = (A(2),6),€ € lo(G),2 € GHCe ¢l = 1}.

Com isso, sabemos que podemos aproximar 1, ou melhor o funcional definido por
n

1, por elementos do tipo Y a;(M\é&, &) com & € Ix(G) e ||&|lz = 1. Podemos supor
=1

ainda & € K(G) ja que K(G) é denso, na norma, em l5(G). Tomemos n = Za1/2§
1=1
( observe que ) Ja; = 1 e portanto |||z = ||&]||2 = 1) e dessa forma teremos
i=1
(A, m) — 1.

Mas para 7(t) =7(¢7!), temos

Amym) =D 0t s)a(s) =Y n(s)its)> n(s)i(s™'t™") =n x 7(t™")

seG sEG sEG

ou seja, existe uma rede (7;)ic; em k(G) que converge fraca™ para 1 e com os

elementos 7 com suporte finito.
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Como 7 pertence a esfera unitéria de /5(G) podemos tomar v = |n|* e teremos
v € S(G) que para cada t € G nos da

Iy = Arll = ) In(s)P = In(t ™) ]

SsEG

= D In(s) = n(t™'s)] In(s) +n(t™"s)| = [(n + Am,m — Am)]

seEG

1/2
<2l = Amllz =2 (2 +(n, Aen) — (e, 77))
< 2v2[L = (A, m)[? = 2v/2|1 — i x di(¢) /2
E assim dado € > 0, para todo t € G existe v € S(G) tal que ||y — \y|l1 < e

Tomemos a rede I de pares (C,¢€) onde C é finito e ¢ > 0. Para cada i € [
escolhemos ; € S(G) tal que ||\ — villi < € para todo ¢ € C. Consideremos m;

estados de [oo(G) dados por mi(f) = > f(s)vi(s), ¥V f € lo(G). Entao para cada
seqG

t € C teremos

Im:(\7NF = £l =1 (£( D) = 1> ftsyvi(s) — f(s)5(s)]

=D F(s)n(t™"s) = flshn(o)l = D F(s) (3i(t™"s) = %(s))]
<D () %) < M flleoy _hilt™'s) = 7i(s)]

= || flleollAe¥s = ¥illt < lIf llooe-

Com 1isso concluimos que todo limite fraco™ de rede formada pelos elementos m; é
um estado invariante a esquerda de [ (G), observemos que este limite existe ja que
a rede esta contida no conjunto dos estados de [.,(G) que é compacto. Dessa forma
encontramos um estado m € [,(G)* que é invariante a esquerda, e pela definicao o

grupo GG é mediavel.

Com isto, teorema (4.12) e (4.13), podemos concluir que a representacao A, da
Cr-élgebra G x C, é fiel se, e somente se, o grupo G utilizado na construgao do
produto cruzado G' x C é mediavel.

04
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4.4 O Produto Cruzado de um Grupo Mediavel Dis-

creto por uma C*-algebra qualquer

O que vamos fazer nesta secao é extremamente parecido com o que foi desen-
volvido na se¢io anterior com a dificuldade de que agora a C*-algebra do produto
cruzado utilizado é uma C*-algebra A qualquer e por este motivo teremos que rede-

finir, ou melhor, estender algumas defini¢oes para este caso.

Definigao 4.14 Seja {A, G, a} um C*- sistema dindmico a aplicagio ¢ : G — A*
¢ denominada positiva definida se

DD blsitsi) (e (i) > 0,

=1 j=1
para todon € N; s; es; € Gel <1,7 < n.

Definimos ainda o conjunto P(G,A) como o conjunto de todas as ¢ positivo

definidas desse C*-sistema dindmico e Py(G, A) como o conjunto das ¢ € P(G, A)
tais que ||¢(e)|| = 1.

Sendo assim, podemos definir uma relagao entre as ¢ € P(G, A) e os funcionais

lineares ® € (G x A)*, como na segao anterior, da seguinte forma
o(t)(z) = P(zu;) Vte GeVze A.

E com isto temos uma interessante bijecao entre Pi(G, A) e S(G x A).

o

Lema 4.15 A relagio entre ¢ € Pi(G,A) e ® € S(G x A), indicada acima, é

byetiva.

Demonstragao: Para cada ¢ € Pi(G, A) definimos ®, um funcional linear sobre

k(G, A), por @(ixiusi) = iqb(s,—)(xi), temos entao, para f = Zn::v,-us,. € k(G, A)
=1 =1

=1

O(f*x f)= Zu z7 X zz Us;) = @(ZZu:iazf:ujusj)

=1 3=1

= ZZ@(u:iszjusj) = Zi‘b(asi_l(ﬁ)uﬁ"’xiu%)

i=1 j=1 i=1 j=1
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— ZZ@ _1(;1; s (;cj)usi_lusj) = ZZ(I)( —1(:17 z;)u —1u51)

i=1 j=1 i=1 j=1
= ZZ(}S si) (o 1 (z7z;)) >0,
i=1 j=1
assim ® é um funcional linear positivo, e analogamente ao que fizemos na se¢ao ante-
rior podemos mostrar que é continuo. Temos também || ®|| = ||¢(e)|| = 1. Podemos
entao estendé - lo continuamente para [1(G, A) tornando - o uma funcional linear
positivo de /1(G, A) com norma 1 e novamente estendé - lo a G x A continuamente

de tal forma que ® € S(G x A). :
Ao contrario, dado ® € S(G x A) definimos ¢(t)(z) = ®(zu;) e da mesma forma,

ZZ¢ (o1 (2725)) = @(f* % f) >

=1 j=1

e portanto ¢ é positivo definida e ainda |[¢(e)|| = ||®|| = 1. Com isto concluimos

teremos

que esta relagao é bijetiva.

Lema 4.16 Se v € Pi(G) e ¢ € Pi(G,A) entao o produto ¢v estd em P,(G, A),
onde ¢u(t) = ¢(t)v(t), para todo t € G. '

Demonstragao: Observemos que ¢v : G — A* estd bem definida e também

lpv(e)|l = ||¢(e)v(e)|| = |¢(e)l||lv(e)|l = 1. Sejam {s;} um conjunto com n elementos
de G e A a matriz com elementos a;; = ¢(s7's;) (o,-1(z}2;)) e B uma outra matriz
com elementos b;; = v(s;'s;).

Ambas as matrizes sao positivas porque dado o = (ay, s, ..., a,) um elemento

de C* temos

(Ao, @) = zn:iﬁb(si_lsj)(as;l ((a.,-a;i)*(aj:uj))) >0

=1 j=1

(Ba,a) = Zz%az a,-1s5) 2 0.

=1 3=1
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Portanto, se tomarmos o produto pontual dessas matrizes (produto de Schur)
como na se¢ao anterior teremos uma matriz M também positiva, e portanto ¢v é

uma funcao positivo definida e que pertence a P;(G, A).

Lema 4.17 Toda fungdio positiva definida ¢ € Pi(G,A) com suporte compacto,
finito, pode ser escrita como wm produto interno (T, X A(z)&,n), com € e n em

l,(G,Hy,), x € G x A ef, XX a representagao regular de G x A.

Demonstracao: Seja ® € S(G' 4 A) e ¢ seu correspondente em P;(G, A) entao

tomemos ¥ = ¢(e) um funcional de A logo
|6(t) (e(2)* = [@(en(z)ue)|* = |@(uez)|* < @(u;ue)P(z*2)
< ®(z"z) = ¢(e)(z*z) = P(z*2),

ou seja, 1 € um funcional positivo e pela construcao de GNS temos a representacao

(my, Hy,&y) de A. Pelo Teorema de Riesz para cada ¢t € G existe um tnico & € Hy,

tal que

¢(t) (au(z)) = (my(@)Eu, &)
a fungao 7 : t +— & tem suporte finito, j4 que ® também tem, é fraca™ continua (G

é discreto) e portanto pertence a ly(G, Hy).

Tomemos f, € k(G) e y € k(G, A), logo

(e X M. @ €)= 303 o (s (1(e7) ) £l 1080, 0)

=1 j=1

_ z”:m (oo ((w x £)(8) ) .60

—Zcﬁ ((y x £)@) = ®(y x £)-

E assim temos ®(y x f,), para um y qualquer, contido em (7ru x A\ (G Hy ))

e tomando-se f, uma aproximacao da unidade teremos y x f, — y fortemente e por

conseqiiéncia
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®(y) = lim ®(y x f.) = ((Fu x A)(¥)€,n)-

forte

Teorema 4.18 Se G é um grupo medidvel entdo a representagio reqular 7w, X X, de
G ><1 A, € fiel e como conseqiiéncia G ><1 A= Go>(<i A.

Demonstracao: Pela demonstragao do Teorema 4.12 sabemos que para todo n > 1
existe ¢, : G — C positivo definida com suporte finito e que converge pontualmente
para 1. Tomemos uma ¢ em P(G, A) qualquer entao, pelo lema 4.16, sabemos que
énp € P(G, A), que ¢, convergem pontualmente para ¢ e também ¢, ¢ tem suporte
finito. Mas por 4.17 sabemos que ¢,¢ pode ser escrita como (7, x A(z){,n) com ¢
en € ly(G, Hy,), ou seja, podemos aproximar pontualmente qualquer ¢ € P(G, A)

através de elementos da forma (7, x A(z)&, n).

Com um caminho anélogo ao da primeira parte da demonstracao da Proposicao
4.10 podemos concluir que 7, X A é fiel, isto é, pelo que vimos acima dado o conjunto
E:{fES(GxA): f(2) = (TuxX(2)&,m), & n € (G, Hy),z € G><1A e |l€llz =
Inll2 = 1} sabemos que co{E} = S(G . A). Supondo que exista z E G X A, nao
nulo, tal que 7, x A(z) = 0, pelo Teorema de Hanh Banach existe f e S(C’ . A)
tal que f(z*z) # 0 e, como sabemos, existe (u;)ie; C E tal que p; = f e assim
pi(z*x) — f(z*z), mas 7, x A(z*z) = 0 logo pi(z*z) = 0 uma contradigao, ja que

f(z*z) # 0 e com isso mostramos que 7, x A é fiel e portanto G ><1 A~GxA.

ar

H
Com o que acabamos de provar podemos dar exemplos de Produtos Cruzados

Reduzidos, que nao foram dados no capitulo anterior, mas que serao vistos agora de

uma maneira mais simples.

Exemplo 4.19 : Z, x C(Z,) ~ M,(C) ~ Z, x C(Z,)
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Com o que foi visto em (3.16), sabemos que

Zon % C(Z) ~ M, (C).

o

Mas como o grupo Z,, é mediavel (compacto) entdo pelo teorema anterior podemos

concluir que

Zin ¥ C(Zy) ~ Zp x C(Zy) ~ M,(C)

Exemplo 4.20 : Ay =Z x C(T)~Z x C(T)

ToT

Assim como no exemplo anterior, definimos Ay, em (3.17), como sendo Z x C(T).
T8
Mas como Z é mediavel (comutativo) entdo pelo que foi visto em (4.18) sabemos
que

Ay =Z xC(T)~Z x C(T).

TeT
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Apéndice A

Integracao de Funcoes a Valores

Vetoriais

No decorrer deste trabalho o leitor ja deve ter notado que muitas vezes esta-
mos integrando fungdes cuja imagem nao é necessariamente composta por valores
escalares e sim, por valores vetoriais num espaco de Banach, Hilbert, etc.. Por este

motivo destinamos este apéndice ao tratamento da integraciao de fungoes a valores

vetorials.

Existem alguns tipos diferentes de integrais, ou melhor algumas diferentes defini-
coes de integral, quando estamos tratando de fungées cuja imagem esta contida num
espago vetorial topolégico. Podemos citar a que utiliza a defini¢do de integral como
limites de somas nestes espagos (assim como é definida a integral de Riemann para
valores reais por exemplo), esta integral é também chamada de integral forte (ou
Dunford 1), ja que estas sao obtidas através de limites fortes, como referéncia vide
[7]. Também podemos citar a que iremos desenvolver aqui, chamada de integragao
fraca por estudar as integrais com o auxilio de funcionais lineares continuos; para
uma leitura mais aprofundada desse tipo de integracao sugerimos [15]. Existem

ainda outras defini¢des como as de Bochner, Birkhoff e Dunford 2.

A teoria de integracao que vamos desenvolver nesta sessao tratara das fungoes
a valores em um espaco de Banach A, mas pode ser generalizada a fung¢oes a valores

em um espaco localmente convexo. A grande vantagem de trabalharmos particula-
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rizando o contra-dominio dessas fungées € o fato de que a integral fraca se torna equi-
valente a integral forte e abrangente em relagao as integrais de Bochner e Birkhoff.
Além disso, tratamos sempre da integracao segundo uma medida de Radon p (me-
dida de Haar invariante a esquerda) sobre G grupo topolégico localmente compacto

e com fungoes f de G em A continuas.

Definigao A.1 (Integral de Pettis) Uma funcio f : G — A, com G e A como
acima, € dita fracamente integrdvel se ¢po f € Li(G,p) para todo ¢ € A*. E ainda,

se ezistir a € A tal que
Ha)= [ dosdu VoA
G

entdo a € dita integral de f e escrevemos a = [ fdp.

Observe que, se existir, a é unico ja que A* separa os pontos de A. E ainda, as
integrais assim definidas conservam varias das propriedades da integral para fungoes
a valores escalares, propriedades essas como as algébricas da soma, do produto por
escalar, etc.. Outra propriedade importante que é mantida é a da comutatividade

da integral com fungoes lineares continuas, vejamos.

Proposicao A.2 Sejam f : G — A fracamente integrdvel e tal que [, fdu eziste,

e T' uma funcao linear continua de A em um espago de Banach B entao, fGTOfd,u

/C;Tofd,u:To/Gfd,u.

Demonstracgao: Observe que ¢poT € A* sempre que ¢ € B* e dessa forma

¢0T(/Gfdu) =/G¢°T0fdu,

ou seja, fGT o fdu existee [T o fdu=To [, fdu.

existe e satisfaz

Decorrem imediatamente da proposicao anterior alguns resultados importantes

como
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Corolario A.3 Seja f: G — B(H), G um grupo localmente compacto munido de

uma medida de Radon 1, H um espago de Hilbert e £ um vetor de H entao:

) [ f6)du(s)e = | F(s)edu(s)

i) ( [ 16)iut)) = [ srduts)

Demonstracao: A demonstracao destes fatos pode ser feita utilizando-se o auxilio

das transformacgoes lineares continuas como
Te: B(H) > H
a— aé

uma vez que T é linear e continua, entao por A.2

Teo [ 5(6)duts) = [ Teo f(5)du(s)

e assim,
[ 1)duts)e = [ s)cauts)
& G
A demonstragao de i2) se faz da mesma forma tomando-se apenas uma outra trans-

formacao linear e continua.

Teorema A.4 Se A é um espago de Banach, ;1 uma medida de Radon sobre um
grupo G localmente compacto e f : G — A continua e de suporte compacto entio

fG fdp eziste e pertence a A. E ainda,

| [ 7] < [ nrta

Demonstragao: Devemos provar que existe a em A tal que

Ha)= [ dofiu voex

Tomemos A = {¢1, ¢2,...,¢n} C A* para um n € N fixo qualquer. Seja E, o

conjunto de todos os @ em A que satisfazem a igualdade acima para todo os ¢; de
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A. Cada FE, é fechado, pela continuidade das ¢;, e também é compacto pois F, é

fechado e esta contido em @o(f(G)) que é compacto, vide 3.25 de [16].

Se E)\ # @ para todos os By C A* possiveis, isto €, variando o indice n e os
funcionais de F,, entao o conjunto de todos os F,, subconjuntos finitos de A*, tem a,
propriedade da interseccao finita, ou seja, existe um a € A satisfazendo a igualdade

anterior para todo ¢ € A*. Portanto, basta mostrarmos que Ey # @ para um A

qualquer.

Sejam ¢; : A — R, para 1 < ¢ < n definimos L = (¢1,¢2,...,0,) que é
uma funcdo de A em R™ e também C = L(f(G)). Seja f : G — A podemos
definir m; = [, ¢i o fdu, onde p é uma medida de Radon que para K suporte

. compacto de f vale 1 (observe que p existe por 2.16) e 1 < 7 < n. Assim teremos

m = (mq,ma, ..., m,) pertencente ao convexificado de C.
Seja t = (t1,%t2,...,t,) € R™ nado pertencente ao convexificado de C entao
existern nimeros reais ¢y, ¢z, ..., ¢, (vide 3.4 de [16]) tais que

n

n
Zciui < Zciti Vou=(upug...,u,) € C

=1 =1

Logo,

n n

ZCL¢1(}[(S)) < Zcﬂfi Vs e G

integrando-se ambos os lados da igualdade e lembrando-se que u(K) = 1 teremos
zcimi < Zciti
=1 =1
e portanto m # ¢, ou seja m pertence ao convexificado de C. Como C' = L(f(G’)) e
L é linear entdao, m = L(z) com z € f(G) C A e assim

b(@)=mi= [ deofip (1<i<n)

ou seja, ¢ pertence a Ep (Ej # 9).

O que foi feito até o presente momento sé comprova a existéncia deste tipo de
integral para ¢ de A em R, mas podemos observar que isto ja implica na existéncia

desta integral para valores complexos porque podemos tomar ¢ : A — C com
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¢ = ¢1 + 1y, onde ¢y e @3 sdo como no caso acima (de A em R). Dessa forma

$o f:G— C com
/Gcbofduz/cbIOfdﬂJri/GcszfdM

E como as integrais [ ¢; o fdu e [ ¢z 0 fdp existem pelo que foi visto acima temos

a existéncia da integral mesmo para o caso ¢ : A — C.

Dessa maneira sabemos que de fato existe a = fG fdu e pelo teorema de Hahn -
Banach sabemos que existe um funcional F' € A* tal que F(a) = ||a|| e |F(z)] < ||z||
para todo z em A. Ou seja, [F(f(¢))| < ||f(?)|| para todo ¢ € G e assim

| [ s = e = @) = ([ gaw) = [ P [ 11

Para generalizarmos um pouco mais o teorema acima de tal forma que pudés-
semos supor apenas a fungao f continua e limitada, sem a necessidade do suporte

compacto, enunciamos e demonstramos o préximo teorema.

Teorema A.5 Seja A um espago de Banach e p uma medida de Radon sobre um
grupo topoldgico localmeﬁte compacto G. Se F': G — A ¢ continua e limitada e f
é uma fungao de Li(G, p) entio, [, fFdp (f.F pontual, isto é, f.F(s) = f(s)F(s)
para todo s € G) existe, pertence ao co(F'(G)) e também

oo

Demonstragao: Temos f.F' fracamente integravel pois, como ¢ o F' é continua e

limitada temos ¢ o (f.F) = f.(po F) € L1(G, pu) para toda ¢ € A*.

<sup [P [ 17l

Como a medida px ¢ de Radon existe uma seqiiéncia (f,)neny em K(G) que

converge para f em L;(G,p) e também como F' ¢ limitada podemos tomar M =

sup||F(s)|| e assim,
seqG

JUF() = fn(s) (s ) < b1 / (8) = fnl)lda(s) ™22 0.



Entao pelo teorema (A.4) a seqiiéncia (fG fn.qu> é de Cauchy em A e portanto
neN
existe um limite 7 € A para esta seqiiéncia.

Mas para todo ¢ € A* temos
@(r) hmgb(/andu):lim/qSO(fn.Fd
n—o0 n—00 G

/ (b0 (foF) — bo (f.F)|du < M| / o — fldp — 0,
G G

ou seja, 7 = [, f.Fdp com r € @ (F(Q)). E a desigualdade segue da desigualdade

do teorema A.4 quando trocamos f por f.F.

Outras propriedades semelhantes as de integracao para fungoes a valores esca-
lares também ocorrem quando estamos tratando desse tipo de integragao, mas para
nao tornar este tépico muito extenso citaremos apenas mais uma delas refe-rente ao
Teorema de Fubini que serd tratado pensando na integral dupla como uma iteragao
de duas integrais porque desta forma nao precisaremos nos aprofundar ao ponto de

trabalharmos mais detalhadamente com o produto de medidas, etc..

Teorema A.6 (Teorema de Fubini) Sejam G um grupo topoldgico munido das
medidas pt e v de Radon, A um espaco de Banach e f uma func¢io de G x G em A
continua e limitada. Entio [, [, f(s,t)du(t) e [ [o f(s,t)dv(s)du(t) existem

& tasmbém vale
/G /G Fls, 8)du(t)dv(s) = /G /G F(5, )do(s)dut).

Demonstragao: A existéncia dessas integrais decorre de (A.5) ja que t — [, fdu(t)

e s [, fdvu(s) sao fungdes continuas e limitadas de G em A.

Sejam a = fG fod,u t)dv(s), b = fG fG fdv(s)du(t), fG fdp(t) e tam-
bém ¢(t) = fG fdu(s) que pela deﬁmgao de integral fraca e pelo Teorema de Fubini

para fungoes a valores escalares satisfazem, para toda ¢ € A,
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#(a) = /</fdu >a’v(
//qs(fdﬂd() //¢ (s)du(t)
= [ statnauty = [ o( [ savte))auce

= ¢(b).

/G/Gfd#(t)dv(s):/G/Gfdv(s)d#(t)'

E portanto,
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