| o altiira

1
AR O ITLALISI0 UC DaAsC (L1, &) © altila t;°

~1 P . L4 y Y A T e 11
Ubserve que o vértice superior direito de cada um desses retangulos encontra o grafico da nipeérboie
/ 1\ - R - - . .
no ponto 4, =1 Note ainda, gue os pontos £, nao sao necessariamente equidistantes, ou sela. a
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distancia entre dois pontos consecutivos ndo precisa ser necessariamente a mesma. Cada um desses
retangulos é chamado de retdngulo inscrito da regiao HZ Observe que, neste caso, a soma da &area
dos retangulos inscritos na regiao HZ fornece uma aproximacao inferior (por falta) do valor da area da
regiao HZ

Exercicio 1 Considere a regidgo HS. Ultilizando uma divisio do intervalo [2,6] em quatro partes iguais
(uma particio com 5 ponlos), estime a drea de HS. Faga um desenho da situagdo.

Exercicio 2 Estime novamente a drea da regidgo HS, utilizando agora uma subdivisio do intervalo com
8 pontos, isto €, utilizando um subdivisao mais fina do intervalo.

Exercicio 3 O que vocé pode concluir dos dois exercicios anteriores?

Podemos entéio, neste caso, definir a area (inferior) de H2 como sendo o nimero real cujas apro-
ximagbes por falta sio as somas das 4reas dos retangulos inscritos em H’, que se obtém fazendo-se
subdivisdes sucessivas do intervalo [a, b] 1. Entao se A é a area de H2 e B é a soma da area de retangulos
inscritos, temos que A > B.

!Para aqueles que ja se sentem bem com a linguagem de limite, temos aqui um exemplo em que a drea de Hj, é o
limite das somas das areas do retangulos inferiores quando o tamanho do maior intervalo da parti¢ao tende a zero



Propriedade Fundamental: Sejam k >0 e 0 < a < b. Entao as regioes HZ e HZ]Z tem a mesma
drea.
Para verificar a propriedade, observamos
primeiramente que dado um retangulo inscrito na

regido HY, cuja base é o intervalo [c,d], podemos
construir um retangulo de base [ck,dk], que esta EXE

inscrito na regido H% com a mesma 4rea que o L=
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Exercicio 4 Verifique a afirmacao anterior.

Figura 2

Logo quando considerarmos retangulos inscritos em HZ podemos encontrar retangulos inscritos em

HP com a mesma area que os anteriores. Reciprocamente, dado um retangulo inscrito em H’¥ com

b
drea(H%) = drea(H{) = dreaHs.

Corolario 2 Sea > 1 eb > 1, entio, usando que H¥® = Hl{ UHgb e a propriedade fundamental, temos:
drea(H$®) = drea(HS) + dreaHy.
Assim se definirmos uma funcao, f, que a cada x > 1 associa a drea de HY teremos que

flab) = f(a) + f(b), para todo a >1 eb> 1.

Questao: Uma vez que estamos considerando regioes que estao abaixo do grafico y = % e acima do
eixo x, para x > 0, serd possivel estender a fungdo f para todo o intervalo |0, 0o[? Isto &, seré possivel
encontrar uma outra fun¢éo g cujo dominio ¢é |0, o[, que coincide com f em |1, 00[ e que conserva a
propriedade g(ab) = g(a) + g(b) em |0, 1]?

Para mostrar que g existe, vamos procurar uma candidata e provar que ela funciona.

Exercicio 5 Mostre que se g é uma fun¢ao que verifica a propriedade g(ab) = g(a) + g(b), Va,b > 0,
entao g(1) = 0.

Temos assim, que a fungdo g procurada deve verificar que g(1) = 0. Além disso, note que se
1 1
0 < a <1, entdo temos que % > 1 ea éarea de H{ = area Hfaa = 4rea H.. Entdo a candidata g verifica
que

0=g(1) = gla2) = gla) + 9(>) = gla) + f(>) = gla) + dreall} = g(a) + areatl}.



E evidente que g é uma extensdo de f 2. Precisamos mostrar agora que g satisfaz a propriedade
g(ab) = g(a) + g(b) para todos a e b estritamente positivos.

portanto g(ab) = g(a) + g(b).

c) 3°caso: Se0<a<l<bentio0<a<l<ab<boulO<a<ab<1l<b. Porqué?

E
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(dreaHI{ = dreal? + dreaH?, = dreaH$® + a’reaH}L) = (dreaH‘fb = dreaH? — a’reaH}L)

e novamente g(ab) = g(b) + g(a) como queriamos.

Exercicio 7 Verifique o que ocorre na situacido 0 < a < ab < 1 < b no ultimo item do exercicio

..
ATeerior.

7o) aue estende a f inicialmente dada e aue

0 g, que estende a f inicialmente dada ¢ ¢ ue

verifica g(ab) = g(a) + g(b) para quaisquer a,b > 0. Observe que o processo de construgdo da fungao
e

g nos garante que ela é tnica.

Defini¢ao 3 A funcgao g construida é usualmente denotada por In e € a funcao definida em 0, 4o00|
dada por:

f drea HY, se x>1
In(z) = {: 0
\

—drea HL, se 0 <z <1

E obviamente, pelo que fizemos até agora, esta funcao satisfaz a propriedade

T d LN Tl N 4 1. (1) ccm dm A N AL~ N
Ln av) = i) + tn\v), pala touv 4 ~ U e v~ uU.
E também temos
In(x) >0  se, e somente se, se x > 1
In(x) =0 se, e somente se, se v = 1

In(x) <0 se, e somente se, se 0 < z < 1.

?Dados A’ C A dizemos que ¢ : A — B é uma extensao de ¢ : A’ — C, se ¢(z) = d(x), para todo = € A’



Exercicio 8 Verifique, usando a definicaio dada e as propriedades desenvolvidas até o momento, que:

(i) in (3)

—In(a), para todo a > 0;

(#i3) In(a™) = nin(a), para todo a >0 en € IN;

(iv) ln(a%) = %ln(a), para todo a >0 e g € IN*;
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(vii) a fungao In € uma funcao estritamente crescente, isto é, se a > b > 0 entao In(a) > In(b).

Da afirmagao (vii) concluimos que a fungéo In é uma fungdo injetora, isto é, se a,b > 0 e a # b,

entdo In(a) # In(b). Prova-se também que a funcdo In é uma fungao sobrejetora sobre IR, isto é, dado

3Para aqueles que se recordam, o fato de In : R% — IR ser bijetora nos garante que existe uma tnica funcgio inversa
a esta com dominio IR e imagem R .



