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A LINGUAGEM DO DISCURSO MATEMATICO E SUA LOGICA

Iniciemos com consideracoes sobre as afirmagoes mais simples da linguagem - os enunciados atémicos.
Esses refletem propriedades ou relacées basicas entre objetos do universo do discurso, sendo seu significado
imediato, intuitivo ou indicado por axiomas, no caso da Matematica. A Logica nao decide nada sobre sua
verdade ou falsidade, apenas o bom senso, as convencgoes, as leis sociais ou cientificas, etc..

No caso das afirmacoes compostas, nem sempre é facil perceber o seu significado e, conseqiientemente,
sua validade. Sejam P e ) enunciados atomicos. A seguir consideraremos as frases dos tipos: "nao P" (=P),
"PeQ" (PAQ), "PouQ" (PVQ), "se Pentdao Q" (P — @), "P se e somente se Q" (P < @), chamadas,
respectivamente, de negagao, conjuncao, disjungao, implicagao e equivaléncia. Os valores verdade de tais
frases sao relativamente mais simples de serem analisados, por representarem elas afirmagoes feitas por meio
dos conectivos logicos. Frases iniciadas pelos quantificadores V ou 3, representam afirmacoes universais ou
particulares e nao poderao ser analisadas pelas tabelas de verdade a seguir descritas.

As tabelas de verdade dos conectivos logicos devem ser vistas como a explica¢ao do significado (ldgico)
desses simbolos, do significado com o qual eles sao empregados sempre na Matemética. Alguns deles tém
significado bem intuitivo. J4 o significado 16gico da implicagdo, por exemplo, ndo costuma ser tao intuitivo
assim para o iniciante. O importante é perceber que, para a logica, a verdade, ou o significado verdadeiro é
o que transparece destas tabelas.

Definigao 1 (de verdade ou falsidade de afirmagoes compostas por meio do uso de conectivos ldgicos)

No que seque as letras P e () representam enunciados atémicos, a letra F abrevia a palavra falso e a letra
V abrevia a palavra verdadeiro.

Negagao Conjungao Disjungao Implicacao Equivaléncia
P Q -P PAQ PvQ P—qQ P+ Q
Vv Vv F Vv Vv Vv V
Vv F F F Vv F F
F Vv Vv F V Vv F
F F Vv F F V V

Observagao 2 [ - A terceira coluna (Negagao) nos diz que a logica é bivalente.
II - A quinta coluna (Disjung¢ao) nos diz que o ou da ldgica é nao exclusivo.

IIT - A sexta coluna (Implicagdo) nos diz que "sé nao é vdlido sair de algo verdadeiro e chegar em algo
falso”, através da tmplicacdo, ou ainda, que uma tmplicacdo so € falsa se sua premissa € verdadeira e
sua conclusao € falsa.



A seguir daremos alguns exemplos de aplicacao da tabela.

Exemplo 3 A afirmacao P-~V P ¢ wver- P P ~PvP

dadeira, seja qual for P. FEsse € o enunci-

ado da lei da logica conhecida por PRINCI- 4 F Vv

PIO DO TERCEIRO EXCLUIDO. Vejamos sua

tabela de verdade ao lado: F \ Vv

Exemplo 4 A afirmac¢ao ~(PA—P) é ver- P -P (PA=P) ~(PA=P)
dadeira, seja qual for P. Esse € o enunciado

da lei da légica conhecida como PRINCIPIO Vv F F Vv

DA NAO CONTRADICAO. Ezaminemos sua

tabela de verdade (novamente ao lado): F Vv F Vv

Exemplo 5 A afirmagio (P — Q) < (—-Q — —P) (equivaléncia entre uma implicagcdo e a sua contraposi-
tiva) também é sempre verdadeira, independentemente das particularidades das formulas P e Q). Examinemos

sua tabela de verdade:

P Q@ P=sQ -Q P  -Q—-P) (P — Q) A (~Q — —P)

Vv Vv Vv F F 14 Vv

V F F 1% F F Vv

F Vv V F Vv V Vv

F F Vv 1% 1% 1% Vv

P Q Pv@Q P— (PVQ) (PVQ)—P

Exemplo6 P — (P V Q) e
(PV Q) — P nao sao afir- \V Vs \V \V \V
magoes logicamente equivalentes:
a primeira vale sempre enquanto vV F Vv vV vV
a sequnda nao (sua validade de-
pende do walor de verdade das F v \V \V F
formulas P e @), como mostra
a tabela abaizo: F F F v N

Exemplo 7 (PV Q) < [(—P) — Q] é sempre verdadeira, sendo portanto uma lei da logica. (Observe que
ela justifica o procedimento usual de que, para demonstrar a validade de uma disjuncao, nega-se a validade



da primeira afirmacgao e demonstra-se que a sequnda deve entao valer (Por qué?).)

P Q PvQ -P (-P) =@ (PVQ) < (-P) =@
1 14 1 F 14 14
1 F 1 F 14 1
F 14 1 14 1 v
F F F 14 F 1

Observagao 8 Frases cuja tabela de verdade é verdadeira em todas as suas linhas, como por exemplo, PV—P,
—(PA=P), (P — Q)+ (-Q — —P), etc. sio chamadas de verdades ldgicas, principios ldgicos, ou leis da
l6gica, pois sdo verdadeiras, independentemente do valor verdade de suas sub-formulas componentes.

Observagao 9 Frases do tipo P — (PAQ) e (PV Q) — P sao contingentes, pois sao verdadeiras em alguns
casos e falsas em outros, dependendo do valor verdade de suas sub-formulas componentes P e ().

Observagao 10 Cabe aqui notar que provamos no exemplo 5 que a afirmagio (P — Q) <> (-Q — —P) é
uma verdade ldgica, alids bastante til na Matemdtica ou mesmo em argumentagoes cotidianas (Por qué?).
A afirmag¢ao -Q — —P é chamada de contrapositiva de P — Q e vimos que as duas sao (logicamente)

equivalentes.

Exercicio 1 Determine quais das sequintes afirmacoes sdo verdades ldgicas e quais sGo contingentes. Dé
uma interpretacdo intuitiva para as verdades logicas e contra-exemplos para as contingentes.

a) (-=P) < P f) (P Q)< [(P=Q)N(Q— P)
b) P—(Q—P) 9) (PAQ) = Rl < [P = (¢ = R)]
¢) (PAQ) < (P—=Q) h) (PVQ)V R« [(-PA=Q) — R
d) (P—= Q)< (=P —=-Q) i) [2(P = Q) « (=P = -Q)

e) [Z(PAQ)] < (-QV ~P) J) [(PA=Q) = (RA-R)] = (P — Q)

Falta examinarmos o significado e o valor de verdade das frases que sao iniciadas com os quantificadores
de V. Essas frases representam afirmacoes particulares ou universais, respectivamente, a propoésito de algum
universo de discurso. Ora, os contextos podem incluir quantidades finitas ou infinitas de objetos ou de
referentes. Assim nao é possivel aferir a validade destes tipos de afirmacao (existenciais ou universais) pelo
simples uso de tabelas de verdades, pois poderiamos necessitar de uma infinidade de linhas (uma para cada
objeto do universo do discurso).

Serd necessario observar mais de perto todos os possiveis significados atribuiveis as frases. Em algum
universo ou contexto uma afirmagao pode ser verdadeira mas em outros nao. Concretizemos esses comentarios
em um exemplo.

Considere a seguinte afirmagao sobre x, P(z) sendo P(z) = [2x = 1]. A frase (3z)P(z) sera verdadeira
no universo dos nimeros racionais, mas sera falsa no conjunto dos nimeros inteiros (Por qué?). Por esse
motivo dizemos que a formula (3z)[2x = 1] nao € vdlida ou que ela nao € universalmente verdadeira. Ela é
contingente.



A Linguagem da Teoria dos Conjuntos

O discurso matemaético também utiliza sistematicamente notacoes e linguagem proprias & Teoria dos Con-
juntos. Essa teoria trata das relagoes e operagoes entre conjuntos ou cole¢oes. Um conjunto é uma colegao de
objetos (abstratos, no caso dos conjuntos tratados na Matematica), os quais sao ditos elementos do conjunto
considerado.

Na verdade as nogoes de elemento e de conjunto sao primitivas para a Teoria dos Conjuntos, da mesma
forma que as nogoes de ponto, reta e plano sao primitivas para a Geometria Euclideana. Isso quer dizer
que elas nao sao definidas, sendo tomadas como intuitivas. Suas propriedades é que serao detalhadas na
Teoria Axiomética dos Conjuntos. Mais ainda, h4 uma terceira nogdo primitiva, a relagdo de pertinéncia
(de um elemento a um conjunto), representada pelo simbolo € . Por isso mesmo a linguagem da Teoria dos
Conjuntos tem um tnico tipo de enunciado ou afirmacao atémica, envolvendo suas trés nog¢oes primitivas:
a € A, que deve ser lido como a pertence ao A ou a € elemento do conjunto A.

Apesar de ter tao poucas nogdes primitivas, a Teoria dos Conjuntos define muitas outras relacgoes e
operagoes entre conjuntos. Cada uma das definigdes, que daremos a seguir, serd assim feita por meio de
afirmagdes compostas (com conectivos e/ou quantificadores) a partir de enunciados atémicos. Nesse texto,
introdutorio, nao desenvolveremos sistematicamente uma teoria axiomaética de conjuntos.

Definicao das relagoes e fungoes mais usuais entre conjuntos

No que segue usaremos as letras dos alfabeto para representar conjuntos e elementos. Sempre que uma
letra estiver a esquerda do simbolo € ela representa um elemento e se estiver a direita do mesmo simbolo,
representa um conjunto.

Definicao 11 (Relacao de inclusao) Escreve-se A C B e diz-se que A estd contido em B, A estd incluido
em B ou B contém A sempre que for verdadeira a afirmagdo:

Va(a € A — a € B).

Definigao 12 (Relagao de igualdade) Escreve-se A = B e diz-se que A é igual a B, sempre que valerem
as duas inclusées A C B e B C A; sempre que os dois conjuntos possuirem exatamente os mesmos elementos,
ou, equivalentemente, sempre que for verdadeira uma das sequintes afirmacades logicamente equivalentes:

Va(a€e A —~a € B)AVa(ae B—ac A) ou Va(a€ A<racB).

Definigao 13 (Fungao intersecgao) Escreve-se AN B = C' e diz-se que a intersecgao de A com B € igual
a C ou que A interseccao com B € igual a C sempre que for verdadeira a afirmacao a sequir:

Vala € C < (a € ANa € B)].

Neste caso também utilizamos a simbologia AN B = {ala € AN a € B}.

Definigao 14 (Fungao uniao) FEscreve-se AUB = C e diz-se que a uniao de A com B € igual a C' ou que
A uniao B € igual a C sempre que for verdadeira a afirmacao a sequir:

Vala € C <> (a € AV a € B)].

Simbolicamente também temos AU B = {ala € AV a € B}.



Definigao 15 (Fungao diferenca ou complemento relativo) Escreve-se A\ B = C' e diz-se que a difer-
enca de A e B ¢é igual a C ou que A menos B € igual a C, ou ainda, que C é o complemento de B em
(relagdo a) A sempre que for verdadeira a sequinte afirmacao: Yala € C <+ (a € ANa ¢ B)|. Simbolicamente
temos A\ B = {ala € ANa ¢ B}.

Defini¢ao 16 (Fungao complemento ou complemento absoluto) FEscreve-se AC = B e diz-se que B é
o complemento de A sempre que for verdadeira a afirmacio: Ya(a € B +» a ¢ A). E ainda, A® = {ala ¢ A}.

Definigao 17 (A fungao unitario de um conjunto) FEscreve-se {A} = B e diz-se que B € o conjunto
unitdrio de A, ou que B € o unitdrio de A, sempre que for verdadeira a afirmacao:

Vr(z € B <z = A).

Neste caso escrevemos em simbolos {A} = {z|x = A}.

Definigao 18 (A fungao partes de um conjunto) FEscreve-se p(A) = B e diz-se que B € o conjunto das
partes de A, ou que B € o conjunto de todos os subconjuntos de A, sempre que for verdadeira a afirmacgdo:

Va(z € B+ x C A).

Neste caso temos simbolicamente pA = {x|x C A}.

Observagao 19 As duas ultimas defini¢oes deizam claro que conjuntos podem ser elementos de outros con-
juntos. E, portanto necessdrio prestar bem atencdo no uso dos simbolos € e C . Repetimos que sempre o
que estiver a esquerda do simbolo € € um elemento do conjunto que aparece a direita deste mesmo simbolo.
Jd o que aparece a esquerda de C é sempre um subconjunto (e portanto conjunto) do conjunto que aparece
a direita. Conjuntos podem pertencer a outros conjuntos (de conjuntos), mas elementos primitivos (como
0s niumeros na teoria dos nimeros reais, ou pontos na geometria) nunca podem ser escritos 4 esquerda do
stmbolo C ou a direita do simbolo € por nao serem conjuntos (nao terem elementos). Preste atengdo 4 essas
convengoes linguisticas para que o emprego da linguagem de conjuntos na escrita simplificada e simbdlica da
Matemdtica faca sentido, tanto quando vocé lé textos como no uso que faca dos simbolos para registrar fatos
matemdticos. Tenha certeza de nao fazer confusio entre € e C para poder usufruir da linguagem da Teoria
dos Conjuntos para estudar e fazer Matemdtica!?

Duas colegoes particulares importantes

Desde o inicio das tentativas de formular uma teoria dos conjuntos, ainda no século XIX, duas colecoes
abstratas, ja utilizadas informalmente ha mais tempo, mereceram atengao especial dos matematicos. Sao
elas a colecao sem nenhum elemento, o chamado conjunto vazio, e a colegao de todos os elementos concebiveis,
o chamado "conjunto” universo.

A primeira colegao foi definitivamente incorporada & Teoria dos Conjuntos e é extremamente importante
poder trabalhar com ela na Matemética. J& a segunda, foi incorporada somente as chamadas Teorias de
Classes, mais abrangentes que qualquer Teoria de Conjuntos. Isso porque atribuir o status de conjunto a
colecao de todos os elementos concebiveis introduz paradoxos no desenvolvimento da teoria formal.

Porém as teorias matematicas continuam, eventualmente, fazendo referéncia a conjuntos universo forma-
dos pelos elementos sobre os quais elas discorrem. Por exemplo, no Célculo Diferencial e Integral o universo
de variagao das varidveis das fungbes é o conjunto IR dos niimeros reais; em Geometria as variaveis referem-se

ao universo formado pelos pontos do espaco n-dimensional, e assim por diante.



Em textos mais elementares sobre conjuntos, o uso da expressao conjunto universo é somente uma maneira
informal de fazer referéncia & idéia de conceber em uma tnica cole¢ao todos os conjuntos possiveis e imag-
indveis. A definicao 16 acima é informal, é usada frequentemente, mas ndo se enquadra em uma teoria
axiomatica de conjuntos rigorosa, o que nao pretendemos desenvolver nesse texto. Como curiosidade, citare-
mos o famoso "paradoxo de Russel", para possibilitar uma concretizagao do tipo de problema que a aceitagao
de um "conjunto" Universo pode trazer. Consideremos o chamado "conjunto de Russel":

R={A]A ¢ A}

(R & o conjunto dos conjuntos A que nao pertencem a si mesmos).

Pergunta 1 : Considerando que R seja um conjunto e que as afirmagoes atomicas sdo sempre verdadeiras ou
falsas, como R também pode ser concebido como elemento, diga se a afirmagdo atéomica R € R é verdadeira
ou falsa.

Voltemos ao conjunto vazio, representado simbolicamente por {} ou §). Como se trata de um conjunto sem
elementos, evidentemente nao se pode caracteriza-lo por propriedades de seus elementos. O que caracteriza
o conjunto vazio é o fato da afirmagio atomica x € ) ser falsa (para qualquer x) ou a afirmagio x ¢ () ser
verdadeira (também para todo x). Resumindo:

Defini¢ao 20 (O conjuunto vazio) O conjunto ) é aquele que se caracteriza por ser verdadeira a afir-
magao Vx(x ¢ () ou, equivalentemente, por ser falsa a afirmagao x(z € ).

Pergunta 2 : Prove que o conjunto vazio é tinico, ou seja, que se considerarmos que existam, em principio,
dois conjuntos @) e () que satisfagam a caracterizacao dada acima para o conjunto vazio, entao teremos
necessariamente que () = (). Nao esqueca de utilizar a definicao de igualdade entre conjuntos.

Exercicio 2 Com as definicoes e notagées fizradas até aqui, sendo A, B e C' conjuntos quaisquer, decida
quais das propriedades a sequir sio validas', quais sdo contingentes? e quais sio falsas.

a) AC A h) (AN B)C = A°U B o) p(AN B) = p(A) N p(B)
b) ANBCB i) ANB = ) «<» A= B° p) p(AU B) = p(A) U p(B)
¢) AUBC B i) AU(B\ B) = e ot
d) BCA< BUA=A k) An(B\B)=
1) BC (A\ B
¢) BCAe BnA=A ) B\ A€ p(A)
g) (AUB)¢= A°N B n) p@) =10 t) (AUB)NC = (ANC)u(BNC)

Lverdadeiras para todos os conjuntos A, B e C
2podendo valer para algum par ou terna de conjuntos A, B e C particular e nio valer para outro



