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1. (2,5) Seja f : R? — R diferenciavel tal que 22 + 3y + z = 1 é o plano tangente ao grafico de

f no ponto (—1,2, f(—1,2)). Determine

(a) A reta tangente ao grafico de g : R — R dada por g(t) = f(te! — cost,2e! + t) no ponto
(0, 9(0)).
(b) O plano tangente ao grafico de h(u,v) = uf(uv,u? + v?) no ponto (1, —1,h(1,—1)).

Resolucgao:

of of
S, 2)(m+1)+6—y(—1, 2)(y—2),

temos que Vf(—1,2) = (-2,-3) e f(-1,2) =24+ 6=1= f(-1,2) = -3

a) Seja o plano tangente a f(—1,2) : z— f(—1,2) =

A reta tangente ao grafico de g em (0, ¢(0)) é: y — g(0) =
Seja y(t) = (x(t),y(t)) = (te’ — cost,2¢" +t). Entdo (0)

J(0) = (G010 5 (0 - 0.0/ (1) =

= %(’y(t))(e +te! + sent) + g‘g

ox
0
i

9'(0)(z — 0).
=(-1,2

(v(t))(2¢" 4+ 1)). Portanto,

g'(0) = gi( 1,2)z(0) a—y(—1,2)y’(0) = —2(e” + 0e° 4 sen0) — 3(2¢° + 1) = —11.
Assim, a reta tangente ao grafico de g em (0,¢(0)) éy = —11x — 3.

b) A equagao do plano tangente ao grafico de h no ponto (ug, vg, h(ug,vo)) é

z — h(ug,vo) = %(UO,UO)@ — up) + @(uo,vo)(y — )

ov

Vh(ug,vo) = (%(Uo,vo), %(Uo,vo))
oh of 0 of 0 0 0
o = S+ 0?) (G 280 S — w4t a2 S
Oh of 0x  Of Oy af of
o (ar ov ' dy av) u(u 87+2 873/)

_ (#(— 4 9f or af 59
—7,4).

h(l,—1) = f(~1,2) = -3

Logo, o plano tangente ao grafico de h no ponto (1,—1,h(1,—1) é& 2z — h(1,-1) =
oh Oh
%(1, —1)(3:—1)4-%(1,—1)@4-1) =2+3=—-T(z—-1)+4(y+1) = Tx-4y+2z-8 = 0



2. (2,5) Considere as seguintes superficies no R?
S = {(-TU,y,Z) € RS : 7$2 + 2y2 — 322 = 20},
Sy =A{(z,y,2) € R3 : 22442 = 32},

(a) Encontre a equagao do plano tangente a superficie S7 no ponto (3, —4,5).

(b) Seja y(t) uma curva diferenciavel com imagem contida na intersecao de Sy e Sz tal que
v(to) = (3,—4,5) e v'(to) # (0,0,0). Encontre a equagio da reta tangente a v no ponto
(3,—4,5).

Resolucgao:
a) Seja f(r,y,z) = 722+ 2y% — 322 — 20 a superficie S; ¢ a superficie de nivel 0 de f.

Vf(x,y,z) = (14x,4y, —62). Logo, f ¢ de Classe C' e Vf(3,—4,5) = 2(21, -8, —15)

O plano tangente a S; no ponto (3,-4,5) sera: Vf(3,—4,5) e (x — 3,y + 4,z —5) =
0=2(21,-8,—-15)e (x —3,y+4,2—5)=0=21x- 8y - 152 - 20 = 0

b) Seja g(w,y,2) = 2? + y? — 22, entdo Sy é a superficie de nivel 0 de g. Sendo
~(t) a intersegdo de S; com Ss, temos que a reta tangente a «y(t) é perpendicular a V f
e a Vg no ponto (3,-4,5).

Vf(x, Y, Z) - (14$, 4y, _GZ) S v.g(x7 Y, Z) - (zxa 2y, _QZ)

Logo, 7/(to) é paralelo a Vf(3,—4,5) x Vg(3,—4,5) || (21,-8,—15) x (3,—4,-5) =
20(—1,3, —3).

Portanto, a reta tangente sera: X = (3,—4,5) + A(—1,3,-3), A € R.



3. (2,5) Determine os valores de a tais que a funcao
f(z,y) = 2a%c* + ay® — 42 — 2ay
tenha exatamente um ponto de sela e dois pontos de minimo local.

Resolugao:  f é classe C? para todo a € R. Se a = 0, entdo f(x,y) = —4z? e todo
ponto {(0,y),y € R} é ponto de maximo de f. Suponhamos a # 0, encontremos os pontos
criticos de f:

gg(x,y):&zy—2a:2a(y—1):0<:>y:1
-1
gi(z,y) =8a%2® — 8z =8z(a’1? —1) =0 z=00uz =+ -
. - 1 1
Logo, os pontos criticos sao: (0,1), (5, 1), (_5’ 1)
0*f Pf s 0*f
21— 90, 2L =240%° - _
PYE a, 922 a“r® —8e 920y 0

H(z,y) = 2a(24az? — 8)
Para o ponto (0,1):
H(0,1) = —16a

Jae(0,1) = =8

1
Para o ponto (—,1) :
a

1
H(—,1) =32
G =
:ca;fylzl
feal3,1) = 16

1
Para o ponto (——,1):
a
1
H(——,1)=32
(~2,1) = 32

feal— 1) = 16

Portanto, para ter 2 pontos de minimo local e 1 ponto de sela: a > 0.



4. (2,5) Sejam f(x,y,z) =z +y — z e S o elipsoide definido por

2 2 2
y z
_ —:1
+T 5 }

S = {(:p,y,z) cR3: %

Determine o valor maximo e minimo de f em S.

Resolucgao: Sendo S fechado e limitado, entao S é compacto. Como f é continua,
pelo teorema de Weierstrass f admite maximo e minimo absolutos em S. Seja g(z,y,z) =
2 2 2
% + yz + % — 1. Entéao o elipsdide é a superficie de nivel 0 de g.
z
Vg(fc,y, Z) = ('I’ ga g) € Vf(.fﬂ, Y, Z) = (1’ ]-a _1)

Observamos Vg(z,y, z) # (0,0,0) para todo (x,y, z) € S. Pelo teorema de multiplicadores de
Lagrange, os candidatos de méximo e minimo de f em S satisfazem {V f(x,y, z), Vg(z,y, z) }
sao L.d. e g(z,y,2) = 0.

y = z Y

Vo(e,y ) x Vi@ y2) = (05,5 x (11, -1) = (-2 = 2o+ 2o - ) = (0,0,0)

_Z2_Z_)

2.3

x+§:O:>z:—3:1:

$—§:0:>y:2:v

L Ao N e L s G JES R !
-+t == —+—+—= xr* = r=-—=o0uxr=——7m
2 4 6 2 4 6 V3 V3
Portant f(1 2 3) 0 2v/3 & o valor de maximo de f em S e
ortanto, f(—,—=,—=) = —= = éo

3V3' V3 3

1 -2 3 6 ) N
f(—3,—3, —3) = 5= —2v/3 é o valor de minimo de f em S.



