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1. (2,5) Em cada caso abaixo calcule o limite se existir, ou mostre que o limite não existe.

(a) lim
(x,y)→(0,0)

sen x− sen y

ex − ey
.

(b) lim
(x,y)→(0,0)

x sen
(√

x4 + y4
)

x2 + y2

Resolução:

a) lim
(x,y)→(0,0)

sinx− sin y

x− y
x− y
ex − ey

Observe que se g : R → R é de classe C1 então lim
(x,y)→(0,0)

g(x)− g(y)
x− y

= g′(0). Logo,

temos que lim
(x,y)→(0,0)

sinx− sin y

x− y
= [

d

dt
sin t]t=0 = cos 0 = 1 e lim

(x,y)→(0,0)

x− y
ex − ey

=

lim
(x,y)→(0,0)

(
ex − ey

x− y
)−1 = [

d

dt
et]t=0 = e0 = 1

Portanto, lim
(x,y)→(0,0)

sinx− sin y

x− y
x− y
ex − ey

= 1 . 1 = 1

b) lim
(x,y)→(0,0)

x sin (
√
x4 + y4)

x2 + y2

√
x4 + y4√
x4 + y4

= lim
(x,y)→(0,0)

sin (
√
x4 + y4)√

x4 + y4
x
√
x4 + y4

x2 + y2

Para o limite da primeira expressão, temos,

lim
(x,y)→(0,0)

sin (
√
x4 + y4)√

x4 + y4
, substituindo

√
x4 + y4 = t, lim

t→ 0

sin t

t
= 1

Para o limite da segunda expressão,

lim
(x,y)→(0,0)

x
√
x4 + y4

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
x

√
x4 + y4

(x2 + y2)2
= lim

(x,y)→(0,0)
x

√
x4

(x2 + y2)2
+

y4

(x2 + y2)2

A expressão
x4

(x2 + y2)2
e

y4

(x2 + y2)2
são limitadas, pois 0 ≤ x2 ≤ x2+y2 ⇒ 0 ≤ (x2)2 ≤

(x2 + y2)2 ⇒ 0 ≤ x4

(x2 + y2)2
≤ 1, logo, a expressão

√
x4

(x2 + y2)2
+

y4

(x2 + y2)2
é uma

expressão limitada sendo multiplicada por um valor que tende a 0, portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

x

√
x4

(x2 + y2)2
+

y4

(x2 + y2)2
= 0

Assim, lim
(x,y)→(0,0)

sin (
√
x4 + y4)√

x4 + y4
x
√
x4 + y4

x2 + y2
= 1 . 0 = 0
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2. (2,5) Considere a função de duas variáveis
2y4 + x4 − x2y − 3x3

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0);

0, se (x, y) = (0, 0).

(a) A função f é contínua em (0, 0)? Justifique sua resposta.

(b) Calcule
∂f

∂x
(0, 0) e

∂f

∂y
(0, 0).

(c) A função f é diferenciável em (0, 0)? Justifique sua resposta.

Resolução:

a) lim
(x,y)→(0,0)

2y4 + x4 − x2y − 3x3

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

2y4

x2 + y2
+

x4

x2 + y2
− x2y

x2 + y2
− 3x3

x2 + y2
=

lim
(x,y)→(0,0)

2y2y2

x2 + y2
+

x2x2

x2 + y2
− y x2

x2 + y2
− 3x x2

x2 + y2

Sendo
x2

x2 + y2
ou

y2

x2 + y2
limitada, pois 0 ≤ x2 ≤ x2 + y2 ⇒ 0 ≤ x2

x2 + y2
≤ 1

Temos então quatro multiplicações de um conjunto limitado por um valor que tende
a zero, sendo assim,

lim
(x,y)→(0,0)

2y2y2

x2 + y2
+

x2x2

x2 + y2
− y x2

x2 + y2
− 3x x2

x2 + y2
= 0

Logo, a função f é contínua em (0,0), já que lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0

b)
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x− 0

= lim
x→0

0+x4−0−3x3

x2+0
− 0

x
= lim

x→0

x4 − 3x3

x3
= lim

x→0

x3(x− 3)

x3
=

lim
x→0

x− 3 = −3.

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y − 0

= lim
y→0

2y4+0−0−0
0+y2

− 0

y
= lim

y→0

2y4

y3
= lim

y→0
2y = 0.

c) Sendo, lim
(h,k)→(0,0)

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− ∂f
∂x (x0, y0)h−

∂f
∂y (x0, y0)k

||(h, k)||
com (x0, y0) =

(0, 0), temos então,

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− ∂f
∂x (0, 0)h−

∂f
∂y (0, 0)k

||(h, k)||
= lim

(h,k)→(0,0)

2k4+h4−h2k−3h3

h2+k2
− 0 + 3h− 0

√
h2 + k2

=

lim
(h,k)→(0,0)

2k4+h4−h2k−3h3+3h3+3hk2

h2+k2√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

2k4 + h4 − h2k + 3hk2

2
√
(h2 + k2)3

Considerando uma curva γ(t) = (t, t), temos

lim
t→0

2t4 + t4 − t3 + 3t3√
(2t2)3

= lim
t→0

3t4 + 2t3

|t| t2
√
8

= lim
t→0

t3(3t+ 2)

|t| t2
√
8

= lim
t→0

t(3t+ 2)

|t|
√
8


limt→0+

t(3t+2)

t
√
8

= 2√
8

limt→0−
t(3t+2)

−t
√
8

= − 2√
8

⇒

lim
t→0

t(3t+ 2)

|t|
√
8

não existe

Logo, a função f não é diferenciável em (0,0).
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2 (2,5) Considere a função de duas variáveis
3y4 + x4 − x2y − 2x3

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0);

0, se (x, y) = (0, 0).

(a) A função f é contínua em (0, 0)? Justifique sua resposta.

(b) Calcule
∂f

∂x
(0, 0) e

∂f

∂y
(0, 0).

(c) A função f é diferenciável em (0, 0)? Justifique sua resposta.

Resolução:

a) lim
(x,y)→(0,0)

3y4 + x4 − x2y − 2x3

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

3y4

x2 + y2
+

x4

x2 + y2
− x2y

x2 + y2
− 2x3

x2 + y2
=

lim
(x,y)→(0,0)

3y2y2

x2 + y2
+

x2x2

x2 + y2
− y x2

x2 + y2
− 2x x2

x2 + y2

Sendo
x2

x2 + y2
ou

y2

x2 + y2
limitada, pois 0 ≤ x2 ≤ x2 + y2 ⇒ 0 ≤ x2

x2 + y2
≤ 1

Temos então quatro multiplicações de um conjunto limitado por um valor que tende
a zero, sendo assim,

lim
(x,y)→(0,0)

3y2y2

x2 + y2
+

x2x2

x2 + y2
− y x2

x2 + y2
− 2x x2

x2 + y2
= 0

Logo, a função f é contínua em (0,0), já que lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0

b)
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x− 0

= lim
x→0

0+x4−0−2x3

x2+0
− 0

x
= lim

x→0

x4 − 2x3

x3
= lim

x→0

x3(x− 2)

x3
=

lim
x→0

x− 2 = −2.

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y − 0

= lim
y→0

3y4+0−0−0
0+y2

− 0

y
= lim

y→0

3y4

y3
= lim

y→0
3y = 0.

c) Sendo, lim
(h,k)→(0,0)

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− ∂f
∂x (x0, y0)h−

∂f
∂y (x0, y0)k

||(h, k)||
com (x0, y0) =

(0, 0), temos então,

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− ∂f
∂x (0, 0)h−

∂f
∂y (0, 0)k

||(h, k)||
= lim

(h,k)→(0,0)

3k4+h4−h2k−2h3

h2+k2
− 0 + 2h− 0

√
h2 + k2

=

lim
(h,k)→(0,0)

3k4+h4−h2k−2h3+2h3+2hk2

h2+k2√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

3k4 + h4 − h2k + 2hk2

2
√
(h2 + k2)3

Considerando uma curva γ(t) = (t, t), temos

lim
t→0

3t4 + t4 − t3 + 2t3√
(2t2)3

= lim
t→0

4t4 + t3

|t| t2
√
8
= lim

t→0

t3(4t+ 1)

|t| t2
√
8

= lim
t→0

t(4t+ 1)

|t|
√
8


limt→0+

t(4t+1)

t
√
8

= 1√
8

limt→0−
t(4t+1)

−t
√
8

= − 1√
8

⇒

lim
t→0

t(4t+ 1)

|t|
√
8

não existe

Logo, a função f não é diferenciável em (0,0).
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3. (2,5) Determine os planos que contém os pontos (2, 1, 16) e (1, 1, 12) e que sejam tangentes
ao gráfico de f(x, y) = xy2.

Resolução: A equação do plano tangente ao gráfico de f(x, y) será, caso f seja diferen-
ciável,

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

Sendo
∂f

∂x
= y2 e

∂f

∂y
= 2xy, percebe-se que as derivadas parciais são contínuas em todo o

domínio de f(x, y), logo, f(x, y) é diferenciável e, portanto, a equação do plano encontrada
será do plano tangente ao gráfico de f .

I. Para o ponto (2,1,16): 16 = f(x0, y0) + y20(2− x0) + 2x0y0(1− y0)
II. Para o ponto (1,1,12): 12 = f(x0, y0) + y20(1− x0) + 2x0y0(1− y0)

Fazendo I - II: 4 = y20 ⇒ y0 = 2 ou y0 = −2
Substituindo o valor de y0 = 2 para a expressão II: 12 = f(x0, 2)+22(1−x0)+2x02(1−2)⇒
12 = 4x0 + 4− 4x0 − 4x0 ⇒ x0 = −2

Portanto, temos que a equação do plano tangente a f(x, y) que contém os pontos (2,1,16)
e (1,1,12), será,
z = f(−2, 2) + 4(x+ 2)− 8(y − 2)⇒ z = −8 + 4x+ 8− 8y + 16⇒ 4x− 8y − z + 16 = 0

Substituindo o valor de y0 = −2 para a expressão II: 12 = f(x0,−2) + (−2)2(1 − x0) +

2x0(−2)(1 + 2)⇒ 12 = 4x0 + 4− 4x0 − 12x0 ⇒ x0 = −
2

3

Portanto, temos que a equação do plano tangente a f(x, y) que contém os pontos (2,1,16)
e (1,1,12), será,

z = f(−2

3
,−2) + 4(x+

2

3
) +

8

3
(y + 2)⇒ z = −8

3
+ 4x+

8

3
+

8

3
y +

16

3
⇒ 4x+

8

3
y − z + 16

3
=

0⇒ 12x+ 8y − 3z + 16 = 0
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3 (2,5) Determine os planos que contém os pontos (2, 1,−16) e (1, 1,−20) e que sejam tangentes
ao gráfico de f(x, y) = xy2.

Resolução: A equação do plano tangente ao gráfico de f(x, y) será, caso f seja diferen-
ciável,

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

Sendo
∂f

∂x
= y2 e

∂f

∂y
= 2xy, percebe-se que as derivadas parciais são contínuas em todo o

domínio de f(x, y), logo, f(x, y) é diferenciável e, portanto, a equação do plano encontrada
será do plano tangente ao gráfico de f .

I. Para o ponto (2,1,-16): −16 = f(x0, y0) + y20(2− x0) + 2x0y0(1− y0)
II. Para o ponto (1,1,-20): −20 = f(x0, y0) + y20(1− x0) + 2x0y0(1− y0)

Fazendo I - II: 4 = y20 ⇒ y0 = 2 ou y0 = −2
Substituindo o valor de y0 = 2 para a expressão II: −20 = f(x0, 2)+22(1−x0)+2x02(1−2)⇒
−20 = 4x0 + 4− 4x0 − 4x0 ⇒ x0 = 6

Portanto, temos que a equação do plano tangente a f(x, y) que contém os pontos (2,1,-16) e
(1,1,-20), será,
z = f(6, 2) + 4(x− 6) + 24(y − 2)⇒ 4x+ 24y − z − 48 = 0

Substituindo o valor de y0 = −2 para a expressão II: −20 = f(x0,−2) + (−2)2(1 − x0) +
2x0(−2)(1 + 2)⇒ −20 = 4x0 + 4− 4x0 − 12x0 ⇒ x0 = 2

Portanto, temos que a equação do plano tangente a f(x, y) que contém os pontos (2,1,-16) e
(1,1,-20), será,
z = f(2, 2) + 4(x− 2)− 8(y + 2)⇒ z = 8 + 4x− 8− 8y − 16⇒ 4x− 8y − z − 16 = 0
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4. (2,5) Considere a função f(x, y) = (x2 + 2y2)2/3.

(a) Determine o conjunto de pontos de R2 onde
∂f

∂x
e
∂f

∂y
existem.

(b) Determine o conjunto de pontos de R2 onde
∂f

∂x
e
∂f

∂y
são contínuas.

(c) Determine o conjunto de pontos de R2 onde f é diferenciável.

Resolução:
a) i. Para (x, y) 6= (0, 0) :

∂f

∂x
(x, y) =

2

3
(x2 + 2y2)−1/3 2x =

4x

3(x2 + 2y2)1/3

Para (x, y) = (0, 0) :

lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x− 0

= lim
x→0

(x2 + 0)2/3 − 0

x
= lim

x→0

x4/3

x
= lim

x→0
x1/3 = 0

ii. Para (x, y) 6= (0, 0) :

∂f

∂y
=

2

3
(x2 + 2y2)−1/3 4y =

8y

3(x2 + 2y2)1/3

Para (x, y) = (0, 0) :

lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y − 0

= lim
y→0

(0 + 2y2)2/3 − 0

y
= lim

y→0

y4/3 3
√
4

y
= lim

y→0
y1/3

3
√
4 = 0

Portanto, as derivadas parciais existem para todo o R2.

b) i.
∂f

∂x
será contínua em (0,0) ⇔ lim

(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(0, 0) = 0, logo,

lim
(x,y)→(0,0)

4x

3(2x2 + y2)1/3
= lim

(x,y)→(0,0)

4

3
3

√
x3

2x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

4

3
3

√
x x2

2x2 + y2

Com
x2

2x2 + y2
limitada, pois 0 ≤ x2 ≤ 2x2+y2 ⇒ 0 ≤ x2

2x2 + y2
≤ 1, sendo multiplicada

por um valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

4

3
3

√
x x2

2x2 + y2
= 0 =

∂f

∂x
(0, 0) o que implica que

∂f

∂x
é contínua em (0,0), além

de ser contínua em (x, y) 6= (0, 0) pois é quociente de funções contínuas onde o denomi-
nador não se anula.

ii.
∂f

∂y
será contínua em (0,0) ⇔ lim

(x,y)→(0,0)

∂f

∂y
(x, y) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0, logo,

lim
(x,y)→(0,0)

8y

3(2x2 + y2)1/3
= lim

(x,y)→(0,0)

8

3
3

√
y3

2x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

8

3
3

√
y y2

2x2 + y2

Com
y2

2x2 + y2
limitada, pois 0 ≤ y2 ≤ 2x2+y2 ⇒ 0 ≤ y2

2x2 + y2
≤ 1, sendo multiplicada

por um valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

8

3
3

√
y y2

2x2 + y2
= 0 =

∂f

∂y
(0, 0) o que implica que

∂f

∂y
é contínua em (0,0), além

6



de ser contínua em (x, y) 6= (0, 0) pois é quociente de funções contínuas onde o denomi-
nador não se anula.

Logo, as derivadas parciais são contínuas em todo o R2.

c) Já que as derivadas parciais existem e são contínuas em todo o Domf = R2, isso
implica que f é diferenciável em todo o seu domínio, ou seja, f é diferenciável em todo
R2.
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4 (2,5) Considere a função f(x, y) = (2x2 + y2)2/3.

(a) Determine o conjunto de pontos de R2 onde
∂f

∂x
e
∂f

∂y
existem.

(b) Determine o conjunto de pontos de R2 onde
∂f

∂x
e
∂f

∂y
são contínuas.

(c) Determine o conjunto de pontos de R2 onde f é diferenciável.

Resolução:
a) i. Para (x, y) 6= (0, 0) :

∂f

∂x
(x, y) =

2

3
(2x2 + y2)−1/3 4x =

8x

3(2x2 + y2)1/3

Para (x, y) = (0, 0) :

lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x− 0

= lim
x→0

(2x2 + 0)2/3 − 0

x
= lim

x→0

x4/3 3
√
4

x
= lim

x→0
x1/3

3
√
4 = 0

ii. Para (x, y) 6= (0, 0) :

∂f

∂y
=

2

3
(2x2 + y2)−1/3 2y =

4y

3(2x2 + y2)1/3

Para (x, y) = (0, 0) : lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y − 0

= lim
y→0

(0 + y2)2/3 − 0

y
= lim

y→0

y4/3

y
= lim

y→0
y1/3 =

0

Portanto, as derivadas parciais existem para todo o R2.

b) i.
∂f

∂x
será contínua em (0,0) ⇔ lim

(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(0, 0) = 0, logo,

lim
(x,y)→(0,0)

8x

3(2x2 + y2)1/3
= lim

(x,y)→(0,0)

8

3
3

√
x3

2x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

8

3
3

√
x x2

2x2 + y2

Com
x2

2x2 + y2
limitada, pois 0 ≤ x2 ≤ 2x2+y2 ⇒ 0 ≤ x2

2x2 + y2
≤ 1, sendo multiplicada

por um valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

8

3
3

√
x x2

2x2 + y2
= 0 =

∂f

∂x
(0, 0) o que implica que

∂f

∂x
é contínua em (0,0), além

de ser contínua em (x, y) 6= (0, 0) pois é quociente de funções contínuas onde o denomi-
nador não se anula.

ii.
∂f

∂y
será contínua ⇔ lim

(x,y)→(0,0)

∂f

∂y
(x, y) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0, logo,

lim
(x,y)→(0,0)

4y

3(2x2 + y2)1/3
= lim

(x,y)→(0,0)

4

3
3

√
y3

2x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

4

3
3

√
y y2

2x2 + y2

Com
y2

2x2 + y2
limitada, pois 0 ≤ y2 ≤ 2x2+y2 ⇒ 0 ≤ y2

2x2 + y2
≤ 1, sendo multiplicada

por um valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

4

3
3

√
y y2

2x2 + y2
= 0 =

∂f

∂y
(0, 0) o que implica que

∂f

∂y
é contínua em (0,0), além
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de ser contínua em (x, y) 6= (0, 0) pois é quociente de funções contínuas onde o denomi-
nador não se anula.

Logo, as derivadas parciais são contínuas em todo R2

c) Já que as derivadas parciais existem e são contínuas em todo o Domf = R2, isso
implica que f é diferenciável em todo o seu domínio, ou seja, f é diferenciável em todo
R2.
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