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1. (2,5) Em cada caso abaixo calcule o limite se existir, ou mostre que o limite nao existe.

(a)

(b)

. senx — seny
lim —— <
(z,y)—(0,0) ¥ —eY

T sen (x/zzc‘l + y4>

lim
(2,9)—(0,0) z? +y?
Resolucgao:
) sinx —siny * —y
a) lim
(zy)—(00) x—Y er —e¥

Observe que se g : R — R ¢ de classe C! entdo  lim M = ¢'(0). Logo,
(zy)—(0,0) T—Y

sinx — siny i T —
im =
(z,y)—(0,0) €* — €Y

d
temos que (x,yl)iin(o,o)xi—y = [a sintl;—p = cos0 = 1 e

i e’ —el g d 0
= [ elimo=e¢ =1
(:v,y)lg%o,O)( x—y ) [dte li—o=¢e

sinx —siny x —y 1121

Portanto,  lim
(zy)—00) T—y e¥—eY

b) I xsin (/2 +yh) 2t + ot y sin (vt +y4) x /xt + y?
im = lim

(@y)—00) % +y? Vit + gyt @y)—=00) /ot 4y x2 4y

Para o limite da primeira expressao, temos,

. 4 4 . t
sin (vt +y%) ‘x—i_y), substituindo /z% + y* = ¢, lim Py

lim
(z,9)—(0,0)

Para o limite da segunda expressao,

NGET

I I w4yt I AN

11m —_— = 1m X —_— = 11m X

(@y)—(00) z2+y? (@y)—00  \ (@2 +9%)? (2900 (2 4+9y2)? (22 +y?)?
4

4
v y 50 limi ~ 2 2., ,2 242
@2+ )2 e 2+ 22 sao limitadas, pois 0 < z° < z*+y~ = 0 < (z7)° <
4 1 .
v 5 z Y ,
(2 +y%)? = 0 < —— < 1, logo, a expressio + & uma.
(2 + %) (224972 7 (a2 +y?)

A expressao

expressao limitada sendo multiplicada por um valor que tende a 0, portanto,

li vt y! 0
m x + =
(2,9)—(0,0) (22 +92)2 (224 9?)?

sin(Vat +yh) 2t yt

Assim, lim

(z,9)=(0,0)  /azt +yt x2 + o2



2. (2,5) Considere a funcao de duas variaveis

2yt + 2t — 2%y — 323
g e (0.y) £ (0,0)

0, se (x,y) = (0,0).

(a) A fungao f é continua em (0,0)? Justifique sua resposta.

of aof
(b) Calcule %(0’0) e 8—y(0,0).

(c) A funcao f é diferenciavel em (0,0)? Justifique sua resposta.

Resolucgao:

a)  lim 2yt 4zt — 22y — 323 ~ lim 2y n x? _ %y _ 323 _
(2,y)—(0,0) 2 + y2 ()00 2 +y2 22 +y2 22 +y2 22+ y2
lim 21292 + x2a? oy z? _ 3z 22

(zy)—(0,0) 22 +y2  22+y2 24 y? 2?4 y?

2 2 2
Sendo ij_ 7 ou 21 limitada, pois 0 < z? < 2+ y2 =0< xQxi—l—yQ <1

Temos entao quatro multiplicagoes de um conjunto limitado por um valor que tende
a zero, sendo assim,

. 2%y x2z? y x? 3z 22

lim SR R e Rt Sepm S S R
(z,9)—(0,0) x° + Yy ety ety T4 +y

Logo, a fungao f é continua em (0,0), ja que  lim  f(z,y) = f(0,0) =0

(z,y)—(0,0)
0+x*—0—323

9 0) — £(0,0 -0 13,0 3z — 3
b) 2(0,0) = 1 FEO SO0 _ ) a0 TN T C k)

ox z—0 z—0 z—0 T z—0 3 z—0 3
limx — 3 = —3.
z—0

2y*+0-0-0
O .oy — iy TOW) = F0.0) _ . Torp— =0t
—(0,0) = lim = lim ————— = lim — = lim 2y = 0.
6y y—0 Yy — 0 y—0 Yy y—0 y3 y—0
, F@o +hyyo + k) = f (o, y0) — 5L (w0, yo)h — L (w0, yo)k
c) Sendo, lim com (zg,y0) =
(hk)=(0,0) (R, B
(0,0), temos entao,
0 o 4, p4_ 1271913

o SR = f0.0 -G O.0h- GO0k - BRI - 0430-0
o0 [ B)] (hyk)—=(0,0) Vh2 + k?

. 2k*+h*—h .;22—_?224-3}1 +3hk B . 94 + Bt — B2k + 3hk2
(h,k)—(0,0) Vh? + k? (h.k)—+(0,0) o/ (h? + k2)3
Considerando uma curva v(t) = (¢,t), temos

lim t(3t42) _ 2
oottt B3 sty $8(Bt+2) . t3t+2) 0T VR 8
lim = =lim ———— = lim ———= = lim ————=
t—0 (275 ) t=0 |t|t V8 t=0 |¢| ¢ V8 t=0 || V8 lim, t3t42) _ 2
—U0~ t\/g -
2

lim m nao existe
=0 |t| /8

Logo, a fung¢ao f nao ¢é diferenciavel em (0,0).



2 (2,5) Considere a funcao de duas variaveis

3yt + 2t — 2%y — 223
A se (a.) # (0.0

0, se (x,y) = (0,0).

(a) A fungao f é continua em (0,0)? Justifique sua resposta.

of aof
(b) Calcule %(0’0) e 8—y(0,0).

(c) A funcao f é diferenciavel em (0,0)? Justifique sua resposta.

Resolugao:
i By' +at —aty —22° : 3y* ' %y 203
a) lim 2 2 = lim R T B R e e
(z,9)—(0,0) Tt +y (@) —00) 2 +y2 22 +y2 a2+y2 aZ+y
i SYY o @fat  ya® | 2za
@)—00) 22 +y? a2 +y? a2 +y? a2 4y?
2 2 )
* x
Send limitad S ST BEPE
enow2+y20ux2+y2 imitada, pois 0 < z° < 2° +y Sy s

Temos entao quatro multiplicagoes de um conjunto limitado por um valor que tende
a zero, sendo assim,
3y2y2 2222 y 72 9 22
1m + - — =
@y)—»00 22 +y> 2?4y a2 +y? 2?4 yP

Logo, a fungao f é continua em (0,0), ja que  lim  f(z,y) = f(0,0) =0

(2,y)—(0,0)
O+z?—-0-22% 4 3 3
- —2 —2
b) 2(0,0) = 1y LEO SO0 _ ) o i T2y @)
ox z—0 z—0 z—0 T =0 a3 z—0 3
limx —2=-2.
z—0
3y*4+0—0-0
0 0,y) — £(0,0 “orz 0 3yt
98 0,0) = tim 2O = SO0 o Tonr T T Y gy — 0,
6y y—0 Yy — 0 y—0 Yy y—0 y3 y—0
, F@o +hyyo + k) = f (o, y0) — 5L (w0, yo)h — L (w0, yo)k
c) Sendo, lim com (zg,y0) =
(hk)=(0,0) [|(h, B
(0,0), temos entao,
of of k*+h*—h2k—2h3
lim f(h,k)—f(O,O)—a—I(O,O)h—8—y(0,0)k _ lim %—O‘FQ}Z—O -
o0 o[BI (h,k)=(0,0) Vh? + k2
. SRt —hb2h 2l a2l o Bk R — b2k 4 2k
(h,k)—(0,0) Vh? + k? (h,k)—(0,0) Y/ (h? + k2)3
Considerando uma curva v(t) = (¢,t), temos
lim M) 1
o3ttt 2t at4td . (4t +1) . t(4t+1) 0T TR 8
lim = lim 5 = lim ———= = lim ————=
t—0 (2752)3 =0 |t| ¢ N |t|t NG t—0 |t|\/§ lim A+l _ 1
A . t—0~ —tv/8 NG
lim M nao existe
t—0 |t| \/g

Logo, a fung¢ao f nao ¢é diferenciavel em (0,0).



3. (2,5) Determine os planos que contém os pontos (2,1,16) e (1,1,12) e que sejam tangentes
ao grafico de f(x,y) = zy?.

Resolugao: A equagao do plano tangente ao grafico de f(x,y) sera, caso f seja diferen-
ciavel,

z = f(zo,%0) + gi(fvovyo)(f —x0) + Zg(fﬂo,yo)(y )

Sendo — =

ox

y“ e
dominio de f(x,y), logo, f(x,y) ¢é diferenciavel e, portanto, a equa¢ao do plano encontrada
serd do plano tangente ao gréfico de f.

= 2xy, percebe-se que as derivadas parciais sao continuas em todo o

of _ o Of
dy

I. Para o ponto (2,1,16): 16 = f(xo, o) + %2 (2 — x0) + 2x0yo(1 — yo)
I1. Para o ponto (1,1,12): 12 = f(20,%0) + va(1 — o) + 220y0(1 — yo)

Fazendo I - I: 4 = 2 = yp =2 ou yp = —2
Substituindo o valor de yy = 2 para a expressio II: 12 = f(xg,2) +2%(1 — z0) +2202(1 — 2) =
12 =4x9+4 — 4dxg — 4dxg = 9 = —2

Portanto, temos que a equagdo do plano tangente a f(x,y) que contém os pontos (2,1,16)
e (1,1,12), sera,
z2=f(-2,2)+4(z+2)-8(y—2)=2=-8+4r+8—-8y+16=4r -8y —2+16=0

Substituindo o valor de gy = —2 para a expressao 1I: 12 = f(zg, —2) + (—2)%(1 — x¢) +
2

200(=2)(1 +2) = 12 = g +4 — dzp — 1220 = 9 = —3

Portanto, temos que a equagao do plano tangente a f(z,y) que contém os pontos (2,1,16)
e (1,1,12), sera,

2 2
z= f(—g, —2) +4(x + g) +
0=1224+8y—324+16=0

( +2):>Z_—§+4$+§+§ —i—E:Mlaz:—i—§ —z—i—E—
4 ~ 73 373973 3Y 3

w| oo



3 (2,5) Determine os planos que contém os pontos (2,1, —16) e (1,1, —20) e que sejam tangentes
ao grafico de f(x,y) = zy?.

Resolugao: A equagao do plano tangente ao grafico de f(x,y) sera, caso f seja diferen-
ciavel,

z = f(zo,%0) + gi(fvovyo)(f —x0) + Zg(fﬂo,yo)(y )

Sendo — =

ox

y“ e
dominio de f(x,y), logo, f(x,y) ¢é diferenciavel e, portanto, a equa¢ao do plano encontrada
serd do plano tangente ao gréfico de f.

= 2xy, percebe-se que as derivadas parciais sao continuas em todo o

of _ o Of
dy

L. Para o ponto (2,1,-16): —16 = f(x0,¥0) + ¥5(2 — @0) + 2z0y0(1 — o)
I1. Para o ponto (1,1,-20): —20 = f(x0, y0) + y5(1 — 20) + 220y0(1 — yo)

Fazendo I - I: 4 = 2 = yp =2 ou yp = —2
Substituindo o valor de yg = 2 para a expressio II: —20 = f(z0, 2) +22(1 —x0) +2202(1 —2) =
—20=4x9+4—4xg—4x90 = 19 =6

Portanto, temos que a equac¢ao do plano tangente a f(x,y) que contém os pontos (2,1,-16) e
(1,1,-20), sera,
2= £(6,2) +4(zx — 6) +24(y — 2) = 4z + 24y — 2z — 48 = 0

Substituindo o valor de yg = —2 para a expressao II: —20 = f(zg, —2) + (=2)%(1 — z¢) +
220(—2)(1 + 2) = —20 = dwg + 4 — dwg — 1229 = 7 = 2

Portanto, temos que a equagao do plano tangente a f(x,y) que contém os pontos (2,1,-16) e
(1,1,-20), sera,
z2=f(2,2)+4(x—-2)-8(y+2)=>2=8+4r—-8—-8y—16=4r—-8y—2—-16=0



(a)

(b)
()

4. (2,5) Considere a funcao f(z,y) = (2 + 2y?)?/3.

0
Determine o conjunto de pontos de R? onde ==~ e —f existem.

or Oy
of of

Determine o conjunto de pontos de R? onde —— e —— sdo continuas.
x Y

Determine o conjunto de pontos de R? onde f é diferenciavel.

Resolucao:
a) i. Para (z,y) # (0,0) :

of

2 4
So(ay) = S+ 2?2 = ”””

3(1.2 + 2y2)1/3

Para (z,y) = (0,0) :
_ 2 2/3 4/3
lim f(x,0) - £(0,0) = lim w = lim 2 = lim 2V

z—0 x—0 z—0 X z—0 = z—0

3:0

ii. Para (z,y) # (0,0) :

of 2 .
85 = S+ 2y =

Para (z,y) = (0,0) :

%
3($2 + 2y2)1/3

_ ou2)2/3 _ 4/3 /7
limf(o’y) f(O,O):hm (0 +2y) O:Iimy \[:lim Y3 Y1=0
y—0 y—0 y—0 Y y—0 Y y—0

Portanto, as derivadas parciais existem para todo o R2.

0 0 _ 0
b) i. of sera continua em (0,0) &  lim f x,y f(O 0) = 0, logo,
Ox (z,)—(0 0) 8a:
linn - af T
(z,y)—(0, 0) (2552 +vy )1/3 N (z y)—> (0,0) 2:62 + y (x y)_> () 0) 222 + y2
Com 2274_2 limitada, pois 0 < x? < 222 +y =0< 522 1 2 Ty § 1, sendo multiplicada
x

por um Valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

4,/ 2 0 0
(x,y%igio,O) 3 ¥ ﬁ =0= Gi (0,0) o que implica que 8—£ ¢ continua em (0,0), além

de ser continua em (x,y) # (0,0) pois é quociente de funcoes continuas onde o denomi-
nador nao se anula.

8f x,y af(O 0) = 0, logo,
—(0,0) 8y

lim = ‘ 3l J
(z,y)—(0, O) (2562 + Y )1/3 (z y)—) (0,0) 21’2 + y (z y)—) (0,0) 21’2 + y

limitada, pois 0 < y? < 222 +y? = 0 <

ii. == sera continua em (0,0 hm
5 (0.0)

— < < 1, sendo multiplicada
2:1;2 + 2 2% 2 + y
por um Valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

8 2 0 0
lim ¢ % =0= —f(O, 0) o que implica que of é continua em (0,0), além
(z,y)—(0,0) 3 \| 222 +y oy y



de ser continua em (x,y) # (0,0) pois é quociente de funcoes continuas onde o denomi-
nador nao se anula.

Logo, as derivadas parciais sdo continuas em todo o R2.

c) Ja que as derivadas parciais existem e sao continuas em todo o Domy = R?, isso
implica que f é diferencidvel em todo o seu dominio, ou seja, f é diferenciavel em todo

R2.



4 (2,5) Considere a funcao f(z,y) = (222 + y2)%/3.

(a)

(b)
()

0 0
Determine o conjunto de pontos de R? onde —f e —f existem.
or Oy
2 of
Determine o conjunto de pontos de R* onde % e a— sao continuas.
x

Determine o conjunto de pontos de R? onde f ¢ diferenciavel.

Resolucgao:
a) i. Para (z,y) # (0,0) :

of
ox

Para (z,y) = (0,0) :

8x

_2 2 2 71/3 —

_ 2 2/3 _ 4/3 3
im L0 = £0,0) (227 +0) 0 _ (o T0VA 1ir%x1/3 Y1=0
z—

z—0 x—0 z—0 x z—0 €T

ii. Para (z,y) # (0,0) :

of 2 2 1/3 4y
2z y=—-—"———
Ay 3( ) Y 3(222 + y2)1/3
_ 2\2/3 _ 4/3 )
Para (z,y) = (0,0) : lim f0.y) = /(0.0 = lim O+y)77 -0 = lim Y = lim y'/3 =
y—0 y—0 y—0 Y y—=0 gy y—0

0

Portanto, as derivadas parciais existem para todo o R2.

of O oy = _
b) i. o sera continua em (0,0) < ,yl)lino 0) 8x =50 (0,0) =0, logo,

lim y 8, xa?
= m Al
(2,y)— (0, o> (2x2 3222 + )13 @ y)a (0,0) 2:62 + 142 (2y)—(00) 3\ 222 4 y?
2

Com limitada, pois 0 < 22 < 222 +y =0< < 1, sendo multiplicada

21’2 =+ y2 - 9 902 1 22 + y2
por um valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

/ 2
(a:,y%ilﬁ0,0)z ¥ ﬁ =0= gﬁ(o, 0) o que implica que g‘i é continua em (0,0), além

de ser continua em (x,y) # (0,0) pois é quociente de fungoes continuas onde o denomi-
nador nao se anula.

of 8f

ii. o sera continua < (az,yh—r)rEO 0 ( (0,0) =0, logo,
lim =
(z,5)—(0,0) 3(23:2 + Y )1/3 (z y)—) (0,0) 2352 + 12 ,y)—> (0,0) 23:2 + 12
Com ———— limitada, pois 0 < y* < 222 +y? = 0 < 5 < 1, sendo multiplicada
2:62 + 12 2 2

por um valor que tende a zero, seu resultado tende a ser 0. Portanto,

4 2 0 0
lim ¢ % =0= —f(O, 0) o que implica que of é continua em (0,0), além
(z,y)—(0,0) 3 \| 222 +y oy y

8



de ser continua em (x,y) # (0,0) pois é quociente de funcoes continuas onde o denomi-
nador nao se anula.

Logo, as derivadas parciais sio continuas em todo R?

c) Ja que as derivadas parciais existem e sao continuas em todo o Domy = R?, isso
implica que f é diferencidvel em todo o seu dominio, ou seja, f é diferenciavel em todo

R2.



