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1. (1,5) Considere a função de duas variáveis f(x, y) = y −
√
1− 2x2.

Encontre uma parametrização para a curva de nível c = 2 de f . Determine a equação da reta

tangente à curva no ponto

(
1

2
, 2 +

√
2

2

)
.

Resolução: Df = {(x, y) ∈ R2 : − 1√
2
≤ x ≤ 1√

2
}

f(x, y) = c ⇒ y −
√

1− 2x2 = 2 ⇒
√
1− 2x2 = y − 2 ⇒ 1 − 2x2 = (y − 2)2 ⇒ 1 =

(
√
2x)2 + (y − 2)2{
x(t) = cos t√

2

y(t) = 2 + sin t
⇒ γ(t) = (

cos t√
2
, 2 + sin t), t ∈ R, é uma parametrização de f(x, y) na

curva de nível c = 2.

Seja γ′(t) = (−sin t√
2
, cos t).

Sendo γ(t) = (
cos t√

2
, 2 + sin t) = (

1

2
, 2 +

√
2

2
)⇒ t =

π

4

Logo, a equação da reta tangente à curva no ponto (
1

2
, 2 +

√
2

2
) será: X = γ(π4 ) + λ γ′(π4 ) =

(12 , 2 +
√
2
2 ) + λ (−1

2 ,
√
2
2 ), λ ∈ R.
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2. (2,0) Em cada caso abaixo calcule o limite se existir, ou mostre que o limite não existe.

(a) lim
(x,y)→(0,0)

sen x− y
x− sen y

.

(b) lim
(x,y)→(0,0)

x3 sen
(
x2 + y2

)
x4 + y2

Resolução:

a) lim
(x,y)→(0,0)

sin(x)− y
x− sin(y)

Tomando γ1(t) = (t, 0), temos

lim
t→ 0

sin t− 0

t− 0
= lim

t→ 0

sin t

t
= 1

Porém, se tomarmos uma curva γ2(t) = (t, t), temos

lim
t→ 0

sin t− t
t− sin t

= lim
t→ 0

−(t− sin t)

t− sin t
= −1

Ao utilizar duas curvas distintas que tendem ao mesmo ponto, (0,0), temos valores de

limites diferentes, logo, o lim
(x,y)→(0,0)

sin(x)− y
x− sin(y)

não existe.

b) lim
(x,y)→(0,0)

x3 sin(x2 + y2)

x4 + y2
x2 + y2

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
x3(x2 + y2)

x4 + y2

Para a primeira expressão do limite, temos

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
, substituindo x2 + y2 = t⇒ lim

t→ 0

sin t

t
= 1

Para a segunda expressão do limite, temos

lim
(x,y)→(0,0)

x3(x2 + y2)

x4 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x3 x2

x4 + y2
+

x3 y2

x4 + y2

Sendo
x4

x4 + y2
e

y2

x4 + y2
limitadas, pois 0 ≤ x4 ≤ x4 + y2 ⇒ 0 ≤ x4

x4 + y2
≤ 1 e

0 ≤ y2 ≤ x4 + y2 ⇒ 0 ≤ y2

x4 + y2
≤ 1, temos então duas expressões limitadas sendo

multiplicadas por um valor que tende a 0. Logo,

lim
(x,y)→(0,0)

x3 x2

x4 + y2
+

x3 y2

x4 + y2
= 0

Portanto,

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
x3(x2 + y2)

x4 + y2
= 1 . 0 = 0
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3. (2,5) Considere a função de duas variáveis f(x, y) =
xy

|x|+ |y|

(a) Determine o domínio e a imagem de f .
(b) Determine e esboce a curvas de nível 1 de f .
(c) Existe a ∈ R para que a seguinte função seja contínua em (0, 0)?

g(x, y) =


xy

|x|+ |y|
se (x, y) 6= (0, 0)

a se (x, y) = (0, 0)

Resolução:
a) Df = {(x, y) ∈ R2 : (x, y) 6= (0, 0)}

Se x > 0⇒ f(x, x) =
x2

2x
=
x

2
∈ R+

Se x < 0⇒ f(x,−x) = −x
2

2x
= −x

2
∈ R−

Se x = 0 e y 6= 0⇒ f(x, y) =
0y

y
= 0

Logo, Imf = R

b) Sendo c = 1, temos
f(x, y) = c⇒ xy

|x|+ |y|
= 1⇒ xy = |x|+ |y| ⇒ x . y ≥ 0

Caso i) x, y > 0⇒ xy = x+ y ⇒ y(x− 1) = x⇒ y =
x

x− 1
⇒ x > 1

Caso ii) x, y < 0⇒ xy = −x− y ⇒ y(x+ 1) = −x⇒ y = − x

x+ 1
⇒ x < 1

Logo, pela união de i) com ii), temos que o esboço de f na curva de nível c = 1 é,

c) f será contínua em (0,0) ⇔ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0)

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xy

|x|+ |y|
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Temos que
x

|x|+ |y|
é limitada, pois |x| ≤ |x|+ |y| ⇒ |x|

|x|+ |y|
≤ 1⇒ −1 ≤ x

|x|+ |y|
≤ 1

Logo,
lim

(x,y)→(0,0)

x

|x|+ |y|
y = 0

Portanto, existe um a ∈ R tal que f(x, y) seja contínua em (0,0), basta tomar a = 0.
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4. (2,5) Em cada caso abaixo determine se a função é diferenciável em (0, 0).

(a) f(x, y) = 3
√
x4 + y2.

(b) g(x, y) =


y3

x2 + y2
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

Resolução:
a) Para (x, y) 6= (0, 0) :
∂f

∂x
(x, y) =

4x3

3(x4 + y2)2/3
e
∂f

∂y
(x, y) =

2y

3(x4 + y2)2/3

Para (x, y) = (0, 0) :

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x− 0

= lim
x→0

x4/3

x
= lim

x→0

3
√
x = 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y − 0

= lim
y→0

y2/3

y
= lim

y→0

1
3
√
y
não existe.

Logo, como não existe
∂f

∂y
(0, 0), f não é diferenciável em (0,0).

b) lim
(x,y)→(0,0)

y3

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
y

y2

x2 + y2
= 0 = g(0, 0), g é contínua em (0,0).

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x− 0

= lim
x→0

0

x
= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y − 0

= lim
y→0

y3

0+y2

y
= lim

y→0

y3

y3
= 1

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− ∂f
∂x (0, 0)h−

∂f
∂y (0, 0)k

||(h, k)||
= lim

(h,k)→(0,0)

k3

h2+k2
− 0− 0− 1k
√
h2 + k2

=

lim
(h,k)→(0,0)

k3 − kh2 − k3

(h2 + k2)3/2
= lim

(h,k)→(0,0)

−kh2

(h2 + k2)3/2

Considerando a curva γ(t) = (t, t), temos

lim
t→0

−t3

2
√
2 t2 |t|

=


limt→0+

−t
t 2
√
2
= − 1

2
√
2

limt→0−
−t
−t 2
√
2
= 1

2
√
2

⇒ não existe o lim
t→0

−t3

2
√
2 t2 |t|

Logo, g(x, y) não é diferenciável em (0,0).
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5. (1,5) Seja f(x, y) = (ax + by) sen (xy). Determine números reais a e b tais que as seguintes
duas condições sejam satisfeitas simultaneamente.

(a) O plano tangente ao gráfico de f no ponto (0, 1, f(0, 1)) seja perpendicular ao plano
3x− y + 6z = 0.

(b) O plano tangente ao gráfico de f no ponto (1, 0, f(1, 0)) seja paralelo ao plano 7x−z = 0.

Resolução:
a) Equação do plano tangente é: ∂f

∂x (x0, y0)(x− x0) +
∂f
∂y (x0, y0)(y − y0) + f(x0, y0) = z

∂f

∂x
(x, y) = a sin(xy) + y cos(xy)(ax+ by)

∂f

∂x
(0, 1) = b

∂f

∂y
(x, y) = b sin(xy) + x cos(xy)(ax+ by)

∂f

∂y
(0, 1) = 0

π1 : b(x− 0) + 0(y − 1)− z + f(0, 1) = 0
π2 : 3x− y + 6z = 0
→
nπ1 •

→
nπ2= 0⇒ (b, 0,−1) • (3,−1, 6) = 0⇒ 3b+ 0− 6 = 0⇒ b = 2

b)
∂f

∂x
(1, 0) = 0

∂f

∂y
(1, 0) = a

π3 : 0(x− 1) + a(y − 0)− z + f(1, 0) = 0
π4 : 7x− z = 0

→
nπ3 ×

→
nπ4= (0, a,−1)× (7, 0,−1) = (−a, 7,−7a) 6= (0, 0, 0)

Logo, não existe a ∈ R tais que (0, a,−1) seja paralelo a (7,0,-1).
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