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1. (2,0) Calcule o comprimento da curva (t) = ((1 + cos®t) sent, sen’t cost) t € [g, g]

Resolucdo: L(7(1)) = / I (0)1dt
%
(t) = —2costsin®t + (1 + cos®t) cost = cost(—2sen’t + 1 4 cos’t) = cost(—3sin’t + 2)
(t) = 2sintcos®t — sin®t = sint(2cos?t — sin®t) = sint(—3sin’t 4 2)
(t) = (cost(—3sin? t42),sint(—3sin t+2)) = ||7/(t)|| = \/(—381n2t +2)2 = | —3sin® t+2|
B B B 2 3cos2t 1
Logo, /2 |—3sin2 t+2|dt = /2 —(~3sin? t+2)dt = /2 3sin® t—2dt = /2 - CO; —5dt =
us % s
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1. (2,0) Calcule o comprimento da curva (t) = ((1 + sen?t) cost,cos?tsent) t € {g, g]
g
Resolugao: L(y(t)) = / [y (t)]|dt
%

2'(t) = 2sintcos?t — sint(1 + sin?¢) = 2sint(1 — sin®t) — sint — sin®t = sint — 3sin®¢t =
sint(1 — 3sin?t).

y'(t) = —2costsin®t 4+ cos®t = cost(—2sin®t + cos?t) = cost(—2sin’t + 1 — sin’t) =
cost(l — 3sin®t).

~v'(t) = (sint(1 — 3sin?t), cost(1 — 3sin®t)) = |7/ (t)|| = \/(1 — 3sin®t)2 = |1 — 3sin?¢|

us

Logo, /2 13 sin? t|dt = /2 —(1-3sin? t)dt = /2(—1+35in2 t)dt = /2 (2 - 3C028 )dt -
us s jus %

3 3 3
[E_3Sin2t]g_E_O_E+3sin(%”)__1 §@_1 3v3
2 4 5 4 6 4 12 42 12 8



Q2-(3,0) Considere a curva parametrizada v : R — R? definida por
() = (x(1). y(t) = (2° - 3t*,3¢* + 6t)
1. Encontre as intersecoes da imagem de vy com os eixos.

2. Determine ~/(t) = (2/(t),y'(t)) para todo t € R. Ache os pontos da curva nos quais a tangente
¢ horizontal ou vertical.

3. Estude o sinal das func¢oes z’ e 3/ para decidir qual a direcao e sentido de 4/, conforme ¢ varia
no intervalo [—1,1].

4. Estude a concavidade da imagem da curva 7 conforme ¢ varia no intervalo [—1, 0].

Resolugao:

a) 7 intercepta o eixo x quando y(t) = 0=3t> + 6t =0=t(3t +6) =0 <t = 0 ou
7 intercepta o eixo y quando x(t) =0 = 2t> - 3t2 =0t>(2t —3) =0t =0o0ut =
Logo, 7(t) intercepta os eixos em: v(0) = (0,0),v(—2) = (28,0) e v(2) = (0, %).

= -2
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b) 2/(t) = 6t — 6t e y'(t) = 6t + 6. Logo /(t) = (6t> — 6t, 6t + 6).

A reta tangente é horizontal quando z/(t) #0e 3/ (1) =0=6t+6 =0t = —1.

A reta tangente ¢é vertical quando y/(t) # 0 e 2/(t) =0 = 6t2 —6t = 6t(t—1) =0 <t =0 ou
t=1.

Logo, a reta tangente a curva ¢é horizontal em vy(—1) = (—5,3) e a reta tangente a curva é
vertical em v(0) = (0,0) e y(1) = (—1,9).

c)r(t)=0t=0o0ut=149y(t)=0=t=—1.

-t=—-1:2(t) >0ey/(t) = 0= ~/(t) apresenta o sentido —
-—1<t<0:2(t) >0ey(t) > 0= ~/(t) apresenta o sentido *
-t=0:2'(t) =0ey'(t) > 0= 7/(t) apresenta o sentido 1
-0<t<1:2'(t) <0ey(t) >0=~(t) apresenta o sentido
-t=1:2'(t) =0ey/'(t) > 0= +/(t) apresenta o sentido 1

d) Assumindo que no intervalo [—1,0] a curva 7 representa y como fun¢ao de = obtemos
dy/dt — 6(t+1)  (t+1)

dojdt ~ GHE—1)  Ht—1) 08
d*y & (%) Ctt—1) -+ )2t —-1)  —(P42t—1)
de? — 6t(t—1)  2(t—1)2(6t(t—1)) 63t —1)3

2
Como as raizes do numerador sao —1—+/2 (que é menor que —1) e —14-+/2 > 0, entdo % >0
no intervalo (—1,0). Portanto a curva apresenta concavidade para cima nesse intervalo.



Q2-(3,0) Considere a curva parametrizada v : R — R? definida por
() = (x(1). y(t) = (3t + 61, 2 — 3¢°)
1. Encontre as interse¢oes da imagem de v com os eixos.

2. Determine ~/(t) = (2/(t),y/(t)) para todo t € R. Ache os pontos da curva nos quais a tangente
é horizontal ou vertical.

3. Estude o sinal das func¢oes z’ e 3/ para decidir qual a direcao e sentido de 4/, conforme ¢ varia
no intervalo [—1, 1].

4. Estude a concavidade da imagem da curva v conforme t varia no intervalo [—1,0].

Resolucao:

a) 7 intercepta o eixo y quando x(t) =0 =3t2+6t =0=1t(3t +6) =0 <t =0out = —2.
7 intercepta o eixo x quando y(t) =0 =23 —3t2 =0=1?(2t —3) =0 t=0out=3.
Logo, 7(t) intercepta os eixos em: v(0) = (0,0),v(—2) = (0, —28) e y(3) = (£,0).

b) y/(t) = 6t — 6t e 2/(t) = 6t + 6. Logo +/(t) = (6t + 6,6t — 6t).

A reta tangente é vertical quando ¢/(t) 0 e 2'(t) =0=6t+6 =0t = —1.

A reta tangente é horizontal quando 2/(t) # 0 e y/(t) =0 =612 —6t =6t(t —1) =0t =0
out=1.

Logo, a reta tangente a curva é vertical em y(—1) = (=3, —5) e a reta tangente a curva é
horizontal em ~(0) = (0,0) e em (1) = (9, —1).

)rt)=0t=-1;y{t)=0t=1out=0.

-t=—-1:9y/(t) >0ea'(t) = 0= +/(t) apresenta o sentido 1
-—1<t<0:y(t) >0ea'(t) >0=~/(t) apresenta o sentido *
-t=0:9(t) =0e2/(t) > 0= 7/(t) apresenta o sentido —
-0<t<1:9(t) <0ea'(t) >0=~9(t) apresenta o sentido
-t=1:9y(t) =0e2'(t) > 0= +/(t) apresenta o sentido —

d) Assumindo que no intervalo [—1,0] a curva 7 representa y como fungado de z obtemos
dy/dt  6t(t—1) t(t—1)

dojdl - 6+ 1) (1) 08
>y f (“fi”) L 2t-D(t+1) —tt—-1) t242t—1
de2 ~ 6(t+1)  (t+1)26(t+1)  6(t+1)3 "

2
Como as raizes do numerador sdo —1—+/2 (que é menor que —1) e —14+/2 > 0, entdo % <0
no intervalo (—1,0). Portanto a curva apresenta concavidade para baixo nesse intervalo.



Q3-(2,0) Considere as seguintes curvas dadas em coordenadas polares
Cl r=1
Co : 7 =2(1+ send)

1. Determine se as curvas sao simétricas em relagao ao eixo polar ou ao eixo y. Faca um esbocgo

de Cl [§] Cg.

2. Encontre a area da regiao obtida pela intersecao dos interiores das curvas Cy e Cs.

Resolucgao:

a) Curva Cy: Como r1(0) = r1(—=0) =1 e r1(0) = r(m — 0) = 1 temos que C é simétrica
tanto em relacao ao eixo polar quanto em relagao ao eixo vertical (eixo y). Seu esbogo é dado
por:

Curva Cy : r9(0) = 2 + 2sin 6

LI: ro(6) L ro(—0). Tomando 6 = I, temos que ro(Z) = 2+ /2 enquanto (2 + v/2,—Z) nao
pertence & curva Cs.

IT: r9(0) = ro(m — 0) = 24 2sinf = 2 + 2sin (7 — ), pois sin(r — 0) = sin(w) cos(d) —
sin(f) cos(m) = sin 6. Logo, r2(0) = ro(m — 0)

De I concluimos que C9 nao é simétrica em relacao ao eixo polar. De II concluimos que Cs é
simétrica em rela¢ao ao eixo vertical (eixo y).

Conforme o grafico do raio da curva Cy,



w
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Percebe-se que o raio parte do § = 0, atinge seu maximo com o valor de 4 em 6 = 7 e zera

3T
{x(@)zrcos@ } "

quando ¢ = 5. Sendo
y(0) = rsenf

temos que a curva parte do C2(0) = (2,0) e chega em C3(5) = (0,4). Por questao da simetria
com o eixo y, essa trecho desenhado no primeiro quadrante se espelha no segundo quadrante,
com 6 variando de 0 até w. Quando 0 varia de 7 até 37“, o raio vai de 1 até 0, fazendo com
que se crie um trajeto continuo do ponto (—2,0) até (0,0), localizado no terceiro quadrante.
Novamente, por questao de simetria em relagao ao eixo vertical, podemos espelhar esse trajeto

do terceiro quadrante no quarto quadrante, ficando:

5

b) A= /;ﬂ(e)de
T

1
7”127“2=>1:2—1—28i109:>si1r19:—§:>0:F



7 11
O angulo 65 se obtém da seguinte forma: 0y = 2 — (01 — 1) = 0 = 27 — (—W —7) = =n

A area hachurada é A; 4+ As, onde A; é a area do setor circular (em amarelo) de angulo
4m  4rm

5 =3 e Ay é a area do setor azul. Por simetria, Ao = 24, onde

3T 3T

%T 1 2 1 z : 2 2 . .. 92
A= 5(7"2(9))619: 3 4(1+sinf)“df = 2 (1+ 2sinf + sin“ 0)do

7 T

6 6

5 A
:2/72 (g—i-?sinﬁ— COZ%) d9=2[3—20—2cos9—sm29]m =2 <9—7T— (7—”+\f—§)) -
6

4 4 4 8

o V3 81 TV3

L 3 1é¢ A 2A= —+ 21— — = — — ——.
0go, area total é A1 + 3 + 27 5 3 2



Q3- (2,0) Considere as seguintes curvas dadas em coordenadas polares
Cl r=1
Co: 7 =2(1 — send)

1. Determine se as curvas sao simétricas em relagao ao eixo polar ou ao eixo y. Faca um esbocgo

de Cl [§] Cg.

2. Encontre a area da regiao obtida pela intersecao dos interiores das curvas Cy e Cs.

Resolucgao:

a) Curva Cy: Como r1(0) = r1(—=0) =1 e r1(0) = r(m — 0) = 1 temos que C é simétrica
tanto em relacao ao eixo polar quanto em relagao ao eixo vertical (eixo y). Seu esbogo é dado
por:

-15

Curva Cy : r9(0) =2 — 2sin 6

LI: ro(6) L ro(—0). Tomando 6 = T, temos que r2(%) = 2 — /2 enquanto (2 — v/2,—Z) nao
pertence & curva Cs.

IT: r9(0) = ro(m —0) = 2 — 2sinf = 2 — 2sin (7w — ), pois sin(r — 0) = sin(w) cos(d) —
sin(f) cos(m) = sin 6. Logo, r2(0) = ro(m — 0)

De I concluimos que C9 nao é simétrica em relacao ao eixo polar. De II concluimos que Cs é
simétrica em rela¢ao ao eixo vertical (eixo y).

Conforme o grafico do raio da curva Cy,
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Percebe-se que o raio parte do 6 = 0, atinge seu minimo em ¢ = 5 e méaximo, igual a 4,
= 0

quando 6 = 37” Sendo { L res
y =rsinf
em Ca(%) = (0,0). Por questao da simetria com o eixo y, essa trecho desenhado no primeiro
quadrante se espelha no segundo quadrante, com 6 variando de 0 até w. Quando 6 varia de

T até 37”, o raio vai de 2 até 4, fazendo com que se crie um trajeto continuo do ponto (—2,0)

temos que a curva parte do C2(0) = (2,0) e chega

até (0,4), localizado no terceiro quadrante. Novamente, por questdo de simetria em relagao
ao eixo vertical, podemos espelhar esse trajeto do terceiro quadrante no quarto quadrante,
ficando:

b) A= / Sr2(0)ds

rm=ro=1=2—2sinf = sinf =



-5 -4 -3

5
O angulo 65 se obtém da seguinte forma: 0o =7 — 01 = 0y =7 — T_ —7T.

A area hachurada ¢ A; + Az, onde A; é a area do setor circular (em amarelo) de angulo

4m 4w . .
e e Ay é a area do setor azul. Por simetria, Ay = 2A4, onde

=3
%1 2 1 H : 2 2 . .. 2

A= §(T2(6’))d0 =3 4(1 —sinf)?dfd =2 [ (1 —2sin6 + sin” 6)do
% ™ jus

6

3 . cos 20 30 sin 26
(5 — 2sinf — 5 ) df = 2[?+2C059— 1 ]|

SEINE

2
Logo, areatotaléA1+2A:?7T+27r—%§:8%_%3‘
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2(x — 1)% + 5y?

Q4- (3,0) Considere a fungao de duas variaveis f(z,y) = PRy

1. Encontre uma parametrizagdo para a curva de nivel ¢ = 1 de f. Determine a equagao da reta
tangente a curva no ponto (3,1/2).

2. Encontre uma parametrizacao para a curva de nivel ¢ = 3 de f. Determine a equagao da reta
tangente a curva no ponto (v/6 — 2,0).

Resolucao:

a) f(z,y) =1= it i

m2+y2

=1= 222 —da+2+5y% = 2%+ = 2> — 44244y =0 =

2 2 2 2 (m—2>2 2 z—2\7 2
xf—dr+4+4y" =2= (r—2)"+4y :2:>T+2y :1:><\/§> +(V2y)? = 1.

Logo,

z(t) = v2cost + 2

(1) = sint
Yy /2
2sint
E, portanto, y(t) = <\/§cost + 2, f;m ), t € [0,27] é uma parametrizagdo da curva de

nivel 1 de f.
v (t) = (—\/isint, ﬂ?”)

i 2cost+2=3= cost = L
(ﬂcost%—Q,\/ismt) = (3,1) :>{ vz V2 }.:Mfzz.

2 2 V2sint _ 1 :>sint:§

/)= (-4). N

2 T2
Logo, a reta tangente a v(t) no ponto (3,3) & X = (3,2) + A\(—1,3), com A € R.

2(x — 1)% + 5y?
b)f(mvy):3:> .’L’2+y2

22 2 9 2 2
1:24—436—1-4—23/2:6:>(x+2)2—2y2:6:>(xﬂ—y?):1:><m+ ) _<y> —1

6 V6 V3

Logo { z(t) = V6sect — 2
’ y(t) = V3tant

E, portanto, y(t) = (v6sect — 2,v/3tant), t € (—7/2,7/2) U (7/2,37/2) é uma parametri-

zagao da curva de nivel 3 de f.

~v'(t) = (V6tantsect, V3sec’ t)

\/ésect—sz/é—2z>sect:1
-2 = -2 =0.
(VBsect -2, V3tant) = (V6 70):{ V3tant =0 = tant =0 =1=0
7' (0) = (0,V3).

Logo, a reta tangente a () no ponto (v6 —2,0) & X = (v/6 —2,0) + A(0,v/3), com ) € R.

=3 = 202 —404+2+45y% = 322+ 3y% = P+ -2 =2 =

11



522 +2(y — 1)?

Q4-(3,0) Considere a fungao de duas variaveis f(z,y) = e

1. Encontre uma parametrizagdo para a curva de nivel ¢ = 1 de f. Determine a equagao da reta
tangente a curva no ponto (1/2,3).

2. Encontre uma parametrizacao para a curva de nivel ¢ = 3 de f. Determine a equagao da reta
tangente & curva no ponto (0,6 — 2).

Resolucao:

8) flay) = 1= 2= "+ o

y2_|_x2

=1= 22 —dy+2+52°2 = 2%+ = P —dy+2+422 = 0 =

—2)2 -2\
oAy +4+4a? =2= (y—2)2+4a? =2 = (3/2)+2x2 1= (V22)2+ (y\ﬁ) ~ 1.
x(t):COSt

Logo, V2
080 { y(t) = V2sint + 2

t
E, portanto, y(t) = <C\O/S§, V2sint + 2), t € [0,27] é uma parametrizagao da curva de nivel
1 de f.
'(t) = <Sm,\/§cost>.
v (t) 7

S

t 1 V2sint +2 =3 = sint = -1
<ms,\/§sint+2>:<,3>:>{ sV st=

V2 2 cost — 1 = cost = 42

V2
v’(%) = <_21 1)-

Logo, a reta tangente a v(t) no ponto (3,3) & X = (3,3) + A(5-, 1), com X € R.

2(y — 1)* + ba?
(y=1)"+5a =3 = 2 —Ay+2+522 = 322+ 3y = P +4y—2t =2=

y2 _|_$2
2 2
2 2 2 2 (y+2)?* a2 <y+2> (m)
+4dy+4—-22"=6= (y+2)* " —-2z°=6=>"——"--——=1=>|"—F/—| —| —= | =1
y(t) = V6sect — 2

L

080; { z(t) = v/3tant
E, portanto, y(t) = (v/3tant,v6sect —2), t € (—7/2,7/2) U (7/2,37/2) é uma parametri-
zagao da curva de nivel 3 de f.
~'(t) = (V3sec? t, /6 tant sect)

o Vésect —2=16—2=sect =1 _
(\/gtant,\/ésect—Q)—(O,\/é—Z)é{ J3tant — 0 = tant — 0 =1t=0.
7'(0) = (v3,0).

Logo, a reta tangente a () no ponto (0,6 —2) é: X = (0,6 —2) + A(v/3,0), com ) € R.

b) f(z,y) =3 =

12



