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1. (3,0) Considere a fungao de duas variaveis f(z,y) = /1 — 2% — y2.

a) Determine e esboce o dominio de f.

Determine e esboce as curvas de nivel 0, %, 1de f.

(c

(a)
(b) Determine e esboce a intersec¢do do grafico de f com os planos zz e yz.
)
(d) Esboce o gréfico de f.

Resolucao:

(a) A funcdo esta definida quando 1 — 22 —y? > 0 & 22 +y? < 1, isto ¢, o dominio Dom/(f)
¢ dado pelos pontos (z,y) € R? na borda ou no interior da circunferéncia de raio 1 e centro
(0,0) .

(b) O grafico de f intercepta o plano zz quando y = 0 e temos que f(z,0) = V1 — 22
Ou seja, a intersec¢do com o plano xz é dada pelo grafico de g(z) = f(z,0) onde (z,0) €
Dom(f) & x € [-1,1]. E temos que g(z)? = 1 — 22 = g(x)? + 22 = 1. Isto é, temos que o
grafico da funcao ¢ dado por uma semicircuferéncia (repare que g(z) > 0).



Para a intersecgao com o plano yz, temos que x = 0 e, portanto, ela é dada como o
grafico de f(0,y) = /1 —y?. Assim, y, nesse caso, faz um papel completamente anilogo
ao do x no caso acima e o grafico da interseccao com o plano yz é idéntico ao anterior, com
excecao de que o eixo horizontal seria, na verdade, o eixo dos valores de y.

(¢) Cada curva de nivel & dada por um valor da funcao:

(a) f=0ea?+y*=1;
1 1 3

() f=1le2’+y’=02=y=0.

3
Ou seja, sao circunferéncias de raio 1 e 5 e o ponto (0,0).

(d) Assim, podemos tracar um esbogo da f (é uma semi-esfera).






2. (2,0) Em cada caso abaixo calcule o limite se existir, ou mostre que o limite ndo existe.

Justifique sua resposta.
3
(a)  lim ;‘i
(zy)—(0,0) 22 + y/°
22 + o2

) (x,y —>(00) vVe2+y?+1-1

(b

Resolugao: a) Repare que, ao tomarmos a curva y(t) = (0,t), onde y(t) — (0,0) &t — 0
0-13
(isto é, o caminho pela reta z = 0), temos: o )hrr(lo 0 f(y(t) = }g% e 0. E, escolhendo
a(t) = (t3,t), onde a(t) — (0,0) & t — 0 (o caminho pela curva z3 = y), temos:
. AR A
Sl T ) = 1 G Mhaw T2

Assim, lim t)=0+# = a(t)) e, portanto, nao existe o limite.
m a0)=0£ 5= lim - fa®) e

b) Para esse caso, podemos realizar uma substitui(;:io para facilitar as contas (e aplicarmos
L’Hospital!): pode-se ver que denotando z = 22 4+ y?, temos que z — 0 < (z,y) — (0,0) e

. z? +y . z
portanto, lim = lim ——
(z,y)=0,0) /22 +9y2+1—-1 220y/2+1-1
0
Assim, temos um limite da forma 0 e podemos aplicar L'Hospital: (2) =1le (vz+1-1) =
z o 1-2v/2z+1

, segue que lim ——— = lim ——— = 2.

1
20z+1’ 2=0+y/z4+1—1 2—=0 1

Logo, o limite existe e é igual a 2.




3. (3,0) Seja
3

f(z,y) =S 2%+ y?
0 se (x,y) = (0,0)

a) Mostre que f é continua em (0,0).

(a)

of of
(b) Calcule 6—(0 0) e 9y —(0,0).
)
) S

(c) f é diferenciavel em (0,0)?

ﬁ e ﬁ continuas em (070)?

(d (%U

Resolucgao:

3 2
x x
a lim T,y) = lm ——— = lim z.———5 = 0 = f(0,0), onde foi
&) <x,y)e(00>f( ) (2.y)—(0,0) 2 + y? (@)~(00) a:2+y /0.0
usado o seguinte confronto x — 0e 0 < 22 < 2?2 +9%2 = 0 < :pury <1. Logo, fé
continua em (0, 0).

(b) Para (z,y) = (0,0):

ii. =-(0,0) = lim

(c¢) Usemos a definicao:

f ¢ diferenciavel em (0,0) <
of h—9200.0) &

h k) —
L Or0rh-J00 - 500 -5
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

h3
_ Y 1.h
of of S . h2 + k2
=1le =0= limite é dad | L rTr =
o (0,0) =1e f(0,0) =0 = 9y —=(0,0), o limite é dado por (h7k)1ir%0’0) T
—hk? 1 _ —hk?

lim . = 1 I
(h,k)—(0,0) h? + k2 \/m (th)ILI%o,o) (h2 + kQ)%
Pode -se ver que esse limite nao tem valor nulo pelo caminho (h, k) = (¢t,t) = y(t) (ié,

o caminho onde h = k), porque, por esse caminho, temos que o limite nos da o valor
—t3 —t3 1
=0 (2¢2)2 =0 2t 2

Assim, ja que —

Concluimos, assim, que a funcao néo é diferenciavel em (0,0).

0 d
(d) Temos como resultado que, se 87{(0 0) e 3Jyt (0,0) fossem continuas, entao f seria dife-
renciavel em (0,0). Mas, como este ultimo nao acontece, temos que g‘f(O7 0)e gf(o 0)
x

nao sao ambas continuas em (0, 0).



Obs.: Pode-se ver, inclusive, que nenhuma delas ¢ continua, pois, para (z,y) # (0,0),
temos:

) g( ) = 3% (a? 4+ y?) — 2®(2x) 2P + 3a?y?

Yo Y T (2 +y?)? (224 y2)%

. of 0-(2? +y°) —a?(2y) _  —2a%

i, ——(z,y) = = .
Ay (2% +y?) (% +y?)

E tomando o caminho (z,y) = v(t) = (¢,t) (ié, pela reta x = y), pode-se ver que as duas

N . o 0
funcoes tendem, respectivamente, aos valores 1 e —3 que sao diferentes de 8—(0, 0)=1
x

of

e a—y(o,o) = 0.



4. (2,0) Determine as dimensdes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser
construida com 27cm? de papelio.

Resolucgao:

Nosso objetivo é maximizar a funcdo V(z,y,z) = xyz com a restricao g(z,y,z) = 2xy +
2xz + yz = 27. Aqui assumi que = é a medida da altura da caixa e que y, z s0 as medidas
de comprimento e largura da base da caixa e podemos assumir que x,y, z > 0.

Pela regra de multiplicadores de Lagrange, sabemos que, se (x,y,z) é ponto de min. ou
méx., entao VV(x,y, z) = AVg(z,y, z), A € R, entao: (yz,zz, xy) = \N2y+2z,2x+2,2x+7y),
isso quer dizer que esses dois vetores sao l.d. (linearmente dependentes), entdo o produto
vetorial é o vetor nulo: (yz,zz,zy) X (2y + 22,2z + 2,2z + y) = (0,0,0) =
(xz(2z +y) —2y(2z + 2), 2y(2y + 22) — yz(2x + y),y2(22 + 2) — 22(2y + 22) = (0,0,0) =

x(2xz+yz —2yr —yz) =0 20z — 2yx =0
=< yRey+2xz—222—yz)=0 = 20y—yz=0 =y=2z=2z (Jiquex,y,z #0).
2(2xy + zy — 22y —x2) =0 zy —2xz =0

Logo, voltando & equacao 2xy + 2xz + yz = 27, temos que, para o volume ser maximo,

1222 =2T =z = 5 Logo, a caixa deve ter altura 5 e base quadrada de dimensao 3.

Boa prova!



