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1. (2,5) Considere as seguintes fungoes de duas variaveis:

Y

flz,y) = 22 se (z,y) # (0,0) g(z,y) = sen(x® +y)

Em cada caso calcule o limite se existir, ou mostre que o limite nao existe. Justifique sua
resposta.

a lim x,
(&), Jim o @ v)

b lim xz,y) - g(x,
()(w’y)ﬁ(o’o)f( y) - 9(z,y)

~ . . Yy
Resolucao: a lim z,y)= lim ——
¢ ) enon’ () (2.9)=(00) 2 +

Repare que, ao tomarmos a curva (t) = (0,t), onde v(t) — (0,0) < t — 0 (isto é, o caminho

pela reta z = 0), temos: ~ lim )f(’y(t)) = 0. E, escolhendo a(t) = (¢,t), onde

=lim ———
~(t)—=(0,0 t—0 0% 4 ¢2
a(t) = (0,0) < t — 0 (o caminho pela reta = y), temos:

. Lttt t? 1 :
) FOO) =l s = I gy ~ gy — b Asim
7(t)h—>H(10,0) f(y(#)=0#1= a(t)h—r>r(10,0) f(a(t)) e, portanto, ndo existe o limite.

) . zysen(z + y)
b lim z,y) -g(r,y)= lim —=———"
) (z.9)—(0,0) f@9) - 9@y) (@y)—00) 2t +y?

3
Sabemos, pelo limite fundamental, que lim w

3 = 1. Entao, multiplicando e
(z.y)—(0,0)  z°+Y

zy(z3 4+ ) ' sen(z3 + %)

divindo por z*® + v, temos: lim z,y) - g(x,y) = lim ,
P ’ (2,9)=(0,0) fog) - gl.9) (@y)—(00) x*+y? zd +y
) . ya! y? y
onde lim — = lim + =0+ 0=0, ja que podemos usar
@y)=00) z'+y®  (@y-00 2t +y* 2t +y?
o confronto: 1)y - 0e0 <z <2t +¢y?=0< x4fy2 <1
2
r —-0e0<y’<at+y?=0< e <L
3 3 3 3
Logo.  lim xy(f +2y) . senga: Y xy(4x +2y) C im sen(;r +y) _
(z.y)—(0,0) T*+y e +y (zy)—(0,0) =*+yY (z,y)—(0,0) T +Y

=0-1=0



2. (2,5) Seja

4

fay) = g @y 700

0 se (z,y) = (0,0)
(a) Determine as fungoes of e 8—f, explicitando os dominios.
or Oy
(b) g‘:}: e 8?]; sao continuas em (0,0)7

(c) f é diferenciavel em R2?

Resolucao:
(a) Para (,y) £ (0,0)
. ﬂ(m - 423(2? + y?) — 2*(2z)  22° 4+ 4Py
S oY) T (22 + 2)?2 T @t y2)2
. Of 0-(2*+y°) —a'(2y) _  —22%y
. ——(x,y) = = .
dy (2% +y?)? (% +y?)?
Agora, para (z,y) = (0,0):
nt
i 90.0) = i LOFOO=FO0) 52702,
Ox h—0 h h—0 —0
_ 0
i 9f (0,0) = lim JO.h+0) = 0.0 _ 2z =0
8y h—0 h h—0
Logo, Dom or = Dom of = R2,
ox oy
of of . of
b) == ¢ t1 0,0) & —(0,0) = 1 =
() 5 ¢ contiima em (0.0) = 0.0 =t 2o,y
i i (,9) 220 fdaty? L wteay?
i. im ——(r,y)= lm ———— = lim 2z- =0=
@a)=00 0z " T w00 @ FPER @ao00) 20+ 2027+
gi (0,0) (usamos o teorema do confronto: 2z — 0 e 0 < % < 1). Logo,
d
a—i é continua em (0,0).
.. . of . z? of
C g/ - 1 oy - -0=220,0
Y @) 00) Dy () @00 0 T+ 227 5y 0 (usamos o
confronto: —2y = 0e 0 < m <1). Logo, gjyc é continua em (0,0).

0 0
(c) Pelo item b) e por a—f(x, y) e a—f(:v, y) serem quocientes de polindmios (que sao fungoes
€z Y
continuas) em que o denominador nao se anula para todo (z,y) # (0,0), temos que
of

3 (z,y) e a—f(m, y) sdo continuas para todo (z,y) € R?, entdo f é diferenciavel em todo
€z Y

ponto de R2.



3. (2,5) Seja
zy’sen <;2> sey #0

flz,y) =
0 sey=20
0 0
(a) Determine as fungoes 8f e 8f, explicitando os dominios.
z Y

(b) f é diferenciavel em (1,0)?

Resolucgao:

(a) Para y # 0:
i g(m ) = y“sen 2 4 ay?eos [ 2 1o sen | =) +zcos [ =
. 8.’1) Y) = y y y y2 y2 - y y y2
. ==(z,y) =z(2y)sen | = |+zy“cos | = | | — )| =2zysen | — | ———cos | = |.
oy (*¥) = #(2) v URVANETS vy v

Agora, para y = 0 e 29 € R arbitrario (repare que V¢t € R, f(¢,0) = 0):

Cof o f@oth0) = flwo,0) . 00 _
b 0) = iy h = 7O
i, 9 - f(wo,h+0) = f(x0,0) _ . woh’sen (78) —0
i gy o0 = h fim ——

hr% xoh sen (hz) = 0 (usamos o confronto: xgh — 0 e —1 < sen (—S) <1).

Assim, Dom of = Dom of = R2,
Oz Ay

3}
(b) Pode-se perceber que of (ou —f) nao é continua em (1,0), entdo usemos a defini¢ao:

0y Ox
f & diferenciavel em (1,0) <
0 0
F+ 0+ ) - £0,0) - 0y n- o)k

< i =0.

(hak)lgtovo) Vh? + k2
Assim, reparando que ?(1, 0)=0= ?(1, 0) e f(1,0) =0, o limite é dado por:

€z Y
1+ h)k?sen (L5

lim (1+h) Sen(kQ): lim  k(1+h) k sen L+h .

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) Vh2 + k2 k2

Como (h,k) — (0,0), podemos assumir que —1 < h < 1 = |1 4+ h| < 2; além disso,

k
kl = VE2 < Vh2+ k% = ‘
& Vh? 4 k2
de trés fungdes limitadas (i¢, uma fun¢ao limitada), entao, pelo confronto, como k — 0,
segue que o valor do limite é 0 e, portanto, a funcao é diferenciavel em (1,0).

< 1, segue que k é multiplicado por um produto




4. (2,5) Seja f(x,y) = (ax + by)e™. Determine nimeros reais a e b tais que as seguintes duas
condigoes sejam satisfeitas simultaneamente.

(a) O plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0, f(1,0)) seja perpendicular ao plano

—r+y+z=0.
(b) O plano tangente ao grafico de f no ponto (0, 1, f(0, 1)) seja paralelo ao plano 2x—y+2z =
0.
Resolucgao:
. - » of of .
Para satisfazer a condigao (a), o vetor fi; = 8—(1,0), 8—(1,0), —1 |, que é o normal
T )

do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0, f(1,0)), deve ser perpendicular ao vetor
(=1,1,1), que é o normal do plano —z +y + z =0, isto &, (—1,1,1) - @ = 0.

Assim, calculando 7i;: gf(ac,y) = ae™ + (ax + by)e™.y = gf(l,O) =ac’ +(a)e’.0 =ae
x x
d d
é(w,y) = be"™ + (ax+by)e™.x = 83];(1’0) = be’ + (a)e’.1 = b+a, entdo 7ty = (a,a+b, —1).
. - . of of )
Para satisfazer a condigao (b), o vetor 7iy = 0—(0, 1), 8—(0, 1),—1], que é o normal
x y

do plano tangente ao grafico de f no ponto (0,1, f(0,1)), deve ser paralelo ao vetor (2, —1,1),
que é o normal do plano 2z —y + z =0, isto &, (2,—1,1) = Afiz, A € R.

of

By (0,1) = be® + (b)e.0 = b, entdo

E calculando 7i: %(0, 1) =ae® + 0)e’1 =a+be

My = (a—i—b,b,—l).
‘ : : . (—1,1,1)-(a,a—|—b,—1):0
Agora, s6 resta descobrir os valores de a e b que satisfazem: { (2,—1,1) = AMa + b, b, —1)
—a+a+b—-1=0 b=1
(2,—1,1) = Aa+b,b,—1) (2,-1,1) =Aa+1,1,-1)

e, como (—1,1) = A(1,—1) & X\ = —1, segue que: { 2= (~1)(a+1) :>{ g— 3"
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1. (2,5) Considere as seguintes fungoes de duas variaveis:

Y

Fla,y) = 22 4yt se (z,y) # (0,0) g(z,y) = sen(x + y°)

Em cada caso calcule o limite se existir, ou mostre que o limite nao existe. Justifique sua
resposta.

(a) ~lim  f(z,y)

(z,y)—(0,0)
b lim xz,y) - g(x,
()(w’y)ﬁ(o’o)f( y) - 9(@,y)
- . . ry
Resolucao: a lim r,y)= lim —F—
¢ )(x,yw(omf @) (z.9)—(0,0) 22 + y*

Repare que, ao tomarmos a curva y(t) = (0, 1), onde v(t) = (0,0) & t — 0 (isto ¢, o caminho

pela reta z = 0), temos: o )hn(lo 0 f(y(@t) = l' N = 0. E, escolhendo a(t) = (¢,t), onde
a(t) = (0,0) < t — 0 (o caminho pela reta x = y), temos:

lim f(a(t)) = lim ELALE lim L = lim LI 1. Assim
a(t)—(0,0) 024t S0 t2(1+12) =0tz 41 ’

lim t))=0#1= lim e, portanto, nao existe o limite.
7(tHO’O)f(’Y( ) =0# o )f( a(t))

) ] zysen(z + y3)
b lim z,y)-g(x,y) = lim ———--—".
) (@,9)—(0,0) f(@.y)-g(@,y) (@y)—00) 224y

3
sen(x
Sabemos, pelo limite fundamental, que  lim M = 1. Entao, multiplicando e

(@y)—(00) T +y3
zy(z +y*) sen(z +y°)

divindo por = + y3, temos: lim x,y) - g(x,y) = lim ,
P Y o’ (:9) - 5(@,9) (2y)=(00) x*+y! z+y
3 2 4
onde w = lim 2y:c + 2953/ =0+ 0 =0, ja que podemos usar
(@y)—(0,0) %+ yt (@)= (0,0) 2% +y* 2?2 4yt
o confronto: 1)y — 0e 0 < 22 < 22 +y =0< 2+4§1
2z —0e0<y*<2?+yt=0< 2+4 <1.
3 3
Logo, lim :Uy(;c —Hi %) sen(z +3y 3) — lm xy(zzv +Zi ) lim sen(x +3y ) _
(z.9)—(0,0) T°+Y T +y (zy)—(0,0) T7+Y (zy)—(00) T +Y

=0-1=0



2. (2,5) Seja

y4

flz,y) = 22+ 92

se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
(a) Determine as fungoes of e 8—f, explicitando os dominios.
or Oy
(b) g‘:}: e 8?]; sao continuas em (0,0)7

(c) f é diferenciavel em R2?

Resolucao:
(a) Para (z,y) £ (0,0):
AN (2® +9%) —y'(22) _  —2ay’
Cor Y T (@2 + 12)? T (@)
i 0y = 4°(z* +y%) — ' (2y) _ 20° +4yPa®
oy YT T T @R
Agora, para (z,y) = (0,0):

COF oy — piy TR0~ F(0,0) =0

5y 0:0) = Jim h = =0
n*
ii. @(0,0) i LA ZFO0) om0
oy h—0 h h—0 h—0
Logo, Dom or = Dom of = R2,
ox oy
of of . of
b) == é continua em (0,0) < —(0,0) = lim —(z,
®) 3, (0,0) & 5,(0:0) ™ oy 0Y)

. y @.9) 2P + 4y y ) Yyt + 2222 .

i im ——(r,y)= lim ———F%5 = lim . =0=
@=00 0y T @00 @2 @es00) 0 o1+ 2077 +
(;‘5(0,0) (usamos o teorema do confronto: 2y — 0 e 0 < #42227% < 1). Logo,
gi ¢ continua em (0,0).

Lo Of . y* of

| = = 1 —2z - =0= —(0,0

b @) =(00) O (@) @)o(00) 2t + 2222 + ot 895( /0) (usamos o

1 of . )
confronto: —2x - 0e 0 < M«%}W < 1). Logo, == é continua em (0,0).

Ox

0
(c) Pelo item b) e por ——(z,y) e —f(:n, y) serem quocientes de polindémios (que sao fungoes

ox oy
continuas) em que o denominador nao se anula para todo (x,y) # (0,0), temos que

of of

D (z,y) e a—y(aj, y) sdo continuas para todo (z,y) € R?, entdo f ¢ diferenciavel em todo

ponto de R2.



3. (2,5) Seja
2 Y
yxsen <—x2> sex #0

f(:v,y)Z{
0 sex =20

X

(b) f é diferenciavel em (0,1)?

of 0
(a) Determine as fungoes 8—f e 8—f, explicitando os dominios.
Y

Resolucao:

(a) Para x # 0:
of

1
i. —(x,y)—x2sen<y)+y$ cos<y>——xzsen(y)+ycos<y
oy x? x2/) 2 x2

ii. gi (z,y) = y(2z) sen (xy ) + yax? cos <xy2> <_5523y> = 2y sen (%) - 2% cos (%)

Agora, para = 0 e yg € R arbitrario (repare que V¢t € R, f(0,¢) = 0):

ol
—

. Of B f(O,904+h)— f(0,%0) . 0-0
L 5y (00 = liny h = pm = =0
L0 o (bt 0,90) = f(O.y0) _ . yoh®sen (§3) =0
ii. a—(O,yo) = hm Y = ilzlg%) ; =
hm yoh sen (ig) = 0 (usamos o confronto: yoh — 0 e —1 < sen (%) <1).
Assim, Dom of = Dom or = R2.
oz oy
of of, . . ) - -
(b) Pode-se perceber que o (ou %) nao é continua em (0,1), entao usemos a defini¢ao:
f & diferenciavel em (0,1) <
d 0
FO+ LR = 101 = 51010 - 2 01) -k
& lim =0.
(h,k)—(0,0) Vh? + k?
Assim, reparando que 8 1) = gf(o, 1) e f(0,1) =0, o limite é dado por:
Yy

(
1+ k)h? Ltk h 1+k
lim ( sen (7 ) lim h(14+k) sen( +2 )
(h,k)—(0,0) VhZ+ k2  (hE)=(0,0) N h
Como (h,k) — (0,0), podemos assumir que —1 < k < 1 = |1 + k| < 2; além disso,
h

hl = Vh2 < Vh2+ k%= ‘
1 Vh? + k2
de trés fungoes limitadas (ié, uma fungao limitada), entao, pelo confronto, como h — 0,
segue que o valor do limite é 0 e, portanto, a funcao é diferenciavel em (0,1).

< 1, segue que h é multiplicado por um produto



4. (2,5) Seja f(x,y) = (ax + by)e™. Determine nimeros reais a e b tais que as seguintes duas
condigoes sejam satisfeitas simultaneamente.

(a) O plano tangente ao grafico de f no ponto (0,1, f(0,1)) seja perpendicular ao plano

r—y+2z=0.
(b) O plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0, f(1,0)) seja paralelo ao plano —z + 3y +
z=0.
Resolucgao:
. - ﬁ of of .
Para satisfazer a condigao (a), o vetor fi; = 8—(0, 1), 8—(0, 1),—1), que é o normal
L )

do plano tangente ao grafico de f no ponto (0,1, f(0,1)), deve ser perpendicular ao vetor
(1,—1,1), que é o normal do plano z —y + z =0, isto &, (1,—1,1) - 7i; = 0.

0 0
Assim, calculando 7i;: —f(w, y) = ae™ + (ax + by)e™.y = —f(O, D=ae’+ )’ 1=a+be

ox ox
d d
—f(x,y) = be™ + (ax + by)e™.x = —f((), 1) = be® + (0)e®.0 = b, entdo 7, = (a + b,b,—1).

dy dy
. - . of of .
Para satisfazer a condigao (b), o vetor i = | =—(1,0), =—(1,0),—1 |, que é o normal

Ox oy
do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0, f(1,0)), deve ser paralelo ao vetor (—1,3,1),
1

que é o normal do plano —z + 3y + z =0, isto &, (—1,3,1) = Afiz, A € R.

of 0 o _ . Of
—ax(l,O) = ae” + (a)e’.0 = a; o
fia = (a,a + b, —1).

E calculando 7iy: (1,0) = be® + (a)e’.1 = b+ a, entdo

P : : . (1,—1,1)(G+b,b,—1):0
Agora, s6 resta descobrir os valores de a e b que satisfazem: { (—1,3,1) = Ma,a + b, ~1)
{ a+b—0—-1=0

a=1
(-1,3,1) = Aa,a+b,—1) = { (-1,3,1) = A(1,1+b,—1)

= (~1)(b+1) 4

e, como (—1,1) = A(1, —1) < A = —1, segue que: { g ~ = { Z -]



