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1. (2,0) Calcule o comprimento da curva 7(t) = (cost + tsint,sint — tcost), t € [0,7/2].

us

Resolugao: O comprimento L(y) é dado por L(y) = /2 I/ (t)||dt, onde ||/ (t)]| ¢ o moédulo
0

de v/().
Assim, sabendo que 7/(t) = (—sent+ (sent+tcost), cost— (cost—tsent)) = (tcost, tsent),
segue que |7/ (t)|| = \/(tcost)2 + (tsent)? = \/t2(sen?t + cos? t) = V12 = |t|. E, levando em

conta que os valores que ¢ assume sdo positivos (ou nulo), |7/ (¢)|| = || = t.
% mT\2 02 2
Concluindo que L(y) = / tdt = (2)2 = %
0



2. (3,0) Considere a curva parametrizada « : R — R? definida por
A(t) = (12,26 — 1)

(a) Encontre as intersegoes de v com os eixos.

(b) Determine +/(t) para todo ¢ € R. Ache os pontos da curva nos quais a tangente é
horizontal ou vertical.

(¢) Estude o comportamento de ~'(t)

(d) Esboce a imagem da curva e indique o sentido de percurso determinado por +.

Resolucgao:

(a) Denotando (t) = (x(t),y(t)), a curva se encontra com o eixo x quando y(t) = 2t3 — 6t =
0 t2t2—6)=0<t=0o0ut= —V3 ou t = V3. E se encontra com o eixo y quando
)=’ =0t2=0&1t=0.

Assim, as intersecgoes de v com os eixos acontecem nos pontos y(0) = (0,0)e

Y(=V3) = (3,0) =7(V3).

(b) Temos que 7' (t) = ('(t),9'(t)) = (2t,6t> — 6).

Além disso, a tangente (que tem a mesma dire¢ao do vetor +/(t)) é:

(a) vertical & 2/(t) =02t =0t =0
(b) horizontal < ¢/(t) =0 6t2 —6=0<t=—lout =1

Logo, o unico ponto da curva em que a tangente é vertical é o y(0) = (0,0) e os pontos em
que ela & horizontal sao v(—1) = (1,4) e(1) = (1, —4).

(c) Vejamos o comportamento do vetor v'(t) = (2/(t),y'(t)) = (2t,6t> — 6), que é tangente &
curva, em 3 etapas:

(a) t<—-1:t2>1=6t2—6>0 = 2/(t) <0ey'(t) > 0, ou seja, o vetor tangente a curva

y'(t)

a/(t)
quer dizer que a tangente do dngulo de inclinagao do vetor tende a —oo, isto é, o vetor
tende a ser vertical.

(b) =1 <t < 1: para t<0, 2/(t) < 0 e y/(t) < 0 e, para t>0, 2/(t) > 0 e y/(t) < 0; assim,
o vetor estd na dire¢do horizontal quando t = —1 (7/(—1) = (-2,0)), tem sentido p/
esquerda e p/ baixo quando —1 < ¢ < 0; atinge a diregao vertical quando t=0 (7/(0) =
(0,—6)), tem sentido p/ direita e p/ baixo quando 0 < ¢ < 1 e atinge, novamente, a
diregao horizontal quando t=1 (7/(1) = (2,0)).

(c) t>1: 2/(t) >0 e y/(t) > 0; isto é, o vetor tem sentido p/ cima e p/direita. Além disso,
/

tem sentido p/ esquerda e p/ cima. Além disso, se ¢ — —o0, entao — —00, isso

se t — 400, entao — +00, e, pela mesma ideia do primeiro item, o vetor tende a

(
2'(t)

ser vertical.

(d) Tragando os pontos em que a curva corta os eixos e em que a tangente é vertical ou
horizontal, representando o vetor tangente +/(¢) nos pontos t = —1, t = 0 e t = 1 por
v, u e w, respectivamente, e percebendo que y(t) — (400, —00) quando t — —o0 e que
v(t) — (+00,+00) quando t — 400, além de visualizar o estudo do item (c), podemos
desenhar um esbog¢o da imagem da curva:



v (1,4)
(0, 0) (3,0)
\\
(1,-4)
u




3. (2,0) Calcule a area da regido que é delimitada pela seguinte curva dada em coordenadas
polares e que esté no setor especificado:

™ 3
4’ 4

r=3+42sin#; 0 € [

3T

4

1
Resolugao: Temos que a area A é dada por A = 3 / 7(0)2 dh, onde r(6)% = 9+ 12sen  +

3
1 T
+4sen?f e lembrando a transformacdo 2sen?d = (1 — cos26), temos que A = 3 / 9+
I
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4. (3,0) Considere a fungao de duas variaveis f(z,y) = /22 +y? — 9.

a) Determine e esboce o dominio de f.

(a)
(b)
(c) Determine e esboce as curvas de nivel 0, 1, /7 de f.
(d) Esboce o grafico de f.

Determine e esboce a intersecao do grafico de f com os planos xz e yz.

Resolugao:

(a) A funcdo esta definida quando 22 +%? -9 > 0 & 22 +y? > 32, isto ¢, o dominio Dom(f)
é dado pelos pontos (z,y) € R? na borda ou no exterior da circunferéncia de raio 3 e centro
(0,0) .

E
w

(b) O grafico de f intercepta o plano zz quando y = 0 e temos que f(x,0) = Va2 —9.
Ou seja, a intersecgdo com o plano xz é dada pelo grafico de g(z) = f(z,0) onde (z,0) €

Dom(f) & x € (—o0, —3] U [3,+00) e ¢'(z) = \/% Assim, para fazer o esbogo, pode-se
22 _

perceber que a funcao atinge o zero em x = 3, é crescente para © > 3 e ¢'(z) — 1 quando
x — 400, nota-se também que g(x) = g(—x) Vo € Dom(g).

9(x)=f(x,0)

(-3,0) (3,0)

Para a intersec¢ao com o plano yz, temos que x = 0 e, portanto, ela é dada como o
grafico de f(0,y) = v/y?2 —9. Assim, y, nesse caso, faz um papel completamente analogo
ao do x no caso acima e o grafico da interseccao com o plano yz é idéntico ao anterior, com
excecao de que o eixo horizontal seria, na verdade, o eixo dos valores de y.

(c) Cada curva de nivel é dada por um valor da funcao:

(a) f=0«22+y?=9=23%
(b) f=1< 22 +y?=10;



(c) f=VTe 2t +y?=16=42

Ou seja, sao circunferéncias de raio 3, v/10 e 4.

(3,0 (4,0)

(d) Assim, podemos tragar um esbogo da f.
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1. (2,0) Calcule o comprimento da curva 7(t) = (sent — t cost,cost + tsent), t € [0,7/3].

™

Resolugao: O comprimento L(y) é dado por L(y) = /3 7/ ()||dt, onde ||7/(t)]| é o modulo
0

de ~/(t).

Assim, sabendo que /() = (cost — (cost —tsent), —sent +sent + tcost) = (tsent, tcost),
segue que ||y ()| = v/(tsent)2 4 (tcost)2 = \/t2(sen?t + cos?t) = V12 = [t|. E, levando em
conta que os valores que ¢ assume sdo positivos (ou nulos), ||[v'(¢)|| = |t| = t.

z mT\2 02 2
Concluindo que L(v) = /3 tdt = G -0 =T
0 2 18



2. (3,0) Considere a curva parametrizada « : R — R? definida por
v(t) = (2t3 — 6t,t2)

(a) Encontre as intersegoes de v com os eixos.

(b) Determine +/(t) para todo ¢ € R. Ache os pontos da curva nos quais a tangente é
horizontal ou vertical.

(¢) Estude o comportamento de ~'(t)

(d) Esboce a imagem da curva e indique o sentido de percurso determinado por +.

Resolucgao:

(a) Denotando (t) = (x(t),y(t)), a curva se encontra com o eixo y quando x(t) = 2t3 — 6t =
0 t2t2—6)=0<t=0o0ut= —v/3 ou t = V3. E se encontra com o eixo x quando
yt)=t’=0<t2=0s1t=0.

Assim, as intersecgoes de vy com os eixos acontecem nos pontos y(0) = (0,0)e

Y(=V3) = (0,3) =1(V3).

(b) Temos que 7' (t) = ('(t),9'(t)) = (6t> — 6,2t).

Além disso, a tangente (que tem a mesma dire¢ao do vetor +/(t)) é:
(a) vertical < 2/(t) =0 6t2 -6=0<t=—lout =1
(b) horizontal & ¢/(t) =0 2t=0<t=0

Logo, o tinico ponto da curva em que a tangente é horizontal é o v(0) = (0,0) e os pontos em
que ela é vertical sao y(—1) = (4,1)ev(1) = (—4,1).

(c) Vejamos o comportamento do vetor v'(t) = (2/(t),y'(t)) = (6> — 6,2t), que é tangente a
curva, em 3 etapas:

(a) t<—1:t2>1=6t2—6>0 = ¢/(t) <0ea/(t) >0, ou seja, o vetor tangente a curva

y'(t)

tem sentido p/ baixo e p/ direita. Além disso, se t — —o0, entao — 0, isso quer

dizer que a tangente do dngulo de inclinagao do vetor tende a 0, isto é, o vetor tende a
ser horizontal.

(b) —1 <t < 1: para t<0, y/'(t) < 0 e 2/(t) <0 e, para t>0, y/'(t) > 0 e 2/(t) < 0; assim, o
vetor esta na dire¢do vertical quando ¢t = —1 (7/(—1) = (0,—2)), tem sentido p/ baixo
e p/ esquerda quando —1 < ¢ < 0; atinge a dire¢ao horizontal quando t=0 (7/(0) =
(—6,0)), tem sentido p/ cima e p/ esquerda quando 0 < ¢ < 1 e atinge, novamente, a
diregao vertical quando t=1 (v/(1) = (0,2)).

(c) t>1: 2/(t) >0 e y/(t) > 0; isto é, o vetor tem sentido p/ cima e p/direita. Além disso,

y'(t)

a'(t)

se t — 400, entao — 0, e, pela mesma ideia do primeiro item, o vetor tende a ser

horizontal.

(d) Tragando os pontos em que a curva corta os eixos e em que a tangente é vertical ou
horizontal, representando o vetor tangente +/(¢) nos pontos t = —1, t = 0 e t = 1 por
v, u e w, respectivamente, e percebendo que y(t) — (—o0,+00) quando t — —o0 e que
v(t) — (+00,+00) quando t — 400, além de visualizar o estudo do item (c), podemos
desenhar um esbog¢o da imagem da curva:






3. (2,0) Calcule a area da regido que é delimitada pela seguinte curva dada em coordenadas
polares e que esté no setor especificado:

n o
373

r=2+senf; 60¢ [
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3

1
Resolugao: Temos que a area A é dada por A = 2/ 7(0)? df, onde r(0)? = 4 + 4sen 6 +

Jus

27

1 1 (73
+sen? 6 e lembrando a transformacio sen? = 3 (1 — cos26), temos que A = 2/ "4 +
4send db . ’ +
2w s
1 (31 1 2r ] sen20\ 3 2w 1(nm 1
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4. (3,0) Considere a fungao de duas variaveis f(z,y) = /22 +y? — 1.

a) Determine e esboce o dominio de f.

(a)
(b)
(c)
(d) Esboce o grafico de f.

Determine e esboce a intersegao do grafico de f com os planos zz e yz.

Determine e esboce as curvas de nivel 0, 1, v/3 de f.

Resolucgao:

(a) A funcdo esta definida quando 22 +7? —1 > 0 & 22 + 52 > 12, isto ¢, o dominio Dom(f)
é dado pelos pontos (z,y) € R? na borda ou no exterior da circunferéncia de raio 1 e centro
(0,0) .

w

(b) O grafico de f intercepta o plano zz quando y = 0 e temos que f(x,0) = Va2 — 1.
Ou seja, a intersec¢do com o plano xz ¢ dada pelo grafico de g(z) = f(z,0) onde (z,0) €
Dom(f) < x € (—oo,—1]U[1,400) e ¢'(x) = . Assim, para fazer o esboco, pode-se

vz —1

perceber que a fungao atinge o zero em x = 1, é crescente para x > 1 e ¢’(z) — 1 quando
x — 400, nota-se também que g(x) = g(—x) Vo € Dom(g).

Para a interseccdo com o plano yz, temos que x = 0 e, portanto, ela é dada como o
grafico de f(0,y) = v/y?2 — 1. Assim, y, nesse caso, faz um papel completamente analogo
ao do x no caso acima e o grafico da intersec¢ao com o plano yz é idéntico ao anterior, com
excecao de que o eixo horizontal seria, na verdade, o eixo dos valores de y.

(c) Cada curva de nivel é dada por um valor da funcao:

(a) f=0&a?+y*=1;
(b) f=1ea?+y? =2
() f=V3ea?+y?=4=22

Ou seja, sdo circunferéncias de raio 1, v/2 e 2.
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(d) Assim, podemos tragar um esbogo da f.
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