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Lista 5 - Espacos de Hilbert

Wilson Cuellar

1. Defini¢ao. Dada uma familia (z;);er de um espago normado X, dizemos que esta familia é
somdvel e tem soma x € X, se dado € > 0 existe um subconjunto finito F, C I' tal que para
todo subconjunto finito F C I" com F' D F, temos
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Dizemos que (z;)ecr satisfaz a condi¢ao de Cauchy se dado € > 0 existe um subconjunto finito
F. C T tal que para todo subconjunto finito F’ C I disjunto de F, temos
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(a) Mostre que toda familia somével (z;);er satisfaz a condi¢ao de Cauchy.

(b) Se a familia (z;);er satisfaz a condigao de Cauchy, entdao o subconjunto I'' = {i € " :
x; # 0} é enumeréavel.

(c) Se X for completo entao toda familia que satisfaz a condi¢ao de Cauchy é somavel.

2. Seja I" um conjunto nao vazio. Definimos ¢5(I") como o espago das familias (x;);er de escalares
em K (= R, C) tais que (|z;]?)ier é somavel.

(a) Moste que ¢3(I") é prehilbertiano se definirmos ((;)ier, (Yi)ier) = X icr Ti¥i-

(b) Mostrar que ¢2(I") é de Hilbert.

(c) Mostre que se I' for enumeravel infinito, entao ¢o(I") é linearmente isométrico a fs.

(d) Mostre que se I' for ndo enumeréavel, entao ¢o(I") é nao separavel.

3. Seja H um espago prehilbertiano. Mostre a identidade generalizada do paralelogramo: Se
Z1,...,Tn € H, entao
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4. Seja H um espago prehilbertiano e (z,), uma sequéncia em H. Mostre que se ||z,| — ||z|| e
(xp,x) — (x,x) entdo x,, — .

5. Mostre que em um espago prehilbertiano, x Ly se e somente se ||z + ay|| > ||z|| para todo
escalar a.

6. Seja H prehilbertiano e F' subespago completo de H. Mostre que H/F ¢é prehilbertiano.

7. Seja H prehilbertiano sobre C e T' € L(H, H) tal que (T'h,h) = 0 para todo h € H. Prove
que T'= 0. Mostre que o resultado nao é valido no caso real.



8. Sejam H prehilbertiano sobre C e 17,1y € L(H, H) tais que (Tyz,z) = (Thx,z) para todo
x € H. Mostre que T} = T5.

9. (a) Sejam X = R? com a norma || - ||, 4 = Bx, e z = (2,0). Determine o conjunto
{ae A:d(z,A) =d(z,a)}.
(b) Seja X = ¢p, o espago das sequéncias convergentes a zero, com a norma || - ||oo. Sejam

A={(zn)n€co: x, >20Vn e Y 07 52 =1}ex =(0,0,0,...). Mostre que d(z, A) = 1
e que nao existe a € A tal que d(z,a) = 1.

10. Encontre um espaco de Hilbert H e um subespaco F de H tal que H # F + F*.

11. Seja (x*); uma sequéncia ortonormal em f5, onde z* = (z¥);. Mostre que limj,_,oo(2¥) = 0
para todo ¢ € N.

12. Seja H um espaco de Hilbert separavel. Um operador linear e continuo T : H — H é dito
operador de Hilbert-Schmidt se existe uma base ortonormal (e;); de H tal que:
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(a) Mostre que o valor | T||gs é independente da escolha da base.

(b) Mostre que ||T||gs > ||T||. O numero ||T'||gs é chamado de norma Hilbert-Schmidt do
operador T

13. (Teorema de Hellinger-Toplitz). Seja H um espago de Hilbert e T': H — H uma aplicacao
linear tal que (T'z,y) = (x, T'y) para todo =,y € H. Mostre que T' é continuo.

14. Seja H um espago de Hilbert separavel. Um operador linear e continuo T : H — H que é um
isomorfismo auto-adjunto. Mostre que se T é positivo (ou seja (T'xz,z) > 0 para todo x € H),
entao [z,y] := (T'z,y) define um novo produto interno sobre H e |||z||| = [x,z]2 é uma norma
equivalente sobre H.

15. Sejam H; e Hs espacos de Hilbert e T : H; — Hs um operador linear continuo. Se My C H;
e My C Hy satisfazem que T'(M;) C Ms, mostre que Mi- D T*(Ms-).

16. Seja (ey), uma base ortonormal de um espago de Hilbert separavel H e defina T': H — H
como T'e, = ent1, n € N. Encontre imagem, nicleo, norma e o Hilbert-adjunto de T'.

17. Sejam H um espago de Hilbert e T' € £(H, H) uma imersao isométrica. Mostre que T*T = Id,
onde Id é o operador identidade em H.

Sugestoes

1b.) Considere os conjuntos I';, = {i € T' : ||z4|| > 1/n}.

lc.) Considere I';, da questao anterior e a sequéncia (yn)n, onde y,, = > ;cp ;.

3.) Use principio de indugao.

7.) Considere os vetores x + 3 e = + iy. Considere sobre R? o operador de 90 graus de rotacao.

9.) Observe que em a) Nao ha unicidade; e em b) Nao tem existéncia, porém A é convexo
fechado.

10.) Considere o subespago das sequéncias de suporte finito de la.

11.) Use a desigualdade de Bessel.

12 a) Se (f;); for outra base ortonormal, mostre que >, || T¢;||> = > 1T £5112.

13.) Seja x, — 0 em H, mostre que g(T'(x,)) — 0 para todo g € H*. Deduzir que T'(z,) é
limitado e depois que T' é continuo.



