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Lista 4 - Aplicagoes teorema de Baire

Wilson Cuellar

. Seja X um espago de Banach de dimensao infinita. Mostre que qualquer base de Hamel de
X é nao enumeravel.

. Sejam X e Y espagos de Banach e (7},),, uma sequéncia de operadores em L£(X,Y). Mostre
que as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) (IT]])n € limitada.
(b) [|Ty(x)]|» € limitada para todo x € X.
(¢) |g(Tn(x))]n € limitada para todo z € X e todo g € Y*.

. Sejam X,Y espagos de Banach e T' € L(X,Y). T é imersao se T induz um isomorfismo de
X sobre T'X.

a) Mostre que T é imersao se e somente se T' é injetora de imagem fechada.

(b) Se T' &€ uma imersao em Y, entdo necessariamente 7 é uma imersao em X*7
(c) Mostre que se T' for uma imersao, entdo 1™ sera sobrejetora.

(a) Prove diretamente que se X é um espago de Banach e f um funcional nao nulo definido

sobre X, entao f é aberto.

(b) Considere a fungao T': ¢y — ¢q definido por T'((x,)n) = (%:L‘n)n T é um operador linear

e continuo? T é aberto?

. Sejam X e Y espagos normados e T : X — Y linear (nao necessariamente limitado). Mostre
que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) T ¢ aberta.

(b) Existe ¢ tal que 6By C T(Bx).

(c) Existe M > 0 tal que para todo y € Y existe x € T~ (y) satisfazendo ||z||x < M||y|]y.

. Encontre uma sequéncia de operadores (7},), que converge pontualmente a um operador T'
tal que ||T|| < liminf, |1},

. Sejam X um espago vetorial e || - || e || - |2 duas normas em X tais que X; = (X, |- |[1) e
Xo = (X, || - []2) sejam completos. Suponha também que as normas || - |1 e || - |2 nao sdo
equivalentes. Seja I; a aplicacao identidade de (X, || - ||1) sobre (X, | - |2) e I2 a aplicagao
identidade de (X, || - ||2) sobre (X, ] - |l1). Mostre que I; e I ndo sao continuas.

. Seja X o espago das fungoes derivaveis com derivada continua sobre [0,1] com a norma
[fllc = supgepo)|f(x)]. Defina a aplicagdo linear 7' de X em C([0,1]) por T(f) = f".
Mostre que T tém grafico fechado, porém nao é continua. Explique porque o teorema do
grafico fechado nao pode ser aplicado.

. Seja X um subespaco fechado de (C([0,1]),||.]lc) tal que todo elemento de X é derivavel
com derivada continua sobre [0, 1]. O objetivo deste exercicio é mostrar que X tem dimensao
finita.



(a) Mostre que X munido da norma ||f|| = || f|lcc + ||f"||cc ¢ de Banach.

(b) Mostre que existe n € N tal que para qualquer f € X, || f']lcc < 7|l f/|co-
)
)

(c
(d) Concluir.

Mostre que By é um subconjunto compacto de (C[0, 1], |.]|co)-

10. Seja X um espago de Banach, Y um espago normado e (T},), uma sequéncia em L£(X,Y"), tal
que sup,, ||T,,|| = +o00. Mostre que existe xg € X tal que sup ||T;,(xo)| = +o0.
n

11. Sejam X um espago vetorial e || - ||1 e || - ||2 duas normas em X tais que X7 = (X, | - [}1)
e Xo = (X, - |l2) sejam completos. Se |zy|1 — 0 sempre implica ||z,|2 — 0, mostre que
a convergéncia em X; implica a convergéncia em X e vice versa. Usando isto mostre que
existem numeros reais positivos a e b tal que para todo x € X,

allzfly < f[zll2 < bl
e portanto as normas sao equivalentes.

12. (a) Seja X espago de Banach, Y subespago fechado de X e F subespago de dimensao finita
de X, tais que Y N F = {0}. Mostre que d(SF,Y) > 0. Conclua que Y + F' é fechado.

(b) Seja X espago de Banach, Y subespaco fechado de X e F' subespago de dimensao finita
de X. Mostre que Y + F é fechado.

Sugestoes

1.) Supondo que a Base de Hamel seja enumeréavel use o teorema de Baire para achar uma
Contradi(;ao.
2.) Para (c) — (b) Use a imersao canonica de Y em Y** e o teorema da limita¢ao uniforme.
3.) (a) Use teorema da aplicacao aberta.
(b) Considere por exemplo a imersao de R em R2.
(c) Para cada g € Y*, aplicar teorema de Hahn-Banach a g o TL.
4. (a) Se f(=x )—5>OparaalgumeBo,entéo( 5,6) C f(BY).
5. (b) = (a) T(B%) 2 T(Bx) 2 $By D $BY, assim T leva vizinhangas de 0 em vizinhangcas
de 0. Por linearidade, T' é aberta.
6.) Escolher T}, : ¢ — K com ||T,,[|=1eT =0.
7.) Use o Teorema da Aplicagdo Aberta.
9. (a) Mostrar que X é fechado em C4([0,1]) com aquela norma.
(b) Aplicar o teorema da aplica¢ao aberta a Id de X, ||.|| em X, ||.|lco-
(c) Usar o teorema de Ascoli-Arzela.
10.) Use o Teorema da Limitagao Uniforme.
11.) Olhe para as equivalencias de continuidade das aplicagoes lineares entre espagos normados.
12 (a) Mostrar que inf{||ly — f|l,y € Y, f € F,|| f| =1} > 0.
(b) Escrever Y + F=Y ® G onde G C F.



