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Justifique todas suas afirmacoes.

I) Seja H um espaco de Hilbert, com produto interno (-, -), e seja (e,)52; uma sequéncia ortonormal em
H.
1. Mostre que o conjunto {e,, n € N} é fechado e limitado mas néo ¢ compacto em H.

Resolugao: Seja A = {e, :n € N}

e A ¢ limitado: Com efeito, para todo n € N temos ||e, || = (en, e,) = 1.

e A &fechado: Seja x € A. Entdo existe sequéncia (e,, )ren em A tal que e, — = quando k — oc.
Em particular, a sequéncia (e, )reny ¢ de Cauchy em H; assim, existe ko € N tal que

Henk - enjH <1, Vk,j > ko (1)
Agora, note que se e; # e;, entao
les — ejl1* = (ess i) — (eires) = (ej,ea) + (ejre) =2 = [les — eyl > 1,
Portanto, para que satisfaca (1), a sequéncia (e, )ren deve ser constante a partir de kg. Assim,

T = en,, € A, de onde segue que A ¢ fechado.

e A nao é compacto: Se, para todon € N, B(e,, 1) denota a bola aberta de centro e,, e raio 1, temos
que {B(ey,1) : n € N} é uma cobertura aberta de A. Suponha que existam nj,---n; € N tais
que A C U?:l B(en,,1). Entao, para e; ¢ {e,,, - -en,} temos que existe [ € {ny,---n} tal que
le; — €| < 1, mas isso contradiz o fato de que |le; — e|| = v/2 > 1. Portanto, {B(en, 1) : n € N}
é cobertura de A que nao possui subcobertura finita, isto ¢, A nao é compacto.

2. Prove que para cada z € H
lim (x,e,) =0.
n—oo

(Sugestao: Desigualdade de Bessel.)

Resolugao: Da Desigualdade de Bessel temos que
> s en) | < ||2)f?, Vo € H.
n=1

Portanto, a série Y -, [(z,e,)|? é convergente, de onde segue que os termos da série devem convergir
a zero, isto &, |(x,e,)| — 0 quando n — oo; e portanto, (z,e,) — 0 quando n — co.

3. Seja T € K(H). Mostre que lim,_,~ |[|T(e,)] = 0.
Resolugao: Suponha que lim,,_, ||T(e,)|| > 0; entao existe € > 0 e uma subsequéncia (e, )i de (€n)n
tal que || T(en,)|| > €, Vk € N. Como (e, ), ¢ uma sequéncia limitada e 7' é operador compacto, existe
uma subsequéncia (en,, )i de (en,)r tal que T'(en, ) = z # 0 quando | — co. No entanto, pelo item
anterior, colocando x = T%(z) € H, temos
0= lim <T*(z),enkl> = lim <z,T(enkl)> =(z,2) >0

l—o0 l—o0

e temos uma contradi¢ao. Portanto, lim, . ||T'(e,)|| = 0.



IT) Seja H um espago de Hilbert separavel de dimenséao infinita. Dizemos que um operador T' € L(H) é
de Hilbert-Schmidt se existe uma base ortonormal (ey,), de H tal que

> IT(en)]
n=1

Donotemos por HS(H) o conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt de H.

1. Sejam (fy)n € (gn)n duas bases ortonormais de H e seja T' € HS(H). Mostre que > - |T(fn)]|* =
S 1T (gm)|?. Conclusao?

Resolugao: Pela Identidade de Parseval, temos

oo

TGP =D KT (fa)s gm)]?, Vn €N
Assim,
ST =3 (3 ) - Z(Zm, o)
n=1 n=1 \m=1 n=1
- Z <Z| fos T gm > Z ||T* gm (2)
m=1 \n=1 m=1

Em particular, tomando f,, = g, em (2), segue que

ZIIT (9n)lI? = Z 1T (g)II? 3)

n=1 n=1

Assim,

Z IT(f)II* = ZIIT* (gn)* = Z 17 (gn)

n=1 n=1

Concluimos que a convergéncia da série Y-, [|T(f,)|* é independente da escolha da base.

2. (a) Mostre que HS(H) é um subespaco vetorial de L(H) e que HS(H) # L(H).
Resolugao:
Segue da defini¢ao que HS(H) C L(H).
E imediato que T = 0 € HS(H).
Sejam T, S € HS(H) e A € K e seja (e, ), uma base ortonormal de H.
Para a, b reais positivos e 1 < p < oo, temos a desigualdade

a+b\" 1
< Z(aP P'
<2>_2(a+b)

Assim,

Z INT () + S(en)lI* < Z INIT(en)ll + 1S (en))?

n=1

8

Z (APITen)lI* + 118 (en)?)

— 2|2 ZHT n H2+2ZHS

Portanto, A\T' + S € HS(H), de onde segue que HS(H) ¢é subespago vetorial de L(H).
Por fim, note que Id € L(H), mas

S Mden)lF = 3 lleall? = 31 = o0

n=1 n=1 n=1

e portanto, Id ¢ HS(H ), de onde segue que HS(H) # L(H).



(b) Sejam T € HS(H) e S € L(H). Mostre que T*, SoT e T 0 S sao operadores de Hilbert-Schmidt.
Resolugao: Seja (ey,), uma base ortonormal de H.
Da equagao (3) e do fato de T' € HS(H ), temos que

ZIIT* en)|* = Z I (en)|* < o0

Portanto T* € HS(H).
Agora, usando a continuidade de S, temos

oo

D IS(T(en) ||2<ZIISH IT(en)I” = 1S]1? ZIIT en)|? < o0
n=1

n=1

Portanto, S oT € HS(H).
Por fim, note que (70 S)* = S* o T*, e como S* € L(H) e T* € HS(H), do que ja foi provado,
temos (T"0 S)* € HS(H), e portanto (T'0 S)*™* =T oS € HS(H).

3. (a) SejaT € F(H) (isto é, T é um operador de posto finito). Mostre que existem vetores vy, ..., vy €
H e um conjunto ortonormal {wy,...,wy} de H tais que
N

T(x) = Z(m,vi>wi para todo = € H.
i=1

Resolugao: Suponha que dim(7'(X)) = N < oo, e seja {wi,...,wy} uma base ortonormal de
T(X). Colocando v; = T*(w;), para i = 1,..., N, temos Va € H

N N N

T(x) = Z<T(x)>wi>wi = Z(x,T*(wi»wi = Z(m,vﬁwi.

i=1 i=1 i=1
(b) Mostre que F(H) C HS(H).
Resolugao: Seja T € F(H). Se T'(z) = Zf\[:l(x,vi)wi, Vo € H, entao

N N N

IT (@)1 = Q_{e, viwi, Y (x,viywi) = Y {,v)?

i=1 i=1 i=1
Seja (en), uma base ortonormal de H. Entao

Z IT(en)|? = Z (Z |<en,vi>|2> = (Z <>) = llul* < oo

i=1 \n=1

(onde a tltima igualdade segue da Identidade de Parseval).
Portanto, T' € HS(H).

4. Para os exercicios 4 a 8 fixemos uma base ortonormal (e,,), de H. Dado T' € HS(H) definimos

1T ns = (Z IIT(en)||2>

Mostre que || - [|xs define uma norma em HS(H) tal que ||T]| < || T||xs-
Resolugao: Sejam T,S € HS(H) e A € K. Temos

[N

o [T|us=0 = Y07 |IT(ex)|>=0 = ||T(e,)]| =0,¥n €N = T(e,)=0,YneN = T =0.

e Desigualdade triangular: Observe que se a, = |[|T(ey)]|, Vn € N, entao a = (an)n € l2 e temos
IT|1s = |lal|2. Colocando

bn = [IS(en)ll; en = (T + S)(en)ll; Vn €N,



temos b = (by,)n,c = (Cp)n € Lo €
cn < ap +by,.

Pela desigualdade triangular em /o,
llellz < llallz + [[ll2;
isto é,
1T+ Sllxs < [ITllas + 1S]2s-
o AT IFs = 2202 AT (en)lI? = (AP 3252, 1T (en)lIP = AT llaus = AT s
Portanto, || - ||xs define uma norma em HS(H).

Por fim, se z = > 7 (z,e,)e, € Sy, da Identidade de Parseval, temos ||z[|? = Y0, [(z,e,)]* = 1.
Assim, da Desigualdade de Holder (com p = ¢q = 2),

oo

Z@»en Z z,en)|||T(en) ||
n=1 n=1

< (;I T, €n) ) <i |2>é = ITllxs

. Mostre que a norma || - ||xs em HS(H) é induzida por um produto interno.

1T ()] =

Portanto, ||T'|| < [|T]|xs-

Resolugao: Vamos mostrar que || - ||xs satisfaz a Lei do Paralelogramo.

Como H ¢é espago de Hilbert, sabemos que a norma || - || em H satisfaz a Lei do Paralelogramo. Assim,
para todo n € N temos

2| T(en)lI* +2[1S(en) I* = IT(en) + S(en)l” + 1T (en) — S(en)|*-

De onde segue que

20T (55 + 205135 = 2D IT(en)lI> + 2D 1S(en)? =D @IT(en)lI* + 2115 (en)1?)
n=1 n=1 n=1

Z (IT(en) + S(en)l® + I T(en) = S(en)lI*) = IT + Sll3ys + 1T = Sl3s-

E portanto, || - [|#s € induzida por um produto interno.

. Mostre que (HS(H), || - |l#s) € um espago de Hilbert. (Sugestao: Use o fato que £L(H) é completo.)

Resolugdo: Seja (T},), uma sequéncia de Cauchy em HS(H). Como ||S| < ||S||us, VS € HS(H),
segue que (7},), é uma sequéncia de Cauchy em L(H), que é Banach e portanto existe T' € L(H) tal
que lim, o0 [| T, — T|| = 0. Vejamos que T € HS(H) e limy, 00 | T — T'||1s = 0.

Seja € > 0 qualquer. Como (7},),, é de Cauchy, existe ng € N tal que

oo
1Tn — Tm||’2HS = Z [Tn(e:) — Tm(ei)||2 < 52; Vn,m > no.

i=1

Em particular, VM € N,
M
> I Tules) = Trm(ea)|” < €, Yn,m > ny. (4)
1=1

Fazendo m — oo em (4), temos

Z [T (ei) = T(es)||* < €, Yn > nq. (5)



Fazendo M — oo em (5), temos

Z HTn L )H2 s Vn > ng. (6)

Portanto, T,, — T € HS(H), Vn > ng, e como HS(H) é espago vetorial, segue que T' € HS(H).
Além disso, (6) mostra que lim, o [|T, — T|lns = 0.

. Para cada n € N, seja P, a projecao ortogonal de H sobre [eq,...,e,]. Mostre que para cada T €
HS(H)

lim ||T —To PnHHS =0.

n—roo
Deduza que todo operador de Hilbert-Schmidt em H é compacto.

Resolugao: Temos

IT =T o Pullfis = Y I T(e)) = T(Palea))|* = Y I T(e)]

i=1 i=n+1

E como a série Y oo, | T(e;)||* é convergente, segue que

o 1/2
lim [T~ T o Pylus = lim ( 3 ||T<ei>|2> ~0

1=n+1

Vimos que, se S € HS(H), entao ||S]| < ||S]|ns- Assim, lim,,_, |7 — T o B,|| = 0, isto é, a sequéncia
de operadores compactos (1" o P,),, converge uniformemente a 7', e portanto, 7" é operador compacto.

. Mostre um exemplo de um operador T' € L(H) compacto que nao seja de Hilbert-Schmidt. (Sugestao:

Considere a sequéncia (\/Lﬁ e o operador diagonal associado.)
n

Resolugao: Mostramos em aula que operador diagonal T, definido por T,(e,) = ane,, onde a =
(an)n € £ € compacto se e somente se a € ¢g.

Como a sequéncia b = (ﬁ)n € ¢p, segue que T, € L(H) dado por Ty(e,) = ﬁen, Vn € N é compacto.

No entanto, note que
1
E 1T (en)II* = E I—= en\|2 > — =00,

n=1

e portanto, T, ¢ HS(H).

Boa prova!



