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I) (2,0) Sejam X um espaço normado e A um subconjunto de X. Dizemos que D ⊆ A é denso em A se
para todo a ∈ A e todo ε > 0 existe d ∈ D tal que ‖a− d‖ < ε. Dizemos que A é separável se existe D ⊆ A
enumerável e denso em A.

1. Mostre que se X é isomorfo a um espaço normado separável Y , então X é separável.
Resolução: Seja T : Y → X isomorfismo. Podemos supor que Y 6= {0}, e portanto, ‖T‖ 6= 0. Seja
D = {yn : n ∈ N} denso em Y . Consideremos E = {T (yn) : n ∈ N}. O conjunto E é enumerável,
vamos mostrar que é denso em X. Sejam x ∈ X e ε > 0 qualquer.
Como T é sobrejetora, existe y ∈ Y tal que T (y) = x. Sendo D denso em Y , existe yk ∈ D tal que
‖yk − y‖Y < ε

‖T‖ .

Segue então, da continuidade de T , que

‖x− T (yk)‖X = ‖T (y)− T (yk)‖X ≤ ‖T‖ ‖y − yk‖Y < ‖T‖ ε

‖T‖
= ε.

2. Mostre que se X é separável, então todo A ⊆ X é separável. (Sugestão: Seja D = {xn, n ∈ N} denso
em X. Para cada (i, j) ∈ N× N considere um ponto em B

(
xi;

1
j

)
∩A, quando essa intersecção é não

vazia.)
Resolução: Seja D = {xn : n ∈ N} denso em X. Definamos

∆ =

{
(i, j) ∈ N× N : B

(
xi;

1

j

)
∩A 6= ∅

}
.

∆ é não vazio pois D é denso em X. Considere para cada (i, j) ∈ ∆ um vetor ai,j ∈ B
(
xi;

1
j

)
∩ A.

Seja E = {ai,j : (i, j) ∈ ∆}. Segue que E é enumerável, vamos mostrar que é denso em A. Com efeito,
sejam a ∈ A e ε > 0. Tomemos l ∈ N tal que 1

l <
ε
2 . Como D é denso em X, existe xk ∈ D tal que

‖xk − a‖ < 1
l (note que, em particular, isto implica que a ∈ B

(
xk; 1

l

)
∩ A 6= ∅); assim, (k, l) ∈ ∆, e

temos
‖ak,l − a‖ ≤ ‖ak,l − xk‖ + ‖xk − a‖ <

1

l
+

1

l
< ε.

II)(3,0) O objetivo deste exercício é mostrar que L(`2, `2) = {T : `2 → `2 |T é linear e contínuo} não é
separável.

1. Seja a = (an)n ∈ `∞. Considere Ta : `2 → `2 definido por

Ta((xn)n) = (anxn)n.

Mostre que Ta ∈ L(`2, `2).
Resolução:

• Ta está bem definida: Note que, se (xn)n ∈ `2, então para todo N ∈ N
N∑
n=1

|anxn|2 ≤
N∑
n=1

(
sup
j∈N
|aj |
)2

|xn|2 = ‖a‖2∞
N∑
n=1

|xn|2 ≤ ‖a‖2∞ ‖x‖
2
2 (1)

Portanto, Ta((xn)n) ∈ `2.
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• Ta é linear: Sejam x = (xn)n, y = (yn)n ∈ `2 e α ∈ K. Temos

Ta(αx+ y) = Ta((αxn + yn)n) = (an(αxn + yn)n = α(anxn)n + (anyn)n = αTa(x) + Ta(y)

• Ta é contínua: Note que (1) implica que, se x = (xn)n ∈ `2, ‖Ta(x)‖22 ≤ ‖a‖
2
∞ ‖x‖

2
2, e assim

‖Ta(x)‖2 ≤ ‖a‖∞ ‖x‖2 (2)

2. Mostre que se ‖a‖∞ = 1, então ‖Ta‖ = 1. (Sugestão: Dado ε > 0, encontre n0 ∈ N tal que
‖Ta(en0

)‖ ≥ 1− ε.)
Resolução: Note que se x = (xn)n ∈ `2 com ‖x‖2 = 1, a equação (2) no item anterior implica que
‖Ta‖ ≤ 1. Para a outra desigualdade, considere ε > 0 qualquer. Sabemos que 1 = ‖a‖∞ = supn∈N |an|
e assim, pela propriedade do supremo, existe n0 ∈ N tal que 1− ε = ‖a‖∞ − ε ≤ |an0 |. Assim,

‖Ta(en0
)‖22 =

∑
n

|anδn,n0
|2 = |an0

|2 ⇒ ‖Ta‖ ≥ ‖Ta(en0
)‖2 ≥ 1− ε.

Tomando limite quando ε→ 0, temos ‖Ta‖ ≥ 1. Concluímos que ‖Ta‖ = 1.

3. Mostre que T : `∞ → L(`2, `2) definido por T (a) = Ta é uma imersão isométrica linear.

Resolução:

• T é linear: Sejam a = (an)n, b = (bn)n ∈ `∞, α ∈ K e x = (xn)n ∈ `2. Temos

T (αa+ b)(x) = Tαa+b(x) = ((αan + bn)xn)n = α(anxn)n + (bnxn)n = αTa(x) + Tb(x)

Portanto, T (αa+ b) = αT (a) + T (b).

• T é isometria (e portanto, injetora): Do exercício anterior, temos que
∥∥∥T ( a

‖a‖∞ )
∥∥∥ = 1 para todo

a ∈ `∞, a 6= 0. Segue da linearidade de T que ‖T (a)‖ = ‖a‖∞ para todo a ∈ `∞.

4. Conclua usando o exercício anterior.

Resolução: Suponha que L(`2, `2) é separável. Da questão II)2. temos que T (`∞) ⊆ L(`2, `2) é
separável. Como T é isomorfismo isométrico sobre a imagem de T , da questão II)1. segue que `∞ é
separável e portanto temos uma contradição.

III) (2,0)Seja (X, ‖�‖) um espaço normado. Dizemos que uma sequência (xn)n de elementos de X satisfaz
a propriedade (∗) se

‖xn − xn+1‖ <
1

2n
para todo n ∈ N. (∗)

1. Mostre que toda sequência que satisfaz a propriedade (∗) é de Cauchy.

Resolução: Sejam (xn)n uma sequência com a propriedade (∗), ε > 0 e n0 ∈ N tal que 1
2n0

< ε. Sejam
m > n > n0 naturais. Podemos escrever m = n+ k, para k ≥ 1; assim,

‖xn − xm‖ = ‖xn − xn+k‖ ≤ ‖xn − xn+1‖︸ ︷︷ ︸
< 1

2n

+ · · ·+ ‖xn+k−2 − xn+k−1‖︸ ︷︷ ︸
< 1

2n+k−2

+ ‖xn+k−1 − xn+k‖︸ ︷︷ ︸
< 1

2n+k−1

<

k−1∑
j=1

1

2n+j
=

1

2n

k−1∑
j=0

1

2j
≤ 1

2n

∞∑
j=0

1

2j
=

2

2n
=

1

2n−1
≤ 1

2n0
< ε

Portanto, (xn)n é de Cauchy.

2. Seja (xn)n uma sequência de Cauchy em X. Mostre que (xn)n possui uma sub-sequência que satisfaz
a propriedade (∗). (Sugestão: Encontre uma sequência crescente de naturais (Nk)k tal que ‖xNk

−
xm‖ < 1

2k
para todo m > Nk.)

Resolução: Como (xn)n é de Cauchy, dado ε1 = 1
2 , existe N1 ∈ N tal que

‖xn − xm‖ <
1

2
, ∀n,m ≥ N1.
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Tomando agora ε2 = 1
22 , existe N2 > N1 tal que

‖xn − xm‖ <
1

22
, ∀n,m ≥ N2.

Desta forma, construimos indutivamente uma sequência crescente (Nk)k de naturais tal que para cada
k ∈ N

‖xn − xm‖ <
1

2k
, ∀n,m ≥ Nk (3)

Em particular, (3) implica que ∥∥xNk
− xNk+1

∥∥ < 1

2k
, ∀k ∈ N.

Portanto, a subsequência (xNk
)k satisfaz (∗).

3. Mostre que X é completo se e somente se toda sequência que satisfaz a propriedade (∗) converge.

Resolução: (⇒) Suponha que X é completo e considere (xn)n uma sequência que satisfaz (∗), então,
por 1., (xn)n é de Cauchy e como X é completo, (xn)n é convergente.

(⇐) Suponha que toda sequência que satisfaz (∗) é convergente. Seja (xn)n uma sequência de Cauchy
em X e ε > 0 qualquer, então existe n0 ∈ N tal que

‖xn − xm‖ <
ε

2
, ∀n,m ≥ n0.

Por 2., existe uma subsequência (xNk
)k que satisfaz (∗) e portanto, por hipótese, existe x ∈ X e k0 ∈ N

tais que
‖xNk

− x‖ < ε

2
, ∀k ≥ k0.

Assim, se n,Nk, k ≥ max{n0, k0},

‖xn − x‖ ≤ ‖xn − xNk
‖ + ‖xNk

− x‖ < ε,

isto é, (xn)n é convergente e X é completo.

IV)(3,0) Dado um número real α > 0, seja C 0,α([0, 1]) o espaço das funções f : [0, 1]→ R tais que existe
M ≥ 0 tal que

|f(s)− f(t)| ≤M |s− t|α para todos s, t ∈ [0, 1].

Quando α = 1 esse espaço corresponde as funções Lipschitz em [0, 1].

1. Mostre que para todo α > 0, C 0,α([0, 1]) é um subespaço vetorial de C[0, 1].

Resolução: Seja f ∈ C 0,α([0, 1]), observemos que f é uniformemente contínua em [0, 1]. De fato,
dado ε > 0, tomemos δ =

(
ε

M+1

)α
. Assim, se |s − t| < δ então |f(s) − f(t)| < ε. É claro que

f ≡ 0 ∈ C 0,α([0, 1]). Sejam f, g ∈ C 0,α([0, 1]) e λ ∈ R. Então existem N,M ≥ 0 tais que

|f(s)− f(t)| ≤M |s− t|α para todos s, t ∈ [0, 1].

|g(s)− g(t)| ≤ N |s− t|α para todos s, t ∈ [0, 1].

Assim, se s, t ∈ [0, 1],

|(λf + g)(s)− (λf + g)(t)| ≤ |λ||f(s)− f(t)|+ |g(s)− g(t)|
≤ |λ|M |s− t|α +N |s− t|α = (|λ|M +N)|s− t|α,

isto é, λf + g ∈ C 0,α([0, 1]).

2. Para cada α > 0, defina ‖ � ‖ : C 0,α([0, 1])→ R por

‖f‖ = |f(0)|+ sup

{
|f(s)− f(t)|
|s− t|α

: s, t ∈ [0, 1], s 6= t

}
.

Prove que ‖ � ‖ é uma norma em C 0,α([0, 1]).

Resolução: Sejam f, g ∈ C 0,α([0, 1]) e λ ∈ R
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• ‖f‖ = 0⇒ f ≡ 0:

0 = ‖f‖ = |f(0)|+ sup

{
|f(s)− f(t)|
|s− t|α

: s, t ∈ [0, 1], s 6= t

}
⇒ |f(0)| = 0 e

|f(s)− f(t)|
|s− t|α

= 0 ∀s, t ∈ [0, 1], s 6= t

⇒ f(0) = 0 e |f(s)− f(t)| = 0 ∀s, t ∈ [0, 1], s 6= t

⇒ 0 = |f(s)− f(0)| = |f(s)|,∀s ∈ [0, 1] ⇒ f(s) = 0 ∀s ∈ [0, 1]

• ‖λf‖ = |λ| ‖f‖:

‖λf‖ = |λf(0)|+ sup

{
|λf(s)− λf(t)|
|s− t|α

: s, t ∈ [0, 1], s 6= t

}
= |λ| ‖f‖

• ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖:

‖f + g‖ = |f(0) + g(0)|+ sup

{
|f(s) + g(s)− f(t)− g(t)|

|s− t|α
: s, t ∈ [0, 1], s 6= t

}
≤ |f(0)|+ |g(0)|+ sup

{
|f(s)− f(t)|+ |g(s)− g(t)|

|s− t|α
: s, t ∈ [0, 1], s 6= t

}
≤ ‖f‖ + ‖g‖

3. Seja a ∈ [0, 1], considere fa : [0, 1]→ R definida por fa(t) = |t− a|. Mostre que fa ∈ C 0,1([0, 1]), e que
‖fa‖ = 1 + a.

Resolução: Para todo s, t ∈ [0, 1] temos pela desigualdade triângular inferior

|fa(s)− fa(t)| = ||s− a| − |t− a|| ≤ |s− a− (t− a)| = |s− t|,

portanto, fa ∈ C 0,1([0, 1]) e

‖fa‖ = |fa(0)|+ sup

{
|fa(s)− fa(t)|
|s− t|

: s, t ∈ [0, 1], s 6= t

}
≤ a+ 1.

Observemos que o supremo acima é igual a 1. De fato, se s 6= a então

|fa(s)− fa(a)|
|s− a|

=
|s− a|
|s− a|

= 1.

Portanto, ‖fa‖ = a+ 1.

4. Mostre que C 0,1([0, 1]) com a norma definida no item 2 é um espaço de Banach.

Resolução: Seja (fn) uma sequência de Cauchy em C 0,1([0, 1]). Então, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal
que ‖fn − fm‖ < ε para todo n,m ≥ n0. Em particular,

|fn(0)− fm(0)| < ε (4)
|fn(s)− fm(s)− fn(0) + fm(0)| ≤ |s|ε (5)

para todo n,m ≥ n0 e qualquer s ∈ [0, 1]. Por desigualdade triângular e equações (4) e (5), obtemos

|fn(s)− fm(s)| < (1 + |s|)ε, ∀n,m ≥ n0 ∀s ∈ [0, 1].

Assim, (fn(s)) é uma sequência de Cauchy em R para todo s ∈ [0, 1]; como R é completo, existe
limn fn(s). Definamos f(s) = limn fn(s).

Vamos mostrar que f ∈ C 0,1([0, 1]). Como (fn) é sequência de Cauchy em C 0,1([0, 1]), (fn) é uma
sequência limitada, isto é, existe M ≥ 0 tal que ‖fn‖ ≤ M , ∀n ∈ N. Portanto, para todo s, t ∈ [0, 1],
e todo n ∈ N, temos

|fn(s)− fn(t)| ≤M |s− t|

Passando ao limite em n, obtemos que |f(s) − f(t)| ≤ M |s − t|, para todo s, t ∈ [0, 1], e assim,
f ∈ C 0,1([0, 1]).
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Por fim, vamos mostrar que fn → f . Sabemos que para todo ε > 0, existe n0 tal que ‖fn − fm‖ < ε
para todo n,m ≥ n0. Note que se s 6= t, então

|fn(0)− fm(0)|+ |fn(s)− fm(s)− fn(t) + fm(t)|
|s− t|

≤ ‖fn − fm‖ < ε, ∀m,n ≥ n0

Portanto, fixado m ≥ n0,

lim
n

[
|fn(0)− fm(0)|+ |fn(s)− fm(s)− fn(t) + fm(t)|

|s− t|

]
= |f(0)− fm(0)|

+
|f(s)− fm(s)− f(t) + fm(t)|

|s− t|
≤ ε

Assim, ‖fm − f‖ ≤ ε para todo m ≥ n0. Portanto f = limn fn em C 0,1([0, 1]). Concluímos que
C 0,1([0, 1]) é de Banach pois toda sequência de Cauchy é convergente.

Boa prova!
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