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I) (2,0) Sejam X um espago normado e A um subconjunto de X. Dizemos que D C A é denso em A se
para todo a € A e todo € > 0 existe d € D tal que ||a — d|| < e. Dizemos que A é separdvel se existe D C A
enumerével e denso em A.

1. Mostre que se X é isomorfo a um espaco normado separavel Y, entao X é separavel.

Resolugao: Seja T :' Y — X isomorfismo. Podemos supor que Y # {0}, e portanto, | T|| # 0. Seja
D = {y, : n € N} denso em Y. Consideremos E = {T(y,) : n € N}. O conjunto E é enumeravel,
vamos mostrar que é denso em X. Sejam z € X e ¢ > 0 qualquer.

Como T é sobrejetora, existe y € Y tal que T'(y) = . Sendo D denso em Y, existe yx € D tal que

€

lye — ylly < IR
Segue entao, da continuidade de T', que
€
e = T(ye)llx = 1T() = Tl x < IT Iy = yelly <7l T =€
2. Mostre que se X é separavel, entdao todo A C X é separavel. (Sugestao: Seja D = {z,,, n € N} denso
em X. Para cada (i,7) € N x N considere um ponto em B <xi; %) N A, quando essa intersecgao é nao
vazia.)

Resolugao: Seja D = {x, : n € N} denso em X. Definamos
1
A:{(i,j)ENXN : B<xi;j> ﬂA#@}.

A & nao vazio pois D é denso em X. Considere para cada (4,j) € A um vetor a;; € B (J:Z, %) N A.
Seja E = {a;; : (i,7) € A}. Segue que E é enumeravel, vamos mostrar que é denso em A. Com efeito,

sejam a € A e e > 0. Tomemos [ € N tal que % < §. Como D ¢ denso em X, existe v, € D tal que

|z — all < % (note que, em particular, isto implica que a € B (xk; %) N A # 0); assim, (k,]) € A, e
temos

1 1
lars = all < llaks — oxll + o — all < 7+ <e

IT)(3,0) O objetivo deste exercicio & mostrar que L(f2,02) = {T : {3 — {3 |T é linear e continuo} nao é
separavel.

1. Seja a = (ap)n € loo. Considere Ty, : £o — ¢5 definido por

To((Tn)n) = (@nTn)n-
Mostre que T, € L(¥s,05).
Resolucao:
e T, estd bem definida: Note que, se (z,), € {2, entdo para todo N € N

N N

N 2
2 2 2
S fanzal? < 3 (sgg ) al? = a2 S fnl? < fall?, o2 1)
J

n=1 n=1 n=1

Portanto, T, ((x)n) € lo.



o T, élinear: Sejam = = (zp)n, ¥y = (Yn)n € l2 e @ € K. Temos
To(az +y) = To((azn + Yn)n) = (@n(a@n + Yn)n = (ann)n + (@nyn)n = aTu(z) + To(y)
e T, & continua: Note que (1) implica que, se = (2,,), € la, ||Ta(x)||§ < ||aHio ||m||§, e assim

ITa(@)ly < llall Izl (2)

2. Mostre que se ||al|lcc = 1, entao ||T,|| = 1. (Sugestdo: Dado e > 0, encontre ng € N tal que
[Ta(ene)ll =1 —€)

Resolugdao: Note que se @ = (x,), € {2 com |z||, = 1, a equacao (2) no item anterior implica que
||T.|| < 1. Para a outra desigualdade, considere € > 0 qualquer. Sabemos que 1 = ||a|| . = sup,,cy |an|
e assim, pela propriedade do supremo, existe ng € N tal que 1 — € = ||a||, — € < |ay,|. Assim,

HTa(eno)Hg = Z |a’n6n,no‘2 = |ano|2 = | Tall 2 1 Ta(eny)ll, 2 1 =€
n

Tomando limite quando € — 0, temos ||7,|| > 1. Concluimos que ||T,|| = 1.

3. Mostre que T : £ — L({3,¢3) definido por T'(a) = Ty, é uma imersao isométrica linear.

Resoluc¢ao:

e T élinear: Sejam a = (an)n, b = (bn)n € loo, « EK e x = (2,)n € l3. Temos

T(O[CL + b)(I‘) - Taa-{-b(x) = ((aaf’n + b’rb)zn)n = a(anIn)n + (bnxn)n = Oéﬂl(ﬂf) + Tb(.]?)
Portanto, T'(aa + b) = aT'(a) + T'(b).

e T ¢ isometria (e portanto, injetora): Do exercicio anterior, temos que HT ” H = 1 para todo

aH
a € ls, a # 0. Segue da linearidade de T que ||T'(a)|| = ||a]lec para todo a € fo
4. Conclua usando o exercicio anterior.

Resolugao: Suponha que L(l2,03) é separavel. Da questao II)2. temos que T'(ln,) C L(la,0s) €
separavel. Como T é isomorfismo isométrico sobre a imagem de T', da questao II)1. segue que l, €
separavel e portanto temos uma contradigao.

III) (2,0)Seja (X, |- ||) um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (x,, ), de elementos de X satisfaz
a propriedade (*) se

1
|xn — Tnt1]| < on Dara todon € N. (%)

1. Mostre que toda sequéncia que satisfaz a propriedade () é de Cauchy.

Resolugio: Sejam (), uma sequéncia com a propriedade (x), € > 0 e ng € N tal que 515 < €. Sejam
m > n > ng naturais. Podemos escrever m = n + k, para k > 1; assim,

|20 — 2|l = |20 — Togrll < l2n — Tnga |+ F |Zngr—2 — Togr—all + |Tngir—1 — Tryrll
—_————
<gw <gnrr=z <GnFr=T
(RS Rt N G | L_ 1
<Zz7l+j_27 27 27227 7 2n71—270<€
j=1 7=0 7=0

Portanto, (z,), ¢ de Cauchy.

2. Seja (zy,), uma sequéncia de Cauchy em X. Mostre que (), possui uma sub-sequéncia que satisfaz
a propriedade (). (Sugestao: Encontre uma sequéncia crescente de naturais (N)j tal que ||zn, —
Tm| < 5% para todo m > Nj.)

Resolugao: Como (z,,), ¢ de Cauchy, dado €; = %, existe N7 € N tal que

1
T — Zml| <3 , Vn,m > Ny.



Tomando agora €5 = 2%, existe No > N; tal que

1
|zn — x| < 7k Vn, m > Na.
Desta forma, construimos indutivamente uma sequéncia crescente (Ng)x de naturais tal que para cada
keN

1
len — 2m]| < ok Vn,m > Nj, (3)

Em particular, (3) implica que

1

Portanto, a subsequéncia (xy, ) satisfaz ().

3. Mostre que X é completo se e somente se toda sequéncia que satisfaz a propriedade (x) converge.

Resolugdo: (=) Suponha que X é completo e considere (), uma sequéncia que satisfaz (), entdo,
por 1., (z,), € de Cauchy e como X é completo, (x,), ¢ convergente.

(<) Suponha que toda sequéncia que satisfaz (x) é convergente. Seja (x,,), uma sequéncia de Cauchy
em X e e > 0 qualquer, entao existe ng € N tal que

€
|zn — zm]|| < 3 Vn,m > ng.

Por 2., existe uma subsequéncia (x y, )i que satisfaz (x) e portanto, por hipotese, existe x € X e kg € N
tais que
€
len, — 2] < 2 Yk > k.

Assim, se n, Ny, k > max{ng, ko },
[ — 2l < [lzn — 2N, || + [lon, — 2] <€

isto é, (z,,)n € convergente e X é completo.

IV)(3,0) Dado um ntimero real a > 0, seja C%?([0,1]) o espago das fungdes f : [0,1] — R tais que existe
M > 0 tal que
|f(s) — f(t)] < M|s —t|* para todos s,t € [0,1].

Quando « =1 esse espago corresponde as fungoes Lipschitz em [0, 1].

1. Mostre que para todo o > 0, C%%(]0,1]) é um subespaco vetorial de C[0, 1].

Resolugdo: Seja f € C%([0,1]), observemos que f & uniformemente continua em [0,1]. De fato,
e}

dado € > 0, tomemos § = <ME+1> . Assim, se |s — t| < § entdo |f(s) — f(t)] < e. E claro que

f=0e C%([0,1]). Sejam f,g € C**([0,1]) e A € R. Entao existem N, M > 0 tais que
[f(s) = f(t)] < M|s —t|* para todos s,t € [0,1].
lg(s) — g(t)| < N|s — t|* para todos s,t € [0,1].

Assim, se s,t € [0, 1],

(A +9)(s) = (A +9)(@)] < [A[f(s) = f(E)] + g(s) — g(D)]
< |A[M]s — £[* + N|s — t[* = (|A\[M + N)|s — |,

isto &, \f + g € C*([0,1]).
2. Para cada a > 0, defina [|. || : C%<(]0,1]) — R por

[f(s) = I .

151 =150 +sup { LOTON v o) s 4.

Prove que || .|| ¢ uma norma em C%([0,1]).
Resolugdo: Sejam f,g € C%%([0,1]) e A € R



e lfl=0=f=0
() — (1)

|s —t|*

0= = |f<o>+sup{ Catelod], s¢t}

= [f(0))=0e W =0 Vs, t€[0,1],s#t
= f(0)=0¢e|f(s) = f()| =0 Vs,t €[0,1], s # 1
= 0=1[f(s) = (O] =[f(s),Vs €[0,1] = [f(s)=0Vs€[0,1]

o [IAFI=IATIFI:

Af(s) = Af(B)]

A7l =) +sup { BEE=RIOL e o s o f = 1)

o [If +all <UfIH+lgl:

17 +all = 170 + (0] + sup { HEIEIDZHOZIO o1y, 52
< 1£(0)] + |9(0)] + sup { |£(s) = f“i'jt"i(s) =901 eq0.1], 5 £ t}

<1+ llgll

3. Seja a € [0, 1], considere f, : [0,1] — R definida por f,(t) = |t —a|. Mostre que f, € C%1([0,1]), e que
[foll =1+ a.

Resolugdo: Para todo s,t € [0, 1] temos pela desigualdade triangular inferior
[fa(s) = fa@®)| = [ls —a| = [t —al| < |s —a— (t —a)| = [s — ],
portanto, f, € C%1([0,1]) e

‘fa(s) B fa(t)‘ s s,

1ol = 120} sup { 2=

<a+1.

€ [0,1], s;ét}

Observemos que o supremo acima é igual a 1. De fato, se s # a entao

fals) = fala@)| _ Js—al _

[s — al o s—al

Portanto, || f,|| = a+ 1.

4. Mostre que C%1([0,1]) com a norma definida no item 2 ¢ um espaco de Banach.

Resolugdo: Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em C%'([0,1]). Entao, dado € > 0 existe ng € N tal
que || fn — fml|| < € para todo n,m > ng. Em particular,

12(0) ~ £ (0)] < ()
[fn(8) = fin(s) = fn(0) + fm(0)] < [sle ()
para todo n,m > ng e qualquer s € [0, 1]. Por desigualdade tridAngular e equagoes (4) e (5), obtemos
[fn(8) — fm(8)] < (1 +s])e, Vn,m >mng Vs €0,1].
Assim, (f,(s)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R para todo s € [0,1]; como R é completo, existe

lim,, f,,(s). Definamos f(s) = lim,, f,(s).
Vamos mostrar que f € C%1([0,1]). Como (f,) é sequéncia de Cauchy em C%'([0,1]), (f,) é uma
sequéncia limitada, isto é, existe M > 0 tal que ||f,|] < M, ¥n € N. Portanto, para todo s,t¢ € [0, 1],
e todo n € N, temos

[fn(s) = fu(B)] < Ms — 1|
Passando ao limite em n, obtemos que |f(s) — f(t)| < M|s — t|, para todo s,t € [0,1], e assim,
fe ci([o,1]).



Por fim, vamos mostrar que f,, — f. Sabemos que para todo € > 0, existe ng tal que ||f, — fill <€
para todo n,m > ng. Note que se s # t, entao

- fm(s) — fn(t) + fm(t)|

170(0) = f()] + L2 s — 1

<= fmll <€ Vm,n>ng

Portanto, fixado m > ng,

|fn(8) — fm(s) — fn(t) + fm(t)|

lim |[£a(0) = fm(0)] + = = 1£(0) = fn(0)]
NICERCUEFORY SO

Assim, ||fm — f|| < € para todo m > ng. Portanto f = lim, f, em C%!([0,1]). Concluimos que
C%1([0,1]) é de Banach pois toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Boa prova!



