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24/01/2018

Escolha apenas 5 (cinco) questoes. Justifique todas as suas afirmacgoes.

1. (2,0) Seja V um K-espago vetorial.

(a) Sejam W7 e W, subespacgos de V. Prove que Wy U W, é subespago de V se, e somente
se, Wi C W, ou Wy C Wi,

(b) Seja C uma colegao de subespagos de V com a seguinte propriedade: dados W1, W, € C,
entao eviste W3 € C tal que W1 UW3 C W3. Prove que (Jyy o W € subespago de V.

2. (2,0) Seja V um espago vetorial sobre R e considere no conjunto V¢ ={(x,y) : x,y € V} as
seguintes operagoes de adigao e multiplicagdo por um ntmero complexo:

® (x1,Y1) + (x2,Y2) = (x1 +x2,Y1 +Y2), para todos (x1,y1), (x2,Y2) € Vc;
o (a+1iB)(x,y) = (oex — By, px + ay), para todos (x,y) € V¢ e todo a+if3 € C.

(a) Mostre que V¢ é um espago vetorial sobre C.

(b) Seja {vi,...,vn} € V um subconjunto lLi.. Mostre que {(v1,0),(v2,0),...,(vn,0)} e
{(0,v1), (0,v2),...(0,vn)} sdo subconjuntos 1.i. em V¢.

(c) Mostre que se V tem dimensao n, entdo V¢ tem dimensao n.

3. (2,0)

(a) Sejam V um K-espago vetorial e T € £(V) um operador. Mostre que se T é de posto 1,
entdo existe um escalar « tal que T? = «T.

(b) Sejam V um espago vetorial de dimensao 3 e T € £L(V) um operador ndo nulo tal que
T2 = 0. Mostre que dim (Im (T)) =1 e dim (Nuc (T)) = 2.

4. (2,0) Sejam V um espago vetorial real de dimensao finita e T € £(V) um operador tal que
T2 = —Id.

(a) Mostre que a dimensao de V é par.

(b) Suponha que dim(V) = 2. Mostre que {v, Tv} é uma base de V qualquer que seja
0#£AvevV.

5. (2,0) Seja V um K-espaco vetorial de dimensao n e seja T € L(V) tal que T* =0e T #£0.
Seja v € V tal que T 1(v) # 0. Prove que o conjunto

B = {V’ T(V)) Tz (V)) ey Tni] (V)}
é uma base de V.

6. (2,0) Determine se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.



(a) Se Ve W sao dois K-espagos vetorias e U € L(V,; W) é um isomorfismo. Entao a fungao
T — UTU ! é um isomorfismo de £(V, V) sobre £L(W, W).

(b) Se Wy, W,, W3 sdo subespagos de dimensao finita de um espago vetorial V, entao

dim(Wq + W5 + W3) = dimW; + dim W5 + dim W3
— dim(W; NW5) — dim(W; N W) — dim(W> N W3)
+ dim(W; N W7 NW3)

(¢) Existe T € £(R?,R?) uma transformacao linear tal que
Nuc (T) = {(X1)X2)X3)X4)X5) € RS DX1=3x2 exX3 =Xxq = XS}-

7. (2,0) Seja V =R;[x] e tome fq, 2, T3 € V* definidos por

(a) Mostre que {f1,f2,f3} é uma base de V*.
(b) Exiba base de V da qual {fq, 2, f3} seja a base dual.

8. (2,0) Sejam uy = (1,0,1), u; = (0,1,—2) e uy = (—1,1,0) vetores em R3.

(a) Verifique se o conjunto {u1,u,,us} é linearmente independente. Caso afirmativo, calcule
a base dual B* = {fy,f,, f3}.

(b) Seja f € (R3)* um funcional linear, satisfazendo f(ui) = 1, f(uz) = —1 e f(uz) = 3.
Determine f(x,y,z), para (x,y,z) € R3.

(c) Se f € (R3)* & um funcional linear, tal que f(u;) = 0 = f(uz) e f(uz) # 0, mostre que
f(2,3,—1) #0.

9. (2,0) Seja V um espago vetorial de dimensao n sobre um corpo K. Tome fq,...,f, € V*.
Entao o conjunto {fy,...,fn} é LD quando

(M Nuc(f;) # 0}
i=1

Boa proval



