Curso de Verdo 2018 - Tépicos de Algebra Linear - Lista 1

8 de janeiro de 2018

1. Sejam V um K-espago vetorial, u,v € V e «, f € K. Prove as seguintes propriedades:

(a) O elemento neutro Oy é tunico;
(b) Para cada v € V', —u é tnico;
(¢) 0®©u=0y;
(d) a®0y = 0y;
e)

)

)

)

() () Ou=—-(aOu)=a6(-u);
(

se a ®u = 0y, entao a = 0 ou u = Oy;
g) sea@Qu=a®uveai#0,entdo u=v;

(
(h) sea®u=p0ueu# 0y, entdo a = 3.

2. Verifique se o conjunto V = {(z,y) € R? : > 0}, munido das operacdes:

(1,91) @ (w2,92) = (21272, Y1 + ¥Y2)
a®(x,y) = (2% ay)

é um espago vetorial real.

3. Seja V um K espago vetorial.

(a) Sejam W; e Wy subespagos de V. Prove que Wi U Wa é subespago de V' se, e somente
se, W1 C Wy ou Wy C Wh.

(b) Seja C uma colecao de subespagos de V' com a seguinte propriedade: dados W1, Wy € C,
entao existe W3 € C tal que W1 U Wy C W3. Prove que UWEC W é subespaco de V.

(c) Sejam W7y, Ws e W3 subespagos de V' tais que WiNWy = WiNW3 e Wi +Wy = Wi+ Ws.
Mostre que Wy C W3 se, e somente se, W3 C Ws.

4. Seja n > 3 um ndmero inteiro. Determine quais dos seguintes subconjuntos do R" sao
subespacgos de R™?

) {( ) ER™ : x3 > 0}

) {1 rm) € RY = 201 + A3}
¢) {(z1,...,2n) €ER™ 1 23 =23}

) {( ) ER™ 1 zy2p =0}

) {( ) € R™ : x9 é racional}.

5. Sejam K um corpo, n > 2 um inteiro e M, (K) o espago das n x n matrizes sobre K. Determine
quais dos seguintes subconjuntos de M, (K) sao subespagos de M, (K)?

(a) {A € M,(K) : A é inversivel};
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(b) {A € M,(K) : A néo é inversivel };
(c) {Ae M,(K) : AB= BA}, onde B € M,(K) esta fixada;
(d) {4 e M,(K) : A2 = A},

Mostre que o subconjunto

1

5= {p<x> eP®: |

p(z)dz + p'(0) = 0}
~1

é subespaco vetorial de P2(R).

Mostre que um subconjunto B de um espaco vetorial V' é 1.i. se, e somente se, cada subconjunto
finito de B é l.i.

Seja B um subconjunto de um espago vetorial V. Mostre que B é 1.d. se, e somente se, existe
v € B que pode ser escrito como combinagao linear dos elementos de B\ {v}.

Seja {u,v,w} um subconjunto l.i. de um espago vetorial V' sobre R. Mostre que o conjunto
{u+v,u+w,v+w} também & Li.

Determine condiges sobre o escalar a € C de tal forma que os vetores (0,1, ), («,0,1), e
(1+ a,1,a) formem uma base de C3.

Seja V' = P3(R) o espago dos polinémios com coeficientes em R de grau menor ou igual a 3.

(a) Mostre que B = {1,2 + z, 3z — 2%, 2 — 23} & base de V;

(b) Escreva p(x) = 1+ x + 22 + 2° como combinagao linear dos elementos de B.

Seja V um espago vetorial sobre R e considere no conjunto Vg = {(z,y) : z,y € V} as
seguintes operagoes de adigao e multiplicagao por um ntimero complexo:

o (z1,y1) + (¥2,92) = (z1 + T2, Y1 + y2), para todos (z1,y1), (T2, y2) € Vi
o (a+1if)(x,y) = (ax — Py, Br + ay), para todos (z,y) € V¢ e todo a+if € C.

(a) Mostre que V¢ é um espago vetorial sobre C. (O espago V¢ é chamado de complezifica¢ao

de V).

(b) Seja {v1,...,v,} € V um subconjunto l.i.. Mostre que {(v1,0), (ve,0),...,(v,,0)} e
{(0,v1),(0,v2),...(0,v,)} sdo subconjuntos Li. em V.

(c) Mostre que se V' tem dimensao n, entao V¢ tem dimensao n.

Sejam U e W subespagos vetoriais de dimensao finita de um K-espago vetorial V. Determine
condigoes necessarias e suficientes sobre U e W para que dimg(U N W) = dimg(W).

Sejam Wy, Wy, W3 subespagos de dimensao finita de um espaco vetorial V. Determine se a
seguinte igualdade é falsa ou verdadeira:

dim(Wl + Wy + W3) =dim W1 + dim Wy + dim W3

— dZTTL(Wl N WQ) — dzm(Wl N WQ) — dZm(Wg N Wg)
+ dim(Wl N Wy N Wg)

Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado nao nulo e Wi um subespago de V. Mostre que
existe um subespaco Wy de V tal que V = W, @ Ws. E tal Wy tnico?
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Considere os seguintes subespacos
U={(z,y,2,t) ER* :x+y=0ez—t=0}
W=A{(z,y,z,t) eR*: 2 —y — 2+t =0}
(a) Determine um conjunto de geradores para o subespago U N'W.

(b) Determine um conjunto de geradores para o subespago U + W.

(¢) O subespago U + W é soma direta? Justifique sua resposta.

Seja U o subespaco do R? gerado pelo elemento u; = (1,0,0) e W o subespaco do R? gerado
pelos elementos wy = (1,1,0) e we = (0,1,1). Mostre que o espaco vetorial R? = U & W.

Sejam U e W subespagos vetoriais de R? tais que dim(U) = 1, dim(W) = 2 e U ndo esta
contido em W. Mostre que R> =U @ W.

Considere os seguintes subespagos vetoriais de M, (R)
U={AeM,(R): A'=A} e W = {A € M,(R) : A" = —A}.
Mostre que M,(R) =U @ W.

Seja V um espago vetorial de dimensdao n > 1. Prove que existem subespacos W1,...,W,, de
dimensao 1 tais que V=W; @ --- o W,.

Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita n > 1 sobre K e W um subespaco de V. Prove
que

dz’mKV = dimKW + dimKV/VV.
Seja W = {(z1,22,...) € C® : x; # 0 para todo j € N salvo um conjunto finito}.

(a) Mostre que W & um subespago de C*.
(b) Prove que C*/W é de dimensao infinita.

Dé um exemplo de um espago vetorial de dimensao infinita V' e um subespago W de V tal
que V/W tenha dimenséo finita.



