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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA:COMPLEXIDADE E ALGORITMOSCARLOS H. CARDONHAMARCEL K. DE CARLI SILVACRISTINA G. FERNANDES (ORIENTADORA)Departamento de Ciên
ia da ComputaçãoInstituto de Matemáti
a e Estatísti
aUniversidade de São PauloResumo. O problema da fatoração de inteiros em primos éum dos mais famosos em 
omputação, tanto do ponto de vistateóri
o quanto práti
o. Apresentamos o modelo quânti
o de
omputação, introduzido nos anos 80, e o algoritmo de Shor,que fatora inteiros em primos e�
ientemente nesse modelo.A seguir, passamos a um estudo mais aprofundado desse mo-delo, por meio do 
on
eito de máquinas de Turing quânti
as.Con
luímos exibindo os prin
ipais resultados de 
omplexidade
omputa
ional envolvendo o modelo quânti
o.1. IntroduçãoEm 1900, em uma palestra mar
ante no Congresso Interna
ionalde Matemáti
os realizado em Paris, Hilbert postulou 23 problemasmatemáti
os, que tratam de temas diversos em matemáti
a e áreasa�ns. O dé
imo problema na lista de Hilbert (determination of thesolvability of a diophantine equation) pergunta se é possível deter-minar se uma equação diofantina arbitrária tem ou não solução pormeio de um �pro
esso �nito�:Finan
iado par
ialmente pela FAPESP 03/13236-0.Finan
iado par
ialmente pela FAPESP 03/13237-7.1
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2 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESGiven a diophantine equation with any number ofunknown quantities and with rational numeri
al 
o-e�
ients: to devise a pro
ess a

ording to whi
h it
an be determined by a �nite number of operationswhether the equation is solvable in rational integers.Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual
omo o seguinte: existe um algoritmo que, dada uma equação dio-fantina, determina se esta tem ou não solução?Note que a questão postulada por Hilbert pre
ede de dé
adas ainvenção de 
omputadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questõesforam formuladas e tratadas dentro do que �
ou depois 
onhe
ido
omo teoria da 
omputabilidade. Esta é a parte da teoria da 
ompu-tação espe
ializada em lidar 
om esse tipo de questão.Foi nos anos 30, após um trabalho de Gödel em lógi
a, que a idéiade algoritmo 
omeçou a ser formalizada. Gödel [Göd31℄ introduziu o
on
eito de função primitiva re
ursiva 
omo uma formalização dessaidéia. Chur
h [Chu33, Chu36℄ introduziu o �-
ál
ulo e Kleene [Kle36℄de�niu o 
on
eito de funções re
ursivas par
iais e mostrou a equiva-lên
ia entre esse e o �-
ál
ulo. Turing [Tur36, Tur37℄ por sua vezprop�s a sua formalização da idéia de algoritmo: as 
hamadas má-quinas de Turing. Nesses trabalhos, Turing mostrou também a equi-valên
ia do 
on
eito de máquinas de Turing e de funções re
ursivaspar
iais. Vale men
ionar que o 
on
eito de máquinas de Turing foi in-dependentemente proposto por Post [Pos36℄, um professor de 
olegialde Nova Iorque. Cada uma dessas propostas diferentes do 
on
eitode algoritmo é 
hamada de modelo de 
omputação.Foi Kleene [Kle52℄ quem 
hamou de tese de Chur
h a a�rmação deque todo modelo de 
omputação razoável é equivalente ao da máquinade Turing. A a�rmação é propositalmente vaga, pois visa 
apturarmesmo modelos que ainda venham a ser propostos, e 
uja naturezanão podemos prever. Por razoável entende-se um modelo que sejarealista, no sentido de poder (mesmo que de maneira aproximada)ser 
onstruído na práti
a.A teoria da 
omputabilidade no fundo diferen
ia os problemas de-
idíveis (para os quais existe um algoritmo) dos inde
idíveis (paraos quais não existe um algoritmo). O surgimento dos 
omputadores
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 3nas dé
adas de 30 e 40 aos pou
os eviden
iou uma diferença en-tre os problemas de
idíveis: muitos pare
em ser bem mais difí
eisque outros, no sentido de que se 
onhe
e apenas algoritmos extre-mamente lentos para eles. Com isso, surgiu a ne
essidade de re�nara teoria de 
omputabilidade para tentar expli
ar essas diferenças.Foi apenas nos anos 60 que a teoria de 
omplexidade, que trata detais questões, tomou 
orpo, 
om a formalização da idéia de algo-ritmo e�
iente, independentemente introduzida por Cobham [Cob65℄e Edmonds [Edm65℄, e a proposta de reduções e�
ientes entre pro-blemas, feita por Karp [Kar72℄.Foi nessa épo
a que surgiram as de�nições das 
lasses de 
om-plexidade P e NP e do 
on
eito de NP-
ompletude, que 
apturade 
erta maneira a di�
uldade de se 
onseguir algoritmos e�
ientespara 
ertos problemas. Grosseiramente, um problema em NP é ditoNP-
ompleto se qualquer outro problema da 
lasse NP pode ser re-duzido e�
ientemente a ele. A mais famosa questão na área de teoriada 
omputação é se P é ou não igual a NP. Se for mostrado que al-gum problemaNP-
ompleto está em P, então tal questão é resolvidae �
a provado que P = NP.Um mar
o na teoria de 
omplexidade é o teorema de Cook [Coo71,Lev73℄, que prova a existên
ia de problemas NP-
ompletos. Cookmostrou que o problema 
onhe
ido 
omo sat, de de
idir se umafórmula booleana em forma normal 
onjuntiva é ou não satisfatí-vel, é NP-
ompleto. Após o teorema de Cook e o trabalho deKarp [Kar72℄, que mostrou que vários outros problemas 
onhe
idossão NP-
ompletos, essa teoria se desenvolveu amplamente, tendo es-tabele
ido a di�
uldade 
omputa
ional de problemas das mais diver-sas áreas, 
omo mostram Garey e Johnson [GJ79℄.Um dos problemas mais famosos 
uja 
omplexidade 
ontinua emaberto, mesmo após várias dé
adas de esforço da 
omunidade no sen-tido de resolvê-lo, é o problema da fatoração de inteiros : dado um in-teiro, determinar a sua fatoração em números primos. Re
entemente,o seu parente próximo, o problema de de
idir se um número inteiroé primo ou não, 
hamado de problema da primalidade, teve sua 
om-plexidade totalmente de�nida, 
om o algoritmo AKS, de Agrawal,Kayal e Saxena [AKS02a, AKS02b℄. Esse algoritmo mostra que oproblema da primalidade está na 
lasse P, resolvendo 
om isso umaquestão em aberto há anos. Não se sabe até hoje, no entanto, se



�artigo�2004/11/29page 4i i ii

i i ii

4 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDEShá um algoritmo e�
iente para resolver o problema da fatoração deinteiros!Na verdade, a di�
uldade 
omputa
ional do problema da fatoraçãode inteiros tem sido usada de maneira 
ru
ial em alguns sistemas 
rip-tográ�
os bem-
onhe
idos. Se for des
oberto um algoritmo e�
ientepara resolver o problema da fatoração, vários sistemas 
riptográ�
osimportantes seriam quebrados, in
luindo o famoso sistema RSA de
have públi
a, 
riado por Rivest, Shamir e Adleman [RSA78℄.O assunto de nossa ini
iação 
ientí�
a � Computação Quânti
a� trata de um novo modelo de 
omputação, o modelo quânti
o, quevem levantando questões intrigantes dentro da teoria de 
omplexi-dade, e pode ter impa
tos práti
os dramáti
os no mínimo na área de
riptologia. O modelo quânti
o de 
omputação não infringe a vali-dade da tese de Chur
h, porém questiona a validade de uma versãomais moderna dessa, a 
hamada tese de Chur
h estendida, que dizque todo modelo de 
omputação razoável pode ser simulado e�
ien-temente por uma máquina de Turing.Pode-se dizer que a teoria de 
omputação quânti
a ini
iou-se nosanos 80, quando Feynman [Fey82℄ observou que um sistema quân-ti
o de partí
ulas, ao 
ontrário de um sistema 
lássi
o, pare
e nãopoder ser simulado e�
ientemente em um 
omputador 
lássi
o, e su-geriu um 
omputador que explorasse efeitos da físi
a quânti
a para
ontornar o problema. Desde então, até 1994, a teoria de 
omputa-ção quânti
a desenvolveu-se dis
retamente, 
om várias 
ontribuiçõesde Deuts
h [Deu85, Deu89℄, Bernstein e Vazirani [BV97℄, entre ou-tros, que 
olaboraram fundamentalmente para a formalização de ummodelo 
omputa
ional quânti
o.Foi apenas em 1994 que a teoria re
ebeu um forte impulso e umaenorme divulgação. Isso deveu-se prin
ipalmente ao algoritmo deShor [Sho94, Sho97℄, um algoritmo quânti
o e�
iente para o problemada fatoração de inteiros, 
onsiderado o primeiro algoritmo quânti
o
ombinando relevân
ia práti
a e e�
iên
ia. O algoritmo de Shor éuma evidên
ia de que o modelo 
omputa
ional quânti
o propostopode superar de fato o modelo 
lássi
o, derivado das máquinas deTuring. O resultado de Shor impulsionou tanto a pesquisa práti
a,objetivando a 
onstrução de um 
omputador segundo o modelo quân-ti
o, quanto a bus
a por algoritmos 
riptográ�
os alternativos e al-goritmos quânti
os e�
ientes para outros problemas difí
eis. Essas
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 5e várias outras questões, rela
ionadas tanto 
om a viabilidade domodelo quânti
o quanto 
om as suas limitações, têm sido objeto deintensa pesquisa 
ientí�
a.Do ponto de vista práti
o, bus
a-se des
obrir se é ou não viável
onstruir um 
omputador segundo o modelo quânti
o que seja 
a-paz de manipular números su�
ientemente grandes. Tal viabilidadeesbarra em uma série de questões té
ni
as e barreiras físi
as e te
-nológi
as. Já se tem notí
ia de 
omputadores 
onstruídos segundoo modelo quânti
o, mas todos ainda de pequeno porte. Em 2001,por exemplo, foi 
onstruído um 
omputador quânti
o 
om 7 qubits(o 
orrespondente aos bits dos 
omputadores tradi
ionais). Nesse
omputador, foi implementado o algoritmo de Shor que, nele, fatorouo número 15. Uma parte dos 
ientistas da 
omputação a
redita que a
onstrução de 
omputadores quânti
os de maior porte será possível,enquanto outra parte não a
redita nisso.Do ponto de vista de teoria de 
omplexidade, bus
a-se estabele-
er a relação entre as 
lasses de 
omplexidade derivadas do modeloquânti
o e as 
lasses de 
omplexidade tradi
ionais. Também bus
a-se,
laro, estabele
er a 
omplexidade no modelo quânti
o de problemasbem 
onhe
idos, ou seja, bus
a-se por algoritmos quânti
os e�
ientespara outros problemas relevantes.Sele
ionamos para apresentar nesse trabalho os pontos que 
onsi-deramos mais relevantes nessa área: o algoritmo de Shor e os prin
i-pais resultados de 
omplexidade 
omputa
ional na área. Para apre-sentar o algoritmo de Shor, des
revemos uma das possíveis formaliza-ções do modelo 
omputa
ional quânti
o, mais adequada à des
riçãode resultados algorítmi
os. Para mostrar os resultados de 
omplexi-dade 
omputa
ional, apresentamos uma segunda possível formaliza-ção do modelo quânti
o � as máquinas de Turing quânti
as. Essasduas formalizações são equivalentes, porém a demonstração desse fatonão é trivial e optamos por não in
luí-la nesse trabalho.Assim mesmo, esperamos dar uma visão do que é esta área nova eintrigante, e das suas poten
ialidades e di�
uldades. O tema é mul-tidis
iplinar, no sentido de que depende de uma série de 
on
eitos dame
âni
a quânti
a, e empresta a notação usada nessa área, o que di-�
ulta um pou
o a apresentação dos 
on
eitos para pessoas de outrasáreas, 
omo 
omputação e matemáti
a. Um texto mais 
ompleto foi
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6 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESpreparado durante essa ini
iação 
ientí�
a e pode ser en
ontrado noendereço http://www.ime.usp.br/~magal/quantum/.2. O modelo quânti
o de 
omputaçãoNesta seção apresentamos uma formalização do modelo quânti
ode 
omputação mais adequada à des
rição de algoritmos quânti
os.Esta 
onsiste primeiramente na formalização dos prin
ipais 
ompo-nentes de um 
omputador quânti
o e do seu fun
ionamento bási
o.Depois disso, segue a formalização do 
on
eito de algoritmo quân-ti
o. Um exemplo simples é in
luído no �nal da seção para ajudar naassimilação dos 
on
eitos apresentados.2.1. Bits quânti
os. Seja H2 um espaço de Hilbert de dimensão 2.Fixe uma base ortonormal B2 := �j0i; j1i	 de H2. Um qubit ou bitquânti
o é um vetor unitário em H2, isto é, um vetor j�i 2 H2 é umqubit se(1) j�i = �0j0i+ �1j1i;
om �0; �1 2 C e j�0j2 + j�1j2 = 1. Dizemos que os vetores j0i e j1isão os estados bási
os e que o qubit j�i está numa superposição deestados bási
os (
ontraste isto 
om o modelo 
lássi
o, onde um bitassume apenas um dos valores 0 ou 1). Chamamos ao 
oe�
iente
omplexo �j de amplitude do estado bási
o jji, para j = 0; 1.No modelo 
lássi
o, se tivermos em mãos um bit b, podemos des-
obrir sem problemas se b vale 0 ou 1 e isso em nada afeta o valorde b. Já no modelo quânti
o, não é possível determinar o valor deum qubit j�i. Se tentarmos, o que observamos é o resultado de umevento probabilísti
o que tem 
omo efeito 
olateral a alteração irre-versível do valor j�i. Mais pre
isamente, ao medirmos o estado deum qubit j�i dado pela equação (1), enxergaremos o �valor� j0i 
omprobabilidade j�0j2 e o �valor� j1i 
om probabilidade j�1j2. Se o �va-lor� observado for j0i, o estado do qubit j�i, imediatamente após amedição, será j0i, e analogamente se o estado observado for j1i. Noteentão que, apesar de um qubit armazenar uma superposição de esta-dos, usando medições, só 
onseguimos obter dele um dos estados dasuperposição.Existem apenas duas portas lógi
as operando sobre um bit 
lássi
o:a porta identidade e a negação. No modelo quânti
o de 
omputação,
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 7qualquer transformação unitária em H2 é uma porta quânti
a. Umamatriz U 2 C 2�2 é dita unitária se U�U = UU� = I , onde I é amatriz identidade e U� é a transposta 
onjugada de U . Para traba-lharmos 
om tais transformações, 
onven
ionamos que um qubit j�idado pela equação (1), tem a seguinte representação na base B2:(2) � �0�1 � = j�i = �0j0i+ �1j1i:Assim, a matriz de Hadamard(3) H := 1p2 � 1 11 �1 �transforma o qubit j0i no qubit(4) H j0i = � 1 11 �1 �� 10 � = 1p2 � 11 � = 1p2�j0i+ j1i�:Será útil 
onven
ionarmos uma representação grá�
a para 
ir
uitosquânti
os, indi
ando a ordem de apli
ação de portas e medições. Porexemplo, o 
ir
uito ilustrado na �gura 1 indi
a que a matriz de Ha-damard H deve ser apli
ada ao qubit j�i e depois o qubit resultantedeve ser medido para obtermos o qubit j�0i. Se j�i for ini
ializado
om j0i, então j�0i será j0i ou j1i equiprovavelmente, de a
ordo 
oma equação (4). j�i H /. -,() *+M j�0iFigura 1. Um 
ir
uito quânti
o.É interessante observar 
omo as medições afetam o 
omportamentodo 
ir
uito. Por exemplo, se ini
ializarmos j�i 
om j0i, então j�0ino 
ir
uito quânti
o da �gura 2 sempre será j0i. Já no 
ir
uito da�gura 3, o estado j�0i será j0i ou j1i equiprovavelmente.j�i H H /. -,() *+M j�0iFigura 2. Mais um 
ir
uito.
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8 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESj�i H /. -,() *+M H /. -,() *+M j�0iFigura 3. Cir
uito 
om medição inter
alada.2.2. Registradores quânti
os. Seja H2n um espaço de Hilbert dedimensão 2n. Fixe B2n := �jxi : x 2 f0; 1gn	 uma base ortonormalde H2n , onde f0; 1gn denota o 
onjunto das 
adeias de 
ara
teres de
omprimento n sobre o alfabeto f0; 1g. Por exemplo, para n = 2temos B4 = �j00i; j01i; j10i; j11i	. Um registrador quânti
o de nqubits é um vetor unitário em H2n , isto é, um vetor j�i 2 H2n é umregistrador quânti
o de n qubits se(5) j�i = Xx2f0;1gn �xjxi;
om �x 2 C para todo x 2 f0; 1gn e(6) Xx2f0;1gn j�xj2 = 1:A nomen
latura para qubits se estende para os registradores: osestados jxi 
om x 2 f0; 1gn são os estados bási
os, o qubit j�i é ditouma superposição de estados bási
os e o 
oe�
iente 
omplexo �x é
hamado de amplitude do estado bási
o jxi para todo x 2 f0; 1gn.Será 
onveniente expressarmos o estado (5) 
omo(7) j�i = 2n�1Xx=0 �xjxi;onde estamos substituindo as 
adeias de 
ara
teres de f0; 1gn pe-los valores numéri
os que essas 
adeias representam, se interpretadas
omo representação binária de números. Por exemplo, para n = 2,temos j�i = �j00i+ �j01i+ 
j10i+ Æj11i= �j0i+ �j1i+ 
j2i+ Æj3i:



�artigo�2004/11/29page 9i i ii

i i ii

COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 9Continuando a estender a notação de qubits para registradores, arepresentação na base B2n do registrador quânti
o dado por (7) é0BBB� �0�1...�2n�1 1CCCA = j�i = 2n�1Xx=0 �xjxi:A seguinte questão surge naturalmente: dado um registrador j�i
om n qubits 
ujos qubits, de menos para mais signi�
ativos, sãoj�0i; j�1i; : : : ; j�n�1i, qual é o estado quânti
o do registrador j�i? Aresposta é: j�i = j�n�1i
j�n�2i
� � �
j�0i, onde 
 denota o produtotensorial, que de�nimos a seguir.SejamA = 0B� a11 � � � a1n... . . . ...am1 � � � amn 1CA e B = 0B� b11 � � � b1q... . . . ...bp1 � � � bpq 1CAmatrizes. O produto tensorial de A e B, denotado por A 
 B, éde�nido 
omo(8) A
B := 0B� a11B � � � a1nB... . . . ...am1B � � � amnB 1CA :Assim, um registrador j�i 
ujos qubits são j�1i e j�0i, 
om j�1i :=�0j0i+ �1j1i e j�0i := �0j0i+ �1j1i, está no estadoj�i = j�1i 
 j�0i = � �0�1 �
� �0�1 � = 0BB� �0�0�0�1�1�0�1�1 1CCAe, portanto,j�i = �0�0j00i+ �0�1j01i+ �1�0j10i+ �1�1j11i(9) = �0�0j0i+ �0�1j1i+ �1�0j2i+ �1�1j3i:A medição de um registrador quânti
o fun
iona de modo seme-lhante à medição de qubits: se medirmos um registrador quânti
o j�idado por (7), obtemos o estado bási
o jxi 
om probabilidade j�xj2 e,imediatamente após a medição, o estado do registrador será jxi. Ou
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10 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESseja, a superposição que existia anteriormente foi irreversivelmenteperdida.Não é ne
essário, porém, medirmos todos os qubits do registrador:pode-se medir qubits individuais ou grupos de qubits. Por exemplo,se medirmos apenas o qubit j�1i do registrador j�i des
rito a
ima naequação (9), existem duas possibilidades de resposta:� O valor observado é j0i. Esse evento o
orre 
om probabi-lidade j�0�0j2 + j�0�1j2 = j�0j2. Neste 
aso, o estado doregistrador j�i, imediatamente após a medição, seráj�0i = �0�0j00i+ �0�1j01ij�0j2 ;ou seja, projetou-se o estado j�i no subespaço gerado por j00ie j01i, normalizando-se o resultado para obtermos um vetorunitário.� O valor observado é j1i. Esse evento o
orre 
om probabi-lidade j�1�0j2 + j�1�1j2 = j�1j2. Neste 
aso, o estado doregistrador j�i, imediatamente após a medição, seráj�0i = �1�0j10i+ �1�1j01ij�1j2 ;ou seja, projetou-se o estado j�i no subespaço gerado por j10ie j11i, normalizando-se o resultado para obtermos um vetorunitário.Para o 
aso geral, suponha que seu registrador quânti
o 
om nqubits está no estado dado pela equação (5) e que vo
ê está me-dindo o qubit j�ji, onde o qubit menos signi�
ativo é j�0i e o maissigni�
ativo é j�n�1i. Para 
ada 
adeia de 
ara
teres x 2 f0; 1gn,es
reva x = xn�1 � � �x0, 
om xk 2 f0; 1g para todo k. Existem duaspossibilidades para o resultado da medição de j�ji:� O valor observado é j0i. A probabilidade de o
orrên
ia desseevento ép0 :=X�j�xj2 : x 2 f0; 1gn e xj = 0	:
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 11Neste 
aso, o estado do registrador, imediatamente após amedição, seráj�0i = P��xjxi : x 2 f0; 1gn e xj = 0	p0 ;onde p0 é simplesmente um fator de normalização.� O valor observado é j1i. A probabilidade de o
orrên
ia desseevento ép1 :=X�j�xj2 : x 2 f0; 1gn e xj = 1	:Neste 
aso, o estado do registrador, imediatamente após amedição, seráj�0i = P��xjxi : x 2 f0; 1gn e xj = 1	p1 ;onde p1 é simplesmente um fator de normalização.O me
anismo de medição de um número arbitrário de qubits deum registrador é análogo.2.3. Reversibilidade. Falemos agora de portas quânti
as operandosobre mais de um qubit. Uma porta quânti
a sobre n qubits é umafunção bijetora de V2n para V2n , onde V2n é o 
onjunto de vetoresunitários de H2n . Em outras palavras, uma porta quânti
a é umamatriz unitária em H2n .Uma 
onseqüên
ia disso é que toda porta quânti
a é reversível,isto é, existe uma bijeção entre o domínio e a imagem da função 
or-respondente. Por exemplo, suponha que temos uma porta quânti
a Ue um registrador j�i 
om dimensões 
ompatíveis. Se apli
armos Ua j�i para obtermos j�0i := U j�i, então podemos obter o estado ori-ginal j�i a partir de j�0i através da apli
ação da porta quânti
a U�(
laramente U� é unitária), pois U�j�0i = U�U j�i = I j�i = j�i. Emoutras palavras, a apli
ação de U não 
ausa �perda de informação�.Esse não é o 
aso, por exemplo, da porta lógi
a _, o �ou� lógi
odo modelo 
lássi
o: suponha que temos dois bits 
lássi
os a e b e queapli
amos a porta _ nesses bits, obtendo 
 := a _ b. Se tivermos
 = 1, não temos 
omo obter os valores de a e b, pois podia valer quea = 1 e b = 0, ou que a = 0 e b = 1, ou ainda, que a = 1 e b = 1.Dizemos, por esse motivo, que a porta _ não é reversível.
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12 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESNão é difí
il, porém, 
onstruirmos uma �versão� da porta �ou� queseja reversível. Considere a função f : f0; 1g3 �! f0; 1g3 dada porf(x; y; z) := �x; y; z�(x_y)�, onde� denota a operação lógi
a �ou ex-
lusivo�. Em outras palavras, a apli
ação da função f muda o valordo bit z se, e somente se, x_ y = 1. Da imagem da f , é trivial obter-mos os valores originais de x, y e z, pois x e y fazem parte dos valoresque saem da porta e, 
om eles e o ter
eiro valor de saída, podemosre
uperar z. É evidente que f é uma bijeção, de modo que f é re-versível. A úni
a diferença é que estamos armazenando informaçõesa mais, o su�
iente para sermos 
apazes de obter x e y (e z) a partirde f(x; y; z).Assim sendo, existe uma matriz unitária Uf que �implementa� afunção f . Dado um registrador j�i := jxi 
 jyi 
 jzi, onde jxi; jyie jzi são qubits, a porta quânti
a Uf transforma o estado j�i no es-tado j�0i = jxi 
 jyi 
 ��z � (x _ y)�. Será mais 
onveniente usarmosa seguinte notação: dado um registrador j�i := jx; y; zi, a apli
açãode Uf a j�i leva o estado deste registrador a j�0i = ��x; y; z� (x_ y)�.Veja que estamos simplesmente separando os qubits individuais porvírgulas. Na verdade, podemos utilizar essa notação para separargrupos arbitrários de qubits num registrador, quando isso for 
onve-niente.O �truque� de 
arregar informações a mais nas apli
ações de por-tas lógi
as pode ser utilizado para transformar qualquer porta lógi
ado modelo 
lássi
o numa porta reversível e que, portanto, pode serimplementada por uma matriz unitária no modelo quânti
o.Na verdade, Bennett [Ben73℄ mostrou que qualquer 
ir
uito (nomodelo 
lássi
o) pode ser 
onvertido em reversível, ou seja, num 
ir-
uito 
ujas portas são todas reversíveis, e mostrou que isso pode serfeito 
om um aumento no máximo polinomial no tamanho do 
ir
uito,isto é, no número de portas utilizadas. Isso impli
a, 
omo veremosa seguir, que todo algoritmo polinomial no modelo 
lássi
o pode serimplementado por um algoritmo polinomial no modelo quânti
o.2.4. Cir
uitos e algoritmos quânti
os. A notação para 
ir
uitosapresentada anteriormente se estende fa
ilmente para 
ir
uitos ope-rando sobre múltiplos qubits. Por exemplo, a �gura 4 mostra um
ir
uito operando sobre 3 qubits e 
om uma úni
a porta, dada pelamatriz Uf implementando a versão reversível da operação lógi
a �ou�.
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 13De a
ordo 
om nossa espe
i�
ação de Uf , temos jx0i = jxi, jy0i = jyie jz0i = ��z � (x _ y)�. jxi Uf jx0ijyi jy0ijzi jz0iFigura 4. Cir
uito 
om porta �ou� reversível.Seja Vf 2 C 2�2 uma matriz unitária. Então a notação utilizadano 
ir
uito da �gura 5 indi
a que o operador Vf deve ser apli
ado aoqubit jyi se, e somente se, jxi = j1i. Em outras palavras, o 
ir
uitoda �gura 5 é equivalente ao 
ir
uito da �gura 6, ondeV 0f := 0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 v11 v120 0 v21 v22 1CCA e Vf := � v11 v12v21 v22 � :A porta indi
ada no 
ir
uito da �gura 5 é 
hamada porta Vf 
ontro-lada por jxi. jxi � jx0ijyi Vf jy0iFigura 5. Cir
uito 
om porta Vf 
ontrolada por jxi.jxi V 0f jx0ijyi jy0iFigura 6. Cir
uito equivalente ao da �gura 5.Para fazermos a análise do 
onsumo de tempo de um algoritmoquânti
o, vamos nos basear em 
ir
uitos quânti
os. Algoritmos quân-ti
os devem ser expressos utilizando-se 
ir
uitos a
í
li
os. Estamos
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14 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESinteressados em 
ir
uitos de tamanho polinomial no tamanho da en-trada, onde o tamanho do 
ir
uito é simplesmente o número de portasquânti
as utilizadas.Ademais, 
ada uma das portas do 
ir
uito 
onstruído deve operarsobre, no máximo, um número previamente �xo de qubits. Es
lare-
endo melhor, �xe um inteiro k. Para todo n, o 
ir
uito 
onstruídopara resolver uma instân
ia de tamanho n deve utilizar portas quân-ti
as que operam, no máximo, sobre k qubits. Essa exigên
ia é razoá-vel, já que 
omputações geralmente são realizadas lo
almente, isto é,a 
ada passo uma quantidade limitada de informações é pro
essada.Além disso, o 
ir
uito deve poder ser 
onstruído por um algoritmopolinomial. Em outras palavras, deve existir um algoritmo polinomialque, ao re
eber qualquer instân
ia I de um dado problema, 
onstróio 
ir
uito que resolve o problema para a instân
ia I . Essa exigên
iaimpede que o 
ir
uito 
onstruído 
ontenha informações �difí
eis de
al
ular� 
odi�
adas em sua estrutura: se o algoritmo de 
onstruçãodo 
ir
uito não pre
isasse ser limitado polinomialmente, então talalgoritmo poderia 
al
ular, digamos em tempo exponen
ial, a soluçãoda instân
ia em questão e 
odi�
ar isso no 
ir
uito, que poderia teraté tamanho 
onstante.Nesse 
ontexto, um algoritmo quânti
o é dito polinomial se, paratoda instân
ia do problema, existe um 
ir
uito quânti
o 
onstrutívelem tempo polinomial e utilizando portas operando sobre, no máximo,um número �xo de qubits, que resolve a instân
ia do problema.2.5. O problema de Deuts
h. Vamos apresentar um algoritmoquânti
o para ver os 
on
eitos apresentados em fun
ionamento.Dizemos que uma função f é dada 
omo uma 
aixa preta se sópodemos obter informações a
er
a de f através de sua apli
ação aelementos de seu domínio. O problema de Deuts
h [Deu85℄ 
onsisteno seguinte. Seja f : f0; 1g �! f0; 1g uma função dada 
omo uma
aixa preta. Determine se f(0) = f(1) ou se f(0) 6= f(1). Em outraspalavras, determine se f é 
onstante ou balan
eada.Para se resolver o problema no modelo 
lássi
o, são ne
essáriasduas apli
ações de f : é pre
iso usar a 
aixa preta de f duas vezes,para as entradas 0 e 1. Já no modelo quânti
o, este problema podeser resolvido utilizando-se apenas uma 
hamada à 
aixa preta. Vamosmostrar um algoritmo quânti
o, devido a Cleve, Ekert, Ma

hiavello
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 15e Mos
a [CEMM98℄, que resolve o problema no modelo quânti
o 
omuma úni
a 
hamada à 
aixa preta.Seja Uf a transformação unitária de dimensão 4 que leva jx; yi a��x; y � f(x)�. No modelo quânti
o, Uf é a nossa 
aixa preta.O 
ir
uito que resolve o problema está des
rito na �gura 7. Vamosdetalhar melhor o fun
ionamento do algoritmo.j0i H Uf H ��f(0)� f(1)�j1i H jx0iFigura 7. Cir
uito para o problema de Deuts
h.Vamos usar um registrador j�0i de 2 qubits. Ini
ialmente, toma-mos j�0i := j0; 1i.Primeiro apli
amos a transformação de Hadamard aos 2 qubits doregistrador, obtendoj�1i := �H j0i�
 �H j1i� = 12��j0i+ j1i�
 �j0i � j1i��= 12�j0i 
 �j0i � j1i��+ 12�j1i 
 �j0i � j1i��:Neste ponto a 
aixa preta Uf é apli
ada a j�1i para obtermos j�2i:j�2i := Uf j�1i = 12(Uf�j0i 
 �j0i � j1i��)+ 12(Uf�j1i 
 �j0i � j1i��):(10)Vamos es
rever j�2i de outra maneira. Queremos mostrar que(11) Uf�jxi 
 �j0i � j1i�� = (�1)f(x)�jxi 
 �j0i � j1i��para x 2 f0; 1g. Temosj i := Uf�jxi 
 �j0i � j1i�� = Uf�jx; 0i � jx; 1i�= ��x; f(x)� � ��x; 1� f(x)�:
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16 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES� Se f(x) = 0, entãoj i = jx; 0i � jx; 1i = jxi 
 �j0i � j1i�= (�1)f(x)�jxi 
 �j0i � j1i��:� Se f(x) = 1, entãoj i = jx; 1i � jx; 0i = jxi 
 �j1i � j0i�= (�1)f(x)�jxi 
 �j0i � j1i��:Provamos então a equação (11), de modo que,j�2i = 12((�1)f(0)�j0i 
 �j0i � j1i��)+12((�1)f(1)�j1i 
 �j0i � j1i��)= 12��(�1)f(0)j0i+ (�1)f(1)j1i�
 �j0i � j1i��:Vamos temporariamente omitir o segundo qubit de j�2i no que segue:j�2i = 12�(�1)f(0)j0i+ (�1)f(1)(�1)f(0)(�1)f(0)j1i�= (�1)f(0)2 �j0i+ (�1)f(0)�f(1)j1i�:Voltando a levar em 
onta o segundo qubit de j�2i, 
on
luímos quej�2i = (�1)f(0)(� 1p2�j0i+ (�1)f(0)�f(1)j1i��
 � 1p2�j0i � j1i��):Agora podemos apli
ar a transformação de Hadamard ao primeiroqubit de j�2i para obterj�3i := (�1)f(0)(���f(0)� f(1)��
 � 1p2�j0i � j1i��):
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 17Uma medição do primeiro qubit de j�3i forne
e agora o valor def(0) � f(1) e portanto o algoritmo des
obre se f é 
onstante oubalan
eada através de uma úni
a apli
ação da 
aixa preta.3. O algoritmo de fatoração de ShorO algoritmo de Shor resolve o problema da fatoração de inteiros emprimos e 
onsome tempo polinomial no tamanho da entrada. Apre-sentamos a seguir os detalhes fundamentais do fun
ionamento destealgoritmo.3.1. Visão geral do algoritmo. O algoritmo de Shor [Sho97℄ é umalgoritmo quânti
o que, dado um inteiro n 
omposto ímpar que nãoé potên
ia de primo, devolve um fator (divisor não-trivial) de n 
omprobabilidade limitada de erro.As restrições para o valor de n não representam problema algum.De fato, é trivial en
ontrar um fator de um número par. Além disso,existe um algoritmo 
lássi
o e�
iente que de
ide se n = ak, parainteiros a e k > 1, e que devolve a e k neste 
aso. Veja o artigo deBernstein [Ber98℄ para mais detalhes.Ademais, podemos veri�
ar em tempo polinomial se n é 
om-posto, utilizando o algoritmo AKS. Outra opção é exe
utar tes-tes probabilísti
os de primalidade um número su�
iente de vezes.Na práti
a, isso é mais e�
iente, pois os testes probabilísti
os são,em geral, mais simples e rápidos que o AKS. O teste de Miller-Rabin [Mil75, Mil76, Rab80, CLRS01℄ é uma ótima es
olha para estaveri�
ação, por ser de fá
il implementação e ter 
omplexidade detempo O� lg3 n�, onde lgn denota o logaritmo de n na base 2. Ou-tra vantagem desse teste é que a 
onstante es
ondida pela notaçãoassintóti
a é pequena.Como n é produto de no máximo dlgne inteiros, o algoritmo deShor pode ser utilizado para resolver o problema da fatoração emtempo polinomial no tamanho da entrada.O algoritmo de Shor baseia-se numa redução do problema da bus
ade um fator de n ao problema da bus
a do período de uma seqüên
ia.Como a redução utiliza aleatorização, é possível que ela falhe, isto é,que nenhum fator de n seja en
ontrado. Porém, a probabilidade deo
orrên
ia deste evento é limitada.
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18 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESNa seção 3.2 apresentamos essa redução e uma delimitação su-perior para a probabilidade de falha. Na seção 3.3, mostramos umalgoritmo quânti
o e�
iente para a bus
a do período da seqüên
ia ge-rada pela redução. Esse algoritmo utiliza a transformada quânti
a deFourier, que pode ser implementada e�
ientemente, 
omo mostramosna seção 3.4.O algoritmo de bus
a de período apresentado na seção 3.3 pode serfa
ilmente generalizado para bus
ar e�
ientemente o período de qual-quer seqüên
ia. Mais formalmente, dado um orá
ulo Uf que 
omputauma função f de f0; : : : ; 2m � 1g em f0; : : : ; 2a � 1g 
om período r,a generalização do algoritmo faz uma úni
a 
hamada a Uf e usa um
ir
uito quânti
o de tamanho polinomial em m para des
obrir r 
omprobabilidade limitada de erro.3.2. Redução à bus
a do período. Seja n um inteiro 
ompostoímpar que não é potên
ia de primo. Vamos mostrar 
omo reduziro problema de en
ontrar um fator de n ao problema de en
ontrar operíodo de uma função. Essa redução utiliza aleatorização, de modoque pre
isaremos limitar a probabilidade de falha do pro
edimento.Algoritmo Shor (n)1 es
olha um inteiro 1 < x < n aleatoriamente2 se md
(x; n) > 13 então devolva md
(x; n)4 seja r o período da função f(a) := xa mod n5 se r for ímpar ou xr=2 � �1 (mod n)6 então o pro
edimento falhou7 devolva md
(xr=2 + 1; n)Note que o algoritmo de Shor utiliza um úni
o passo quânti
o: o
ál
ulo do período da função na linha 4.Agora vamos mostrar que, se a redução devolve uma resposta, elaestá 
orreta. Depois vamos delimitar superiormente a probabilidadede falha deste pro
edimento, isto é, a probabilidade de o algoritmoterminar na linha 6.Começamos observando que, se o algoritmo exe
uta a linha 3, en-tão o valor devolvido de fato é um fator de n.
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 19Já se md
(x; n) = 1, então x está em Z�n, o grupo multipli
ativomódulo n, de modo que a função f(a) = xa mod n é periódi
a 
omperíodo dado pela ordem de x, módulo n. Isto é, o período r é otamanho do subgrupo de Z�n gerado por x. Equivalentemente, r é omenor inteiro positivo tal que xr � 1 (mod n).Suponha que r é par, de modo que (xr=2+1)(xr=2�1) � 0 (mod n),ou seja, n divide o produto (xr=2+1)(xr=2�1). Se tivermos xr=2 6� �1(mod n), então n não divide xr=2 + 1, o primeiro fator do produto.Como r é o menor inteiro positivo tal que xr � 1 (mod n), temostambém que xr=2 6� 1 (mod n), de modo que n não divide xr=2 � 1.Mas então os fatores de n devem estar separados entre xr=2 + 1 exr=2 � 1. Logo, md
(xr=2 + 1; n) é um fator de n, 
omo queremos.Resta limitarmos a probabilidade de falha do pro
edimento, ouseja, dado um inteiro 1 < x < n es
olhido aleatoriamente 
om pro-babilidade uniforme, pre
isamos limitar a probabilidade de que r, aordem de x, módulo n, seja ímpar ou satisfaça xr=2 � �1 (mod n)se for par.Suponha que a fatoração de n em primos é dada por n =Qmi=1 pkii ,onde pi é primo para todo i e m > 1, já que n não é potên
ia deprimo. Para 
ada i, seja ni := piki , de modo que n = n1 � � �nm.Sejam 1 < x < n um inteiro,r a ordem de x, módulo n;e ri a ordem de x, módulo ni;para i = 1; : : : ;m. Pelo teorema 
hinês do resto, a equação xr � 1(mod n) é equivalente ao sistema(12) xr � 1 (mod n1)xr � 1 (mod n2)...xr � 1 (mod nm):Sabemos que ri é o menor inteiro positivo tal que xri � 1 (mod ni).Ademais, temos xr � 1 (mod ni) se, e somente se, r é múltiplo de ri.Como r é o menor inteiro positivo tal que xr � 1 (mod n), segue que(13) r = mm
(r1; : : : ; rm):
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20 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESSeja(14) ri = 2
iqi, 
om qi ímpar;para i = 1; : : : ;m. É fá
il ver que r é ímpar se, e somente se, ri éímpar para todo i, isto é, se, e somente se, 
i = 0 para todo i.Suponha agora que ri é par para algum i. Então r é par. Vamosdes
obrir em que 
ondições temos xr=2 � �1 (mod n). Novamente,pelo teorema 
hinês do resto, a equação xr=2 � �1 (mod n) é equi-valente ao sistema(15) xr=2 � �1 (mod n1)xr=2 � �1 (mod n2)...xr=2 � �1 (mod nm):Suponha que existam i; j 2 f1; : : : ;mg tais que 
i > 
j . Então r =2rju para algum inteiro u, pela equação (13). Segue que xr=2 � xrju(mod nj). Mas então temos xr=2 � 1 (mod nj), de modo que xr=2 6��1 (mod n). Portanto, para que r seja par e xr=2 � �1 (mod n), éne
essário que 
1 = 
2 = � � � = 
m > 0.Estabele
emos assim que, para que o pro
edimento falhe, é pre
isoque 
1 = � � � = 
m. Vamos limitar a probabilidade de o
orrên
ia desseevento, dada a es
olha aleatória de x.Pelo teorema 
hinês do resto, existe uma bijeção entre Zn e oproduto 
artesiano Zn1 � � � � �Znm:(16) Zn 3 x$ (x1; : : : ; xm) 2 Zn1 � � � � �Znm:Assim, es
olher um inteiro 0 � x < n aleatoriamente é equivalentea es
olher, independentemente para 
ada 1 � i � m, um inteiro0 � xi < ni. Vamos supor que md
(x; n) = 1, já que a reduçãonão se apli
a se md
(x; n) > 1. Então x 2 Z�n. É fá
il ver quex 2 Z�n se, e somente se, xi 2 Z�ni para todo i. Portanto estamoses
olhendo aleatoriamente um xi 2 Z�ni, independentemente, para
ada i = 1; : : : ;m:(17) Z�n 3 x$ (x1; : : : ; xm) 2 Z�n1 � � � � �Z�nm;Para 
ada i = 1; : : : ;m, o grupo Z�ni é 
í
li
o, pois ni = piki 
om piprimo. Seja gi um gerador de Z�ni, para 
ada i. Seja(18) xi = glii , 
om 0 � li < �(ni), para i = 1; : : : ;m;
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 21onde �(ni) := ��Z�ni�� é a função totiente de Euler. Estamos então es
o-lhendo aleatoriamente um 0 � li < �(ni) para 
ada i, independentee uniformemente:(19) Z�n 3 x$ (gl11 ; : : : ; glmm ) 2 Z�n1 � � � � �Z�nm;Para i = 1; : : : ;m, seja�(ni) = 2disi, 
om si ímpar,e lembre-se queri = 2
iqi é a ordem de xi, módulo ni, 
om qi ímpar:Como �(ni) = ��pkii � = pki�1i (pi � 1) e pi é ímpar, então di > 0.Pelo teorema de Lagrange, a ordem do subgrupo de Z�ni geradopor x divide a ordem do grupo Z�ni. Em outras palavras, ri di-vide �(ni), e portanto 
i � di. Sabemos que ri é o menor inteiropositivo tal que glirii � 1 (mod ni) e que liri = 2
iqili é múltiplode �(ni) = 2disi. Se li é ímpar, então devemos ter 
i = di, pois qilié ímpar. Já se li é par, então ne
essariamente teremos 
i < di: se
i = di, então ri=2 também é inteiro e liri=2 também é múltiplode �(ni), um absurdo. Portanto, a probabilidade de que 
i = 
, paraqualquer 
, é limitada por 1=2, já que 0 � li < �(ni) e �(ni) é par.Con
luímos então que a probabilidade de falha dessa redução, ou,na verdade, a probabilidade de que 
1 = � � � = 
m é, no máximo,1� 1=2m�1 � 1=2, pois m > 1 e a es
olha de 
ada 
i é independentede todas as outras.3.3. Bus
a do período. Seja n um inteiro 
omposto ímpar que nãoé potên
ia de primo e seja 1 < x < n um inteiro relativamente primoa n. Vamos apresentar um algoritmo quânti
o que des
obre, 
omprobabilidade limitada de erro, a ordem de x, módulo n, que é operíodo da seqüên
ia(20) hx0 mod n; x1 mod n; x2 mod n; : : :i:Seja � := blgn
+1 o número de bits da representação binária de ne seja q := 2l a úni
a potên
ia de 2 tal que n2 � q < 2n2. Vamospre
isar de um registrador j�i 
om l+� qubits. Os l primeiros qubitsformam o primeiro sub-registrador. Os � qubits restantes farão partedo segundo sub-registrador. Todos os qubits do registrador j�i devemser ini
ializados 
om j0i.
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22 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESApós a apli
ação da transformação de Hadamard a 
ada um dosqubits do primeiro sub-registrador, o estado do registrador j�i será(21) 1pq q�1Xa=0 ja; 0i:Seja Uf a transformação unitária que, para todo 0 � a < q,leva um estado bási
o ja; 0i, ao estado ja; xa mod ni. É fá
il pen-sar num algoritmo 
lássi
o para a exponen
iação modular que 
on-some O(�3) operações sobre bits. Então, para todo n, existe um
ir
uito 
om O(�3) portas, 
ada uma operando sobre no máximo umnúmero �xo de qubits, que efetua a transformação Uf . Em outraspalavras, Uf pode ser implementada e�
ientemente (veja o artigo deShor [Sho97℄ para mais detalhes).Apli
ando a transformaçãoUf ao registrador j�i, obtemos o estado(22) 1pq q�1Xa=0 ja; xa mod ni:Medindo o estado do segundo sub-registrador de j�i, obtemos algumxb mod n, onde 0 � b < q. Com isso, o estado do registrador j�i
olapsa para uma superposição dos estados bási
os de (22) 
ujos �qubits menos signi�
ativos representam xb mod n.Seja r a ordem de x, módulo n. Então os valores de 0 � a < q taisque xa � xb (mod n) são da forma a0+ jr, 
om 0 � a0 < r, já que aseqüên
ia (20) é periódi
a 
om período r. A medição do segundo sub-registrador em (22) sele
ionará os seguintes valores de a, no primeirosub-registrador: a0; a0+r; a0+2r; : : : ; a0+(A�1)r, onde A := dq=re.O estado do registrador j�i será então1pA A�1Xj=0 ja0 + jr; xb mod ni:De agora em diante, vamos ignorar o segundo sub-registrador. Entãoo estado de j�i será(23) 1pA A�1Xj=0 ja0 + jri:
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 23Note que os estados bási
os de j�i que podem ser obtidos numamedição estão uniformemente espaçados a partir de a0, 
om espaço r.Seja Mq a transformação unitária dada por(24) Mq : jxi �! 1pq q�1Xy=0 exp(2�ixy=q)jyi:Vamos mostrar, na seção 3.4, que esta transformação, 
onhe
ida 
omomatriz de Vandermonde, pode ser implementada e�
ientemente porum 
ir
uito quânti
o. A apli
ação de Mq ao registrador j�i, dadopor (23), gera o estadoj�i = 1pA A�1Xj=0 " 1pq q�1Xy=0 exp�2�i(a0 + jr)y=q	jyi#= 1pqA q�1Xy=024expf2�ia0y=qgA�1Xj=0 expf2�ijry=qgjyi35 :Então a amplitude de um estado bási
o jyi é(25) 1pqA expf2�ia0y=qgA�1Xj=0 expf2�ijry=qg;de modo que a probabilidade de obtenção de jyi numa medição de j�ié(26) py := 1qA ������A�1Xj=0 expf2�ijry=qg������2:Aqui vamos apenas analisar o 
aso em que r é uma potên
ia de 2,de modo que A = q=r. Os demais 
asos seguem a mesma idéia porémsão mais té
ni
os.Suponha que y não é múltiplo de A. Então ry=q não é inteiro,de modo que expf2�iry=qg 6= 1. Pela fórmula da soma de uma
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24 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESprogressão geométri
a, temosA�1Xj=0 expf2�ijry=qg = A�1Xj=0 � expf2�iry=qg�j= � expf2�iry=qg�A � 1expf2�iry=qg � 1= expf2�iyg � 1expf2�iry=qg � 1 = 0;pois A = q=r.Suponha agora que y é um múltiplo de A. Então ry=q é inteiro,de modo que expf2�ijry=qg = 1 para todo 0 � j < A. EntãoA�1Xj=0 expf2�ijry=qg = A:Con
luímos que a probabilidade de obtenção de jyi na medição doregistrador j�i no estado (25) é(27) py = � 1=r; se y é múltiplo de q=r0; 
aso 
ontrário:Assim, uma medição de j�i nos forne
e um valor y = 
q=r, 
om0 � 
 < r es
olhido equiprovavelmente. Teremos então um y satisfa-zendo y=q = 
=r, onde 
 e q são 
onhe
idos. Se md
(
; r) = 1, entãobasta obter a fração irredutível 
orrespondente a y=q para 
hegarmosao período r. A probabilidade de obtenção de um 0 � 
 < r 
ommd
(
; r) = 1 é �(r)=r. Pode-se provar [HW54℄ que existe uma 
ons-tante Æ tal que �(r)=r > Æ= log log r. Assim, a probabilidade de falhadeste pro
edimento é, no máximo, 1� Æ= log log r.Se repetirmos o pro
edimento a
ima z := log log r=Æ vezes, a pro-babilidade de falha passará a ser (1� 1=z)z � 1=e, de modo que aprobabilidade de su
esso é, no mínimo, 1� 1=e, uma 
onstante. Por-tanto, obtemos o período r 
om probabilidade limitada inferiormentepor uma 
onstante.3.4. A transformada quânti
a de Fourier. Vamos ver agora quea transformação unitáriaMq, dada por (24), pode ser implementadae�
ientemente sempre que q for uma potên
ia de 2. Ou seja, paratodo q = 2m, vamos mostrar que existe um 
ir
uito de tamanho
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 25polinomial em m, utilizando apenas portas quânti
as que operamsobre um número �xo de qubits, 
uja apli
ação a um registrador
om m qubits é equivalente à apli
ação da matriz Mq.Primeiro vamos es
rever o estado(28) 1pq q�1Xy=0 exp(2�ixy=q)jyide uma forma mais 
onveniente. Considere q := 2m, 
om m uminteiro positivo. Denotaremos por (xm�1 � � �x0)2 a representação bi-nária de 0 � x < 2m, ou seja, x =Pm�1j=0 xj2j , 
om xj 2 f0; 1g paratodo j. Além disso, utilize (0: x1 � � �xp)2 para denotar a representa-ção binária de 0 � x < 1, isto é, x = Ppj=1 xj2�j , 
om xj 2 f0; 1gpara todo j.Então o estado (28) pode ser fatorado 
omo� 1p2�j0i+ exp�2�i(0: x0)2	j1i��
� 1p2�j0i+ exp�2�i(0: x1x0)2	j1i��
 � � � 
� 1p2�j0i+ exp�2�i(0: xm�1 � � �x0)2	j1i�� :(29)Para mostrar que o estado quânti
o (28) é o mesmo que o es-tado (29), vamos mostrar que, para todo estado bási
o jym�1 � � � y0i,temos expf2�ixy=2mgjym�1 � � � y0i =� exp�2�i(0: x0)2ym�1	jym�1i�
� exp�2�i(0: x1x0)2ym�2	jym�2i�
 � � � 
� exp�2�i(0: xm�1 � � �x0)2y0	jy0i�;(30)
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26 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESonde o lado direito da equação (30) mostra 
omo se forma o estadobási
o jym�1 � � � y0i em (29). Será então su�
iente mostrar queexpf2�ixy=2m	= exp�2�i(0: x0)2ym�1	 exp�2�i(0: x1x0)2ym�2	 � � �exp�2�i(0: xm�1 � � �x0)2y0	= expn2�i�(0: x0)2ym�1 + (0: x1x0)2ym�2 + � � �+(0: xm�1 � � �x0)2y0�o:(31)Observe que(32) yx2m = 12m m�1Xk=0 "yk2k m�1Xk=0 xk2k# = m�1Xj=0 "yj m�1Xk=0 xk2k�m+j# :Na equação (31), o termo xy=2m apare
e multipli
ando 2�i. Entãoapenas a parte fra
ionária de xy=2m é relevante: se xy=2m = u+ r,
om 0 � r < 1 e u 2 Z, então exp(2�ixy=2m) = exp(2�ir). Naequação (32), para k � m� j, o valor 2k�m+j é inteiro, de modo quepodemos rees
rever (32) 
omoyx2m = m�1Xj=0 "yjuj + yj m�j�1Xk=0 xk2k�m+j# ;(33)onde uj é um inteiro. É fá
il veri�
ar agora quem�j�1Xk=0 xk2k�m+j = (0: xm�j�1 � � �x0)2:Mas entãoxy=2m = u+ ym�1(0: x0)2 + ym�2(0: x1x0)2+ � � �+ y0(0: xm�1 � � �x0)2;(34)onde u é um inteiro. A equação (31) segue imediatamente da equa-ção (34), de modo que �
a provado que o estado (28) pode ser fatorado
omo (29).Considere o 
ir
uito quânti
o apresentado na �gura 8, referente ao
aso em que m = 3.
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 27jx2i H S1;2 S0;2 jy0ijx1i � H S0;1 jy1ijx0i � � H jy2iFigura 8. Cir
uito para a transformada quânti
ade Fourier, 
om m = 3.Nesta �gura, a matriz Sj;k, para j < k é de�nida por(35) Sj;k = � 1 00 expf2�i=2k�j+1g � :É muito fá
il ver 
omo este 
ir
uito se estende para qualquer m.Para 
ada qubit jxki, apli
amos a matriz de Hadamard, seguida de kportas Sj;k, onde Sj;k é 
ontrolada por jxji para todo 0 � j < k.Para ver que esse 
ir
uito de fato 
al
ula a transformada quânti
ade Fourier, vamos analisar sua operação sobre o qubit jx2i na �gura 8.Após a apli
ação da matriz de Hadamard, o estado deste qubit seráj0i + exp�2�i(0: x2)2	j1i. Note que estamos desprezando o fatorde normalização 1=p2, para maior 
lareza. Depois da apli
ação daporta S1;2, o estado passa a ser j0i+exp�2�i(0: x2x1)2	j1i. Por �m,apli
ando agora a porta S0;2, teremos j0i+exp�2�i(0: x2x1x0)2	j1i.Mas isso é justamente jy0i, 
onforme a equação (29). Repetindoesses 
ál
ulos 
om os outros qubits, obteremos os estados desejados,de a
ordo 
om a equação (29).Note que os qubits da saída deste 
ir
uito estão na ordem inversa.É óbvio que isso não representa qualquer problema para nós.Observe também que o 
ir
uito utiliza m(m + 1)=2 portas, o queé quadráti
o em m. Assim, a transformada quânti
a de Fourier podeser implementada por um 
ir
uito de tamanho limitado por �(m2).4. Máquinas de TuringAgora mudamos de assunto, nos voltando à teoria de 
omplexidade
omputa
ional. Os resultados dessa área são usualmente apresenta-dos por meio do mais tradi
ionalmodelo de 
omputação� a máquina



�artigo�2004/11/29page 28i i ii

i i ii

28 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESde Turing (MT), que nada mais é que um 
omputador bastante ru-dimentar 
om memória in�nita.Vamos apresentar três variantes desse modelo: a máquina de Tu-ring determinísti
a, a não-determinísti
a e a probabilísti
a. Depoisdisso, apresentamos a segunda formalização do modelo quânti
o de
omputação, a máquina de Turing quânti
a, fazendo um paralelo 
omo modelo 
lássi
o de 
omputação. Como observamos na introdução,essa segunda formalização é equivalente à primeira. A demonstraçãodesse fato não é trivial e não será mostrada nesse texto.4.1. Máquina de Turing determinísti
a. Uma máquina de Tu-ring determinísti
a (MTD) é 
omposta por uma 
entral de 
ontrole,uma 
abeça de leitura e uma �ta dividida em 
élulas. Essa �ta temum �nal à esquerda e 
ontém in�nitas 
élulas à direita.Cada 
élula da �ta armazena um símbolo perten
ente a um 
on-junto �nito �. O 
onjunto � é 
hamado de alfabeto da máquina e
ontém, entre outros, dois símbolos espe
iais: o símbolo t, 
hamadode bran
o, e o símboloB, que �
a armazenado o tempo todo na 
élulamais à esquerda da �ta.A 
abeça de leitura da máquina é um apontador móvel para umadeterminada 
élula da �ta. O 
onteúdo dessa 
élula pode ser lido ealterado pela máquina.A 
ada instante, a 
entral de 
ontrole da máquina está em umdos estados de um 
onjunto �nito Q de estados. No instante ini
ial,a máquina 
omeça em um estado parti
ular de Q, 
hamado de es-tado ini
ial e denotado por s. Existe ainda um 
onjunto espe
ial deestados H � Q, 
hamados de estados �nais.Uma MTD fun
iona da seguinte maneira. Ela re
ebe 
omo entradauma 
adeia de 
ara
teres em �� n ft;Bg��. Ini
ialmente a 
abeça deleitura aponta para a 
élula mais à esquerda da �ta, e a partir da
élula seguinte está armazenada a entrada da máquina, seguida porbran
os. A máquina efetua uma seqüên
ia de passos até terminara exe
ução. Se q é o estado 
orrente da máquina e q está em H ,então ela termina a exe
ução. Do 
ontrário, ela realiza três ações,determinadas pelo par (q; �), onde � é o símbolo de � 
ontido na
élula que está sob a 
abeça de leitura.A primeira ação 
onsiste na alteração do estado da máquina de qpara um estado q0 em Q. A segunda ação é a es
rita de um símbolo �0
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 29na 
élula que está sob a 
abeça de leitura. A ter
eira ação 
onsisteno deslo
amento da 
abeça de leitura, que pode se mover uma posi-ção para a esquerda, uma posição para a direita ou pode 
ontinuarapontando para a mesma 
élula.A 
abeça de leitura da �ta sempre deslo
a-se para a direita quandoatinge a 
élula mais à esquerda e nun
a altera o 
onteúdo dessa po-sição da �ta. Por 
onveniên
ia, assume-se que a máquina não podees
rever o símboloB em qualquer posição da �ta que não seja a 
élulamais à esquerda.A 
adeia de 
ara
teres es
rita na �ta quando a máquina termina aexe
ução, ignorando-se o símbolo B e os bran
os à direita, é a saídada máquina para a entrada em questão.Formalmente, de�ne-se uma máquina de Turing determinísti
a
omo uma quíntupla M := (Q;�; Æ; s;H), onde Q é o 
onjunto deestados, � é o alfabeto de símbolos, Æ é uma função de (Q nH) ��em Q � � � f ; #;!g, s 2 Q é o estado ini
ial e H � Q é o 
on-junto de estados �nais. O 
onjunto f ; #;!g des
reve os possíveismovimentos da 
abeça de leitura da máquina.A função Æ, 
hamada usualmente de função de transição, des
reveum passo arbitrário da máquina e satisfaz as restrições men
ionadasa
ima. Suponha que a máquina esteja num estado q em Q nH e quesob a 
abeça de leitura esteja o símbolo �. Se Æ(q; �) = (q0; �0; d), opróximo estado será q0, o símbolo �0 será es
rito no lugar de � e a
abeça de leitura de M moverá de a
ordo 
om d.A 
on�guração atual deM é uma tripla (w1; q; w2) 2 ���Q���,onde w1 é a palavra que apare
e na �ta à esquerda da 
abeça deleitura, q é o estado atual e w2 é a palavra à direita da 
abeça deleitura ignorando-se bran
os à direita. A 
abeça de leitura apontapara a posição que 
ontém o último símbolo de w1. A 
on�guraçãoini
ial é a tripla (B; s; x), onde x é a entrada para a máquina.Dizemos que uma 
on�guração (w1; q; w2) produz em k passos uma
on�guração (w01; q0; w02), denotado por (w1; q; w2) `kM (w01; q0; w02), sea máquina sai da primeira 
on�guração e vai para a segunda emexatos k passos.4.2. Máquinas de Turing não-determinísti
as. A máquina deTuring não-determinísti
a (MTND) é uma generalização da máquina
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30 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESde Turing determinísti
a. Essa máquina tem um papel fundamen-tal na teoria de 
omplexidade pois está na base da de�nição da
lasse NP, 
onforme será mostrado posteriormente.A maior parte das de�nições e idéias envolvidas na des
rição dasMTDs também se apli
a às MTNDs. A diferença entre a MTND ea MTD está na função de transição e na maneira 
omo as transiçõessão feitas a 
ada passo. Nas máquinas determinísti
as, existe umaúni
a transição possível a partir de uma dupla (q; �), onde q é umestado não-�nal e � é um símbolo em �. Já nas máquinas não-determinísti
as, pode existir mais de uma transição válida a partir deuma dupla (q; �). Em 
ada passo da MTND, uma transição válida ées
olhida arbitrariamente e é exe
utada.O número de transições válidas a partir de uma dupla (q; �) é limi-tado superiormente por 3�j�j�jQj. Logo, o número de 
on�guraçõesque podem ser produzidas a partir de 
ada 
on�guração também élimitado superiormente por 3� j�j � jQj. A transição numa MTNDé portanto uma relação e não ne
essariamente uma função.Formalmente, uma máquina de Turing não-determinísti
a é umaquíntupla M := (Q;�;�; s;H), onde Q é o 
onjunto de estados,� é o alfabeto de símbolos, � é uma relação de (Q n H) � � emQ���f ; #;!g, s 2 Q é o estado ini
ial e H � Q é o 
onjunto deestados �nais.É evidente que as MTDs são 
asos parti
ulares de MTNDs emque � é uma função, já que toda função é uma relação.Uma transição (q0; �0; d) em �(q; �), onde q 2 Q e � 2 �, é inter-pretada 
omo antes. Assim, q0 será o próximo estado da máquina,�0 deve ser es
rito no lugar de � e d indi
ará o deslo
amento da 
abeçade leitura. Tal transição será válida somente se (q0; �0; d) 2 �(q; �).A de�nição de 
on�guração é igual à que usamos na de�nição damáquina de Turing determinísti
a. Para MTNDs, dizemos que uma
on�guração (w1; q; w2) produz a 
on�guração (w01; q0; w02) em k pas-sos se, estando a máquina na primeira 
on�guração, após k passosválidos ela pode estar na segunda a partir de uma seqüên
ia de tran-sições válidas.A existên
ia de várias transições possíveis para 
ada par (q; �)numa MTND permite a o
orrên
ia de 
omputações distintas parauma mesma entrada. Como as MTNDs podem ter várias 
omputa-ções válidas possíveis para uma mesma entrada, elas podem produzir
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 31saídas diferentes para uma mesma entrada. Comentaremos mais so-bre isso quando falarmos das linguagens de
ididas por uma máquinade Turing.4.3. Máquina de Turing probabilísti
a. Uma máquina de Tu-ring probabilísti
a (MTP) é uma MTND M = (Q;�;�; s;H) quefun
iona de maneira diferente.A 
ada passo, em vez de uma transição ser es
olhida arbitraria-mente dentre todas as transições apli
áveis, es
olhe-se uma 
om pro-babilidade uniforme. Assim, pode-se falar na probabilidade da MTPproduzir, numa 
omputação para uma 
erta entrada, uma saída es-pe
í�
a. Todas as de�nições dadas para as MTNDs apli
am-se demaneira natural a uma MTP. Observe que uma MTD é uma MTPem que, a 
ada passo, há apenas uma transição apli
ável.Uma MTP 
orresponde à formalização do 
on
eito de um 
ompu-tador a
oplado a um gerador de números aleatórios.É possível des
rever o fun
ionamento de uma MTP postergandoas es
olhas aleatórias para o �nal. Ou seja, pode-se 
al
ular a pro-babilidade de se estar em uma 
on�guração espe
í�
a a 
ada passo esó ao �nal fazer um úni
o sorteio para determinar a 
on�guração emque a máquina termina.4.4. Máquina de Turing quânti
a. A de�nição de uma máquinade Turing quânti
a (MTQ) assemelha-se à de uma MTP. Uma má-quina de Turing quânti
a é uma MTND M = (Q;�;�; s;H) 
om arelação � substituída por uma função� : Q���Q��� f ; #;!g �! Ctal que, para 
ada (q; �) em Q��, vale queX(q0;�0;d)2T j�(q; �; q0; �0; d)j2 = 1,onde T := Q��� f ; #;!g.Cada número �(q1; �1; q; �; d) é 
hamado de amplitude. Note que �determina uma distribuição de probabilidade nas possíveis transiçõesapli
áveis a um par (q1; �1).De�ne-se superposição de 
on�gurações 
omo uma 
ombinação li-near de 
on�gurações, onde o 
oe�
iente de uma 
on�guração 
 é umnúmero 
omplexo �
 e P
 j�
j2 = 1, sendo que o somatório é sobre
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32 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDEStodas as 
on�gurações 
 que estão na superposição. O 
oe�
iente �
é a amplitude da 
on�guração 
.A primeira diferença no fun
ionamento de uma MTQ frente àsmáquinas anteriores é que esta, a 
ada instante, en
ontra-se numasuperposição de 
on�gurações. Para que a transição de uma MTQesteja bem de�nida, é pre
iso que a máquina satisfaça a seguintepropriedade: se, numa superposição obtida depois de k passos a partirda 
on�guração ini
ial, há uma 
on�guração 
om amplitude não-nulanum estado �nal, então todas as 
on�gurações 
om amplitude não-nula nessa superposição estão num estado �nal.Se todas as 
on�gurações da MTQ 
om amplitude não-nula forem�nais, a MTQ termina a exe
ução. Caso 
ontrário, ela efetua umatransição, que 
onsiste no seguinte. Digamos que  := Ptj=1 �j
j éa superposição 
orrente, onde Ptj=1 j�j j2 = 1 e �j 6= 0 para todo j.Para 
ada j, seja Cj o 
onjunto das 
on�gurações que podem serobtidas de 
j em um passo por meio de uma transição 
uja amplitudeé não-nula. Para 
ada 
 em Cj , seja �j
 a amplitude 
orrespondenteà transição de 
j para 
. Então, temos que a superposição resultanteda transição é  0 =Ptj=1 �jP
2Cj �j

.Quando uma mesma 
on�guração 
 apare
e em mais de um 
on-junto Cj e ���Pj:
2Cj �j�j
���2 6= Pj:
2Cj ���j�j
��2, dizemos que houveinterferên
ia. A interferên
ia é negativa se o lado esquerdo é menorque o direito e positiva 
aso 
ontrário. O fen�meno de interferên
ia éo prin
ipal responsável pela diferença entre uma MTQ e uma MTP.A segunda diferença no fun
ionamento de uma MTQ frente às má-quinas anteriores é que, ao �nal de sua exe
ução, a MTQ efetua oque 
hamamos de medição. Digamos que  := Ptj=1 �j
j é a su-perposição �nal da máquina, 
om Ptj=1 j�j j2 = 1 e �j 6= 0 paratodo j. Uma medição 
onsiste na es
olha aleatória de uma 
on�gu-ração 
 = 
j 
om probabilidade j�j j2, e na transição da superposição para a superposição  0 := 
, ou seja, para a superposição em queapenas a 
on�guração 
 tem amplitude não-nula (mais exatamente,
 tem amplitude 1 em  0). A saída da MTQ é o que está es
rito na�ta após a medição. Assim 
omo uma MTP, uma MTQ pode produ-zir diferentes saídas para uma mesma entrada, 
ada uma 
om umaprobabilidade.
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 33Chamamos de paralelismo quânti
o à 
apa
idade da MTQ estarnuma superposição de 
on�gurações, e, num passo, efetuar transi-ções múltiplas, envolvendo diversas 
on�gurações. Poten
ialmente épossível explorar o fen�meno de interferên
ia bem 
omo o paralelismoquânti
o para se obter algoritmos quânti
os e�
ientes para problemas
onsiderados difí
eis no modelo 
lássi
o de 
omputação.5. Teoria 
lássi
a de 
omplexidadeApresentamos alguns resultados e de�nições do modelo 
lássi
o de
omputação 
om o intuito de estabele
er um paralelo durante a apre-sentação dos 
orrespondentes quânti
os desses resultados e de�nições.5.1. Prin
ipais 
lasses de 
omplexidade. Vamos falar agora so-bre as 
lasses de 
omplexidade mais importantes no modelo 
lássi
ode 
omputação, baseados na abordagem apresentada por Papadimi-triou [Pap94℄.Para isso, de�niremos o signi�
ado de tempo e espaço 
onsumidonas máquinas do modelo 
lássi
o. Em seguida, falaremos das lingua-gens de
ididas por 
ada uma dessas máquinas e �nalmente de�nire-mos as prin
ipais 
lasses do modelo 
lássi
o de 
omputação.Tempo 
onsumido pelas máquinas de Turing. Durante a des
rição daMTD, foi de�nido que (w1; q; w2) `kM (w01; q0; w02) se a máquinaM saida primeira 
on�guração e vai para a segunda em exatos k passos.Se (w1; q; w2) é a 
on�guração ini
ial de M e q0 é um de seus esta-dos �nais, então dizemos que k é o tempo 
onsumido por M para aentrada w2.Dada uma MTD M, se existe um polin�mio p(n) : N �! N tal que,para qualquer entrada x, o tempo 
onsumido por M é limitado su-periormente por p(jxj), onde jxj denota o 
omprimento da palavra x,então dizemos que M é polinomialmente limitada.Se M é uma MTND, o maior tempo 
onsumido em uma 
om-putação válida de M para uma entrada determinada é 
onsideradoo tempo 
onsumido por M para essa entrada. Analogamente, M épolinomialmente limitada se existe um polin�mio p(n) : N �! N talque, para qualquer entrada x, o tempo 
onsumido porM em qualquer
omputação válida é limitado superiormente por p(jxj).
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34 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESPor �m, seM é umaMTP, valem as mesmas de�nições usadas paraas MTNDs. Vale desta
ar que no 
aso das MTPs também apli
a-seo 
on
eito de tempo esperado de 
omputação, que formalmente é aesperança do tempo 
onsumido por uma 
omputação deM para umadada entrada x.Espaço 
onsumido pelas máquinas de Turing. Existem também 
las-ses de problemas que são de�nidas em função do espaço 
onsumidopelas máquinas de Turing que os resolvem. Da mesma forma queno estudo do 
onsumo de tempo, temos interesse espe
ial nos proble-mas que podem ser resolvidos por máquinas de Turing que 
onsomemespaço polinomial no tamanho das entradas.As diferenças entre as máquinas de Turing de naturezas distintasnão são muito grandes no 
onsumo de espaço. Mais adiante, ao enun-
iarmos um resultado de Savit
h [Sav70℄, �
ará mais 
laro o porquêdessa a�rmação.Dizemos que o espaço 
onsumido por uma MT é a maior quanti-dade de 
élulas distintas usadas pela máquina para realizar uma 
om-putação válida para uma determinada entrada. No 
aso das MTDs,é o número de 
élulas usadas na úni
a 
omputação possível. Já paraMTNDs e MTPs, é o maior número de 
élulas utilizadas em uma
omputação válida.Como em toda MT a 
abeça de leitura só pode se deslo
ar de uma
élula a 
ada passo, 
laramente o espaço 
onsumido em uma 
ompu-tação é limitado superiormente pelo número de passos utilizados pelamáquina.Dizemos que uma MT 
onsome espaço polinomial se o espaço 
on-sumido pela MT é limitado superiormente por um polin�mio de�nidoem função do tamanho da entrada.Linguagens e máquinas de Turing. Ao de�nir as máquinas de Turing,utilizamos 
omo parâmetro um alfabeto �. Esse alfabeto é um 
on-junto que 
ontém todos os símbolos re
onhe
idos pela máquina deTuring em questão. Logo, uma entrada válida para a máquina deveser uma palavra 
omposta apenas por símbolos de �.Um 
onjunto de palavras 
ujas letras perten
em a um alfabeto �é 
hamado de linguagem. Algumas linguagens possuem propriedades
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ialmente interessantes. Geralmente estamos in-teressados em veri�
ar se uma determinada palavra perten
e ou nãoa uma parti
ular linguagem L.Máquinas de Turing que devolvem respostas binárias podem serusadas para efetuar essa tarefa. Uma das respostas indi
a que apalavra forne
ida 
omo entrada perten
e à linguagem L (a
eitação)e a outra que a palavra não perten
e (rejeição).Em muitos 
asos, porém, deseja-se forne
er uma entrada para umamáquina de Turing para a obtenção de uma saída que não pode serdes
rita apenas 
om duas respostas distintas. Por exemplo, uma má-quina que re
ebe a representação binária de um número inteiro xqualquer 
omo entrada e devolve 
omo resposta a representação bi-nária do número x + 2 
laramente deve ser 
apaz de devolver maisdo que duas respostas distintas. Nesse 
aso, dizemos que estamos li-dando 
om um problema, e não 
om uma linguagem. Rigorosamente,existem diferenças entre problemas e linguagens, mas 
omo podemostransformar uma 
oisa na outra de maneira razoavelmente simples,vamos falar de problemas e linguagens de maneira indistinta. Mostra-remos agora as relações entre as linguagens e as máquinas de Turingdeterminísti
as, não-determinísti
as e probabilísti
as.Se existe uma MTD M que, dada uma palavra x, responde se xperten
e ou não a uma determinada linguagem L, então dizemos queM de
ide a linguagem L. As respostas são devolvidas porM atravésdos símbolos 0 e 1, que indi
am rejeição e a
eitação, respe
tivamente,da palavra x. Esses símbolos devem apare
er sozinhos na �ta damáquina após a mesma ter parado, na segunda 
élula da esquerdapara a direita.No 
aso das MTNDs, já vimos que podem existir várias 
ompu-tações e várias saídas possíveis para uma máquina e uma entrada.Assim, dizemos que uma MTND M de
ide uma linguagem L se todapalavra x 2 L é a
eita por M em alguma de suas 
omputações, ese toda palavra x =2 L é rejeitada por M em todas as suas 
ompu-tações. Essa de�nição a
aba mostrando a 
ara
terísti
a das MTNDsque faz 
om que elas pareçam ser mais e�
ientes 
omputa
ionalmentee menos realistas do que as MTDs.Por �m, a de
isão de linguagens por MTPs têm um aspe
toum pou
o diferente das demais máquinas de Turing. Assim 
omoas MTNDs, as MTPs também podem produzir respostas distintas
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36 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESpara uma mesma entrada. Porém, nas MTPs, atribuímos a 
ada
omputação válida (e 
onseqüentemente a 
ada possível resposta)uma determinada probabilidade. A de
isão de uma linguagem poruma MTP envolve as probabilidades de obtenção das respostas.Em alguns 
asos estamos interessados em �xar uma probabilidademáxima para as rejeições in
orretas, em outros para as a
eitaçõesin
orretas e em outros para as duas simultaneamente. A de
isãode linguagens em MTPs, portanto, não possui uma de�nição úni
a
omo no 
aso das MTDs e das MTNDs. Logo, ao utilizar esse 
on
eitomais adiante no texto, de�niremos exatamente o signi�
ado adequadodentro do 
ontexto.As 
lasses P e PSPACE. A partir do 
on
eito de máquinas de Tu-ring polinomialmente limitadas, vamos de�nir as linguagens polinomi-almente de
idíveis. Dizemos que uma linguagem é polinomialmentede
idível se existe uma máquina de Turing determinísti
a polinomi-almente limitada que a de
ide.A 
lasse P (polynomial-time) é o 
onjunto de todas as linguagenspolinomialmente de
idíveis. Esta 
lasse é extremamente importante,pois 
ontém a maior parte dos problemas que podem ser resolvidos demaneira e�
iente. Dizemos que um problema é resolvido de maneirae�
iente se existe um algoritmo para resolvê-lo que 
onsome tempopolinomial no tamanho da entrada. A 
lasse P é fe
hada sob união,interse
ção, 
on
atenação e estrela de Kleene. Essas propriedades sãoimportantes e suas provas são interessantes, mas serão omitidas nessetexto.De maneira bastante pare
ida 
om a que de�nimos a 
lasse P,podemos de�nir a 
lassePSPACE (polynomial-spa
e). Vale ressaltarque, enquanto a primeira faz a 
lassi�
ação das linguagens em funçãodo tempo 
onsumido, a segunda o faz em função do espaço 
onsumido.Dizemos que uma linguagem perten
e à 
lasse PSPACE se ela éde
idida por uma máquina de Turing determinísti
a que 
onsomeespaço polinomial no tamanho da entrada.É fá
il ver que P � PSPACE: 
omo já observamos, toda MTDque 
onsome tempo polinomial 
ertamente 
onsome espaço polino-mial, já que, a 
ada passo, a 
abeça de leitura da máquina só podese mover de no máximo uma 
élula à direita. Por outro lado, o in-verso não é verdade. É fá
il imaginar uma MTD que 
onsome tempo
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 37superpolinomial mas espaço polinomial. Assim, é 
on
ebível (e atéde se esperar) que existam linguagens em PSPACE que não estejamem P. Surpreendentemente, não se sabe até hoje se este é o 
aso ounão. Ou seja, não se sabe se P = PSPACE.As 
lasses NP e 
oNP. As 
lassesNP e 
oNP podem ser des
ritasde maneira pare
ida 
om a que des
revemos a 
lasse P. Conformeexpli
aremos adiante, essas 
lasses são muito importantes no estudoda teoria de 
omplexidade 
lássi
a.Vamos de�nirNP (nondeterministi
 polynomial-time) e 
oNP emfunção das máquinas de Turing não-determinísti
as polinomialmentelimitadas. Dizemos que uma linguagem perten
e à 
lasse NP se elapode ser de
idida por uma máquina de Turing não-determinísti
apolinomialmente limitada.A 
lasse das linguagens 
ujo 
omplemento perten
e a NP é de-nominada 
oNP, onde o 
omplemento de uma linguagem L sob umalfabeto � é a linguagem��nL. De maneira geral, o 
omplemento deuma 
lasse de 
omplexidade arbitrária C é denotado por 
oC e de�-nido 
omo o 
onjunto das linguagens 
ujo 
omplemento está em C.Por exemplo, ao de�nir a 
lasse P, também poderíamos ter de-�nido a 
lasse 
oP, seguindo a de�nição a
ima. Nesse 
aso, temosuma 
lasse que é igual ao seu 
omplemento. Dada uma linguagem Lem P ou em 
oP, e uma máquina M polinomialmente limitada quea de
ide, basta tro
ar a
eitação por rejeição e vi
e-versa na des
riçãode M para obter uma máquina polinomialmente limitada que de
ideo 
omplemento de L.As 
lassesNP e 
oNP 
ontêm vários problemas para os quais nãose 
onhe
e algoritmo polinomial, e formam 
om a 
lasse P a fronteiraentre o que pode e o que não pode ser resolvido e�
ientemente no mo-delo 
lássi
o. Essas 
lasses também são importantes porque 
ontêmuma grande quantidade de problemas de interesse práti
o.Claramente, toda linguagem que está em P também está emNP eem 
oNP, visto que uma MTD é uma MTND. Porém, não sabemosmuito mais a respeito da relação entre essas três 
lasses. A questãomais importante e 
onhe
ida é se P é igual aNP. Se isso for verdade,saberemos que muitos problemas para os quais hoje não se 
onhe
emalgoritmos exatos razoáveis terão uma solução polinomial. Porém,são pou
os os que a
reditam nessa hipótese.
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38 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESNP � PSPACE. Uma relação 
onhe
ida entre 
lasses de 
omple-xidade é que NP � PSPACE. Isso signi�
a que toda linguagemde
idida por uma MTND limitada polinomialmente pode ser de
i-dida por uma MTD que 
onsome espaço polinomial.Vamos apresentar a prova de maneira razoavelmente informal, poiso que queremos mostrar é a idéia que está por trás da simulação deuma MTND por uma MTD.Dada uma MTND M polinomialmente limitada que de
ide umalinguagem L, queremos mostrar que essa máquina pode ser simuladapor uma MTD M 0 que 
onsome espaço polinomial e de
ide a mesmalinguagem L.A diferença entre as máquinas M e M 0 é o não-determinismo.Sendo uma MTND,M requer apenas que uma de suas possíveis 
om-putações a
eite uma palavra da linguagem L, e também requer quetodas as 
omputações rejeitem as palavras que não estão em L.Logo, ao simular M , a máquina M 0 deve ser 
apaz de simulartodas as 
omputações possíveis deM para poder rejeitar uma palavra
orretamente. A 
on
lusão de que uma palavra está na linguagempode ser rápida (basta en
ontrar a primeira 
omputação que a
eita apalavra de entrada), mas de qualquer forma em geral não é possíveldeterminar a priori quantas simulações pre
isam ser feitas.Assim, 
onsiderando o pior 
aso, é fá
il ver que toda simulaçãode M por M 0 que 
onsiste em testar 
ada uma das 
omputaçõespossíveis pode 
onsumir tempo exponen
ial no tamanho da entrada.Porém, sabemos que M é polinomialmente limitada. Logo, todas assuas 
omputações 
onsomem tempo, e portanto espaço, polinomialno tamanho da entrada.Assim, uma simulação de M por M 0 que testa 
ada 
omputaçãopossível 
onsumindo espaço polinomial e que sempre 
onsegue re-aproveitar esse espaço nas próximas 
omputações é su�
iente paramostrar que NP está 
ontida em PSPACE.A 
onstrução da M 0 é razoavelmente simples. A idéia prin
ipal
onsiste numa espé
ie de bus
a em largura num grafo. Mais espe-
i�
amente, M 0 simula todas as 
omputações possíveis de M 
omt passos antes de simular qualquer 
omputação 
om t+ 1 passos.Para representar as 
omputações, M 0 pode indexar as transiçõesdas 
omputações 
om números. Esses números serão obtidos a partirde um 
ontador, que será representado na base binária. Logo, mesmo
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omputações for exponen
ial, o espaço 
onsumidopor M 0 para armazenar tal 
ontador será polinomial no tamanho daentrada.A 
ada passo da simulação,M 0 in
rementa seu 
ontador e simulaa 
omputação de M referente a seu valor. O 
onteúdo da �ta de Mpara 
ada 
omputação pode ser guardado numa �ta auxiliar durantea simulação, e antes da próxima 
omputação essa �ta é apagada.Dessa forma, é 
laro que o espaço usado para guardar as 
omputaçõestambém será polinomial no tamanho da entrada.Como toda transição deM pode ser simulada em tempo polinomialpor M 0, a simulação pode ser feita 
onsumindo espaço polinomialno tamanho da entrada. Assim, NP � PSPACE. Analogamente,mostra-se que 
oNP � PSPACE.Dizemos que uma linguagem perten
e à 
lasse NPSPACE se elaé de
idida por uma máquina de Turing não-determinísti
a que 
on-some espaço polinomial no tamanho da entrada. Uma simulaçãosemelhante a essa foi proposta por Savit
h [Sav70℄ para mostrar queNPSPACE = PSPACE.As 
lasses RP e 
oRP. As 
lasses dis
utidas a seguir envolvem 
om-putações probabilísti
as e são de fundamental importân
ia tanto nomodelo 
lássi
o 
omo no modelo quânti
o.Primeiro de�nimos a 
lasseRP (randomized polynomial-time). Naliteratura, essa 
lasse é de�nida em função das máquinas de TuringMonte-Carlo. Infelizmente não há um 
onsenso quanto a de�niçãodessas máquinas (algumas fontes falam que elas devem ser limitadaspolinomialmente, enquanto outras não estabele
em essa restrição).Logo, vamos fazer a de�nição da 
lasse em função de suas proprieda-des prin
ipais.Para que uma linguagem L pertença à 
lasseRP, deve existir umaMTP M limitada polinomialmente satisfazendo o seguinte:(1) Se uma palavra x dada na entrada não está na linguagem L,então a máquinaM sempre rejeita a palavra x.(2) Se uma palavra x dada na entrada está na linguagemL, entãoa máquina M a
eita x 
om probabilidade pelo menos 0;5.Essas duas propriedades 
ara
terizam a máquina de Turing Monte-Carlo. Diz-se neste 
aso que M de
ide a linguagem L 
om probabili-dade de a
eitação 0;5.
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40 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESO valor da probabilidade de a
eitação na de�nição de RP não émuito importante, no sentido de que qualquer outro valor em (0; 1℄leva à mesma 
lasse RP. Isso porque, de uma MTP limitada po-linomialmente que de
ide uma linguagem L 
om probabilidade dea
eitação p, para um valor p qualquer em (0; 1℄, é possível obter umaMTP limitada polinomialmente que de
ide L 
om probabilidade dea
eitação 0;5. De fato, se p � 0;5, não há nada a fazer. Se p < 0;5,exe
uta-se k vezes, 
om k = d�1= logpe, a máquina original e rejeita-se a palavra se pelo menos uma vez a máquina original a rejeitou. Do
ontrário, a
eita-se a palavra. Esse pro
edimento aumenta a proba-bilidade de a
eitação para pelo menos 0;5.O uso da repetição da exe
ução das máquinas de Turing Monte-Carlo é bastante útil, pois pode deixar a probabilidade de falsas re-jeições arbitrariamente pequena. Por isso, esse re
urso é bastanteutilizado na práti
a, mesmo quando as probabilidades de rejeição in-
orreta são pequenas (menores que 0;5).A 
lasse 
oRP, das linguagens 
ujo 
omplemento está em RP,pode também ser vista 
omo a 
lasse das linguagens L para as quaisexiste uma MTP M limitada polinomialmente 
om as seguintes pro-priedades:(1) Se uma palavra x dada na entrada não está na linguagem L,então a máquina M rejeita x 
om probabilidade maior ouigual a 0;5.(2) Se uma palavra x dada na entrada está na linguagemL, entãoa máquina M nun
a rejeita a palavra x.As de�nições deixam 
laro o 
aráter 
omplementar das duas 
las-ses. Enquanto as linguagens que estão em RP admitem máquinasque fazem rejeições in
orretas, as linguagens de 
oRP admitem má-quinas que fazem a
eitações in
orretas.A 
lasse RP 
laramente está 
ontida em NP. Basta notar queuma máquina de Turing Monte-Carlo para uma linguagem L é umamáquina de Turing não-determinísti
a que de
ide L (existe pelo me-nos uma 
omputação dessa máquina que a
eita 
ada palavra que estáem L e todas as 
omputações rejeitam palavras que não estão em L).Um argumento análogo mostra que a 
lasse 
oRP está 
ontida na
lasse 
oNP.
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laro que P está 
ontida nessas duas 
lasses, poisuma MTD é um 
aso espe
ial de uma máquina de Turing Monte-Carlo, onde as palavras sempre são a
eitas e rejeitadas 
orretamente.As 
lasses ZPP e BPP. Na última seção, vimos 
lasses de lingua-gens que são de
ididas por MTPs limitadas polinomialmente que po-dem ou a
eitar ou rejeitar erroneamente uma determinada palavra.Agora, vamos de�nir uma 
lasse de linguagens que exige das má-quinas que as respostas sejam 
orretas, mas que abre mão da 
ertezada polinomialidade na exe
ução.Para que uma linguagem L pertença à 
lasse ZPP (zero-errorprobability polynomial-time), deve existir uma máquina de Turingprobabilísti
a M que sempre a
eita palavras que perten
em a L esempre rejeita palavras que não perten
em a L, e 
ujo tempo esperadode exe
ução para qualquer entrada é polinomial.Pela de�nição, podemos per
eber que a 
lasse ZPP é muito pa-re
ida 
om a 
lasse P, diferindo apenas no fato de que as máquinasutilizadas podem 
onsumir tempo superpolinomial em algumas 
om-putações.Outra de�nição possível é a seguinte: ZPP é a 
lasse das lingua-gens que perten
em tanto a RP 
omo a 
oRP. Se uma linguagemestá tanto em RP 
omo em 
oRP, exe
uta-se de maneira alternada
ada uma das máquinas envolvidas até que uma delas obtenha umaresposta 
ertamente 
orreta. O número de passos desse algoritmo éindeterminado (não há sequer garantias de que ele pára em algummomento), mas a esperança do número de passos é um valor po-linomial no tamanho da entrada, pois a probabilidade de obtençãode respostas erradas diminui exponen
ialmente a 
ada exe
ução dasmáquinas.Outra 
lasse de 
omplexidade importante, que também pode serrela
ionada 
om as demais 
lasses probabilísti
as já 
itadas, é a 
lasseBPP (bounded-error probabilisti
 polynomial-time), que 
ontém aslinguagens para as quais existem máquinas de Turing que devolvemrespostas erradas (tanto rejeições 
omo a
eitações) 
om probabilidadeestritamente menor que 0;5. Na verdade, qualquer delimitação daprobabilidade no intervalo (0; 0;5) resultaria na mesma 
lasse. Porém,Papadimitriou [Pap94℄ mostrou que delimitações maiores ou iguaisa 0;5 podem levar a uma 
lasse diferente.
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lasse é simétri
a, pois rejeição e a
eitação sãofeitas 
orretamente na maioria absoluta das 
omputações feitas poressas máquinas. Assim, utilizando um argumento análogo ao do re-sultado P = 
oP, obtemos que BPP = 
oBPP.Além disso, é fá
il ver que RP � BPP. Dadas uma linguagem LemRP e uma máquinaM asso
iada, basta exe
utarM 
om a entradadesejada duas vezes para que a probabilidade de falsa rejeição seja deno máximo 0,25. Como a probabilidade de falsa a
eitação é zero, as
ondições ne
essárias para que L pertença a BPP estão satisfeitas.O argumento que mostra que 
oRP � BPP é análogo.Por �m, vale desta
ar que não sabemos ainda se a 
lasse BPPestá 
ontida na 
lasse NP.6. Classes quânti
as de 
omplexidadeVamos agora apresentar as duas prin
ipais 
lasses quânti
as de
omplexidade e demonstrar alguns resultados que as rela
ionam às
lasses 
lássi
as.6.1. Tempo, espaço e linguagens no modelo quânti
o. Du-rante as dis
ussões sobre o modelo 
lássi
o de 
omputação, �zemos
onsiderações sobre o 
onsumo de tempo e de espaço pelas máquinasde Turing determinísti
as, não-determinísti
as e probabilísti
as.O tempo 
onsumido por uma MTQ 
om entrada x é o número depassos que a máquina efetua até terminar a exe
ução. Essa de�ni-ção é 
onsistente, porque exigimos que, quando uma 
on�guração dasuperposição atinge um estado �nal, todas as demais 
on�guraçõestambém o fazem.O espaço 
onsumido por uma MTQM 
om entrada x é de�nido demaneira análoga ao espaço 
onsumido por uma MTND. Dentre todasas 
on�gurações que durante a exe
ução de M tiveram amplitudenão-nula, seja 
 aquela 
om o maior número possível de 
élulas emqueM es
reveu algo. O número de 
élulas utilizadas em 
 é o espaço
onsumido por M 
om a entrada x.No 
ontexto de linguagens, estamos interessados em MTQs que,para 
ada entrada x, têm saída ou x1 ou x0 (MTQs devem ser reversí-veis, por isso a resposta usualmente binária é pre
edida pela entrada).
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COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 43Diz-se que uma MTQM desse tipo de
ide de maneira exata uma lin-guagem L se, para todo x em L, a máquinaM produz 
omo saída x1,e, para todo x fora de L, a máquina M tem 
omo saída x0.Por �m, para um número p entre 0 e 1, diz-se que uma MTQ Mde
ide L 
om probabilidade p se M , 
om entrada x em L, produz x1
om probabilidade pelo menos p e, 
om entrada x fora de L, produz x0
om probabilidade pelo menos p.6.2. As 
lasses EQP e BQP. As duas 
lasses de 
omplexidadeque iremos introduzir aqui foram propostas por Bernstein e Vazi-rani [BV97℄.A 
lasse EQP é o 
onjunto das linguagens que são de
ididas demaneira exata por uma MTQ que 
onsome tempo polinomial no ta-manho da entrada. Essa 
lasse 
orresponde à 
lasse P do modelo
lássi
o.A 
lasse BQP é o 
onjunto das linguagens para as quais exis-tem máquinas de Turing quânti
as que devolvem respostas erradas(tanto rejeições 
omo a
eitações) 
om probabilidade estritamente me-nor que 0;5. A 
lasse 
orrespondente no modelo 
lássi
o é BPP, eassim 
omo no 
aso dela, a probabilidade de erro pode ser qualquervalor no intervalo (0; 0;5).A seguir, vamos mostrar algumas relações envolvendo essas 
lassese as 
lasses tradi
ionais de 
omplexidade.6.3. Relações envolvendo as 
lasses quânti
as. Ini
ialmente,vamos mostrar que P � EQP e que BPP � BQP, pois as de-monstrações e as idéias envolvidas são mais simples. Em seguida,mostraremos que BQP � PSPACE. Seguem abaixo demonstra-ções breves das duas primeiras relações, apresentadas no artigo deBernstein e Vazirani [BV97℄.Teorema 6.1. P � EQP:Demonstração. Seja L uma linguagem que perten
e à 
lasse P. É fá-
il ver que existe uma MTD limitada polinomialmente que, para 
adaentrada x, produz 
omo saída x1 se x 2 L e x0 
aso 
ontrário. Paratoda MTD polinomialmente limitada, existe uma MTD reversívelequivalente, que também é limitada polinomialmente. Para obtê-la,modi�
a-se a máquina original de modo que 
ada um de seus estadossó possa ser atingido por movimentos da 
abeça de leitura em uma
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a direção (as transições 
ujas triplas têm o mesmo estado devemfazer o mesmo deslo
amento da 
abeça de leitura da máquina).Isso pode ser obtido dupli
ando-se os estados da máquina. Comisso, a função de transição torna-se bijetora quando a direção é igno-rada, e pode-se, de uma 
on�guração arbitrária da máquina, deduzir-se a 
on�guração �anterior�. Ou seja, a máquina é reversível. Alémdisso, o número de passos exe
utados pela máquina até que ela pareé o mesmo da máquina original.Mas se uma MTD é reversível, então essa máquina é uma MTQonde 
ada superposição de 
on�gurações 
ontém apenas uma 
on�-guração 
om amplitude não-nula.Logo, existe uma MTQ limitada polinomialmente que, para 
adaentrada x, devolve x1 
omo resposta sempre que x está em L, e de-volve x0 sempre que x está fora de L. Então, L é de
idida de maneiraexata por uma MTQ, e portanto perten
e a EQP. Con
luímos assimque P � EQP. �A demonstração a seguir mostra 
omo uma MTQ engloba natu-ralmente um gerador de números aleatórios.Teorema 6.2. BPP � BQP:Demonstração. Sejam L uma linguagem em BPP e M uma MTPpara L dada pela de�nição de BPP. Para mostrar que L 2 BQP,vamos des
rever uma MTQ que simula M 
om um aumento apenaspolinomial no 
onsumo de tempo.Para simpli�
ar, vamos assumir que M tem k opções de transiçãoem 
ada um de seus passos, para algum k �xo. Se numa simulaçãode M por uma MTQ M 0 
onseguimos, a 
ada passo, es
olher alea-toriamente um símbolo do alfabeto f1; : : : ; kg, então M pode ser si-mulada por M 0. Cada símbolo do alfabeto é usado para de�nir qualtransição se apli
a no passo que está sendo simulado de M . Essessímbolos podem ser gerados da seguinte maneira.A 
ada passo, se o estado atual não é �nal, a 
abeça de leituradeslo
a-se para uma determinada posição da �ta e es
reve-se o sím-bolo j 
om amplitude 1=pk, para j = 1; : : : ; k, em uma úni
a tran-sição, que representa um sorteio aleatório. Feito isso, o 
onteúdo da
élula é lido, a 
abeça retorna para a posição original da �ta e atransição representada pelo símbolo lido é realizada.
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élula utilizada no sorteio deve ser tal que não haja interferên-
ia no resto da �ta. Como M é polinomialmente limitada, existemnúmeros 
 e e tais que qualquer 
omputação deM não 
onsome maisdo que 
ne passos. Assim, basta inserir os 
ara
teres dos sorteiosseqüen
ialmente, 
omeçando na (
ne+1)-ésima 
élula da �ta.Como 
ada transição do passo de sorteio tem amplitude 1=pk,então 
ada 
on�guração no �nal terá amplitude (1=pk)t, onde t éo número de passos de M , lembrando que não o
orrerá interferên
iaentre as 
on�gurações geradas. Logo, 
om a medição, a probabilidadede obtenção de um determinado resultado em M 0 será igual à daobtenção do mesmo resultado em M .Como M pode ser simulada por M 0, a linguagem L pode serde
idida 
om a mesma probabilidade p > 0;5 por uma MTQ li-mitada polinomialmente. Logo, L 2 BQP, e portanto temos queBPP � BQP. �As duas provas mostradas a
ima servem para reforçar idéias quedevem ser intuitivas após a leitura das de�nições envolvidas. Nossoobjetivo agora é mostrar uma relação menos imediata e mais impor-tante, que envolve o 
onsumo de espaço na simulação de uma MTQpor uma MTD.Quando falamos em simulação de uma MTQ por uma MTD, esta-mos nos referindo a uma simulação onde queremos saber a probabili-dade de 
ada saída possível ser produzida. Não 
onhe
emos nenhumasimulação de uma MTQ por uma MTD que 
onsuma tempo polino-mial no tempo 
onsumido pela MTQ, porém o teorema abaixo mostraque é possível fazer uma simulação utilizando espaço polinomial noespaço 
onsumido pela MTQ. Nesse texto, mostraremos apenas aslinhas gerais da prova desse teorema.Teorema 6.3. BQP � PSPACE.Demonstração. Seja L 2 BQP e M := (Q;�; �; s;H) uma MTQpolinomialmente limitada que de
ide L 
om probabilidade p maiorque 0;5. Vamos des
rever uma MTD M 0 que de
ide L em espaçopolinomial no tempo 
onsumido porM . A máquinaM 0 
al
ula, para
ada entrada x, a probabilidade px de M a
eitar x (ou seja, de Mproduzir x1 
omo saída). No �nal, M 0 a
eita ou rejeita x de a
ordo
om o valor de px.
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46 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESDizemos que uma 
on�guração (w1; q; w2) tem tamanho k se a 
a-deia de 
ara
teres w1w2 tem k 
ara
teres. Dadas duas 
on�gurações
1 e 
2, denotamos por �(
1; 
2) o valor da amplitude 
orrespondenteà transição de M que leva 
1 a 
2. Se não há nenhuma transição queleva 
1 a 
2, então �(
1; 
2) = 0. Seja 
0 := (B; s; x) a 
on�guraçãoini
ial.A máquinaM 0, para 
ada inteiro t a partir de jxj, simula t passosde M e 
al
ula a probabilidade px de M produzir, em t passos, asaída x1. Essa probabilidade é dada porpx = ����� X
1;:::;
tYi �(
i�1; 
i)�����2;onde o somatório é sobre todas as 
on�gurações 
1; : : : ; 
t de tamanhono máximo t onde 
t = (B; h; x1), para algum h em H . Note que onúmero de termos no somatório é no máximo T = tj�j2tjQj.A máquinaM 0 deve portanto 
al
ular o somatório des
rito a
ima.O primeiro problema que apare
e é a in
apa
idade de M 0 fazer 
ál-
ulos 
om números irra
ionais. MTDs só podem armazenar valoresinteiros limitados, enquanto que 
ada �(
i�1; 
i) pode nem mesmoser ra
ional. Logo, a simulação será uma aproximação, que deveráter um erro tolerável. Por �m, vale desta
ar que 
ada um dos nomáximo T termos do somatório terá t fatores.Se 
ada �(
i�1; 
i) for representado 
om m bits tanto na parte in-teira 
omo na parte imaginária dos números, onde m é grande 
om-parado a logT , o erro será pequeno (da ordem de 2�m). Assim, aprimeira di�
uldade já foi eliminada.O que M 0 deve fazer é 
omputar 
ada termo do somatório e guar-dar a soma dos termos. Como 
ada operação de adição usa pou
oespaço auxiliar (ou seja, 
onsome espaço polinomial em m) e só é ne-
essário guardar a 
ada operação a soma atual, podemos garantir queo espaço ne
essário para efetuar o somatório é polinomial. No 
asodos produtos, os mesmos 
omentários se apli
am.O que resta 
onsiderar agora é a obtenção de 
ada �(
i�1; 
i). É fá-
il, em tempo polinomial nos 
omprimentos de 
i�1 e 
i, dete
tar se
i pode ou não ser derivada de 
i�1 em um passo. Se não pode, então�(
i�1; 
i) = 0. Se pode, então ao mesmo tempo pode-se determi-nar a transição (q1; �1; q; �; d) em Q � � � Q � � � f ; #;!g que,
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ada a 
i�1, leva a 
i. A máquina M 0 então a
iona uma�subrotina� que re
ebe um númerom e devolve, em espaço polinomialem m, o valor de �(q1; �1; q; �; d) 
om pre
isão 2�m. O valor devol-vido pela subrotina é a aproximação desejada de �(
i�1; 
i). Mostrarque de fato há uma MTD que efetua tal subrotina e 
onsome espaçopolinomial em m não é tarefa trivial e envolve uma série de etapas.Omitiremos essa prova nesse texto.É importante notar que o número de tais subrotinas não dependeda entrada, mas apenas da máquinaM . AssimM 0 está bem de�nida,desde que existam MTDs que exe
utem tais subrotinas. Mais do queisso, 
ada etapa que M 0 exe
uta 
onsome espaço polinomial (assu-mindo que as subrotinas 
onsumam espaço polinomial), portanto defato BQP � PSPACE. �Dos resultados a
ima, temos que BPP � BQP � PSPACE. As-sim, não é possível mostrar que BPP 6= BQP sem resolver a 
lássi
aquestão de se P está propriamente 
ontido em PSPACE ou não.Por outro lado, no mesmo artigo, Bernstein e Vazirani [BV97℄ mos-tram um orá
ulo em relação ao qual BPP 6= BQP. Outros resul-tados nessa linha, porém dire
ionados à questão �P 6= NP?�, foramprovados por Bennet et al. [BBBV97℄. Por exemplo, Bennet et al.mostraram que, em relação a um orá
ulo, NP 6� BQP.7. Comentários finaisA área de 
omputação quânti
a aborda um tema que de iní
io semostra atraente e amedrontador ao mesmo tempo. O seu aspe
toamedrontador vem prin
ipalmente do seu 
aráter multidis
iplinar,que em parti
ular impli
ou na adoção de uma notação que mistura atradi
ionalmente usada em me
âni
a quânti
a 
om a empregada emteoria da 
omputação e em álgebra booleana.A
res
entado a isso, há o fato de que, por ser ainda uma áreajovem, são raros os bons textos introdutórios disponíveis (textos di-dáti
os, objetivos e auto-
ontidos). Esperamos que esse nosso textosirva 
omo uma introdução ao assunto, senão didáti
a, pelo menosobjetiva e, dentro do possível, auto-
ontida.Shor [Sho03℄, num artigo onde ele dis
ute possíveis razões paraa es
assez de resultados algorítmi
os novos nessa área, 
omenta queé 
urioso que os dois resultados algorítmi
os mais famosos da área
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48 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDESdigam respeito a problemas ligados à teoria dos números: o problemada fatoração e o problema do 
ál
ulo do logaritmo dis
reto. Elelevanta a possibilidade de que o modelo quânti
o seja mais adequadopara resolver problemas dessa natureza.Para ver o texto 
ompleto que resultou dessa ini
iação 
ientí�
a,visite a página http://www.ime.usp.br/~magal/quantum/.Referên
ias[AKS02a℄ M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena. PRIMES is in P. Preprint.http://www.
se.iitk.a
.in/news/primality.pdf, 2002.[AKS02b℄ M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena. PRIMES is in P. Revised.http://www.
se.iitk.a
.in/news/primality_v3.pdf, 2002.[BBBV97℄ C.H. Bennett, E. Bernstein, G. Brassard, and U. Vazirani.Strengths and weaknesses of quantum 
omputing. SIAM J. Comput.,26(5):1510�1523, 1997.[Ben73℄ C.H. Bennett. Logi
al reversibility of 
omputation. IBM J. Res. De-velop., 17:525�532, 1973.[Ber98℄ D.J. Bernstein. Dete
ting perfe
t powers in essentially linear time.Math. Comp., 67(223):1253�1283, 1998.[BV97℄ E. Bernstein and U. Vazirani. Quantum 
omplexity theory. SIAM J.Comput., 26(5):1411�1473, 1997.[CEMM98℄ R. Cleve, A. Ekert, C. Ma

hiavello, and M. Mos
a. Quantum algo-rithms revisited. R. So
. Lond. Pro
. Ser. A Math. Phys. Eng. S
i.,454(1969):339�354, 1998.[Chu33℄ A. Chur
h. A set of postulates for the foundation of logi
. Annals ofMathemati
s, 25:839�864, 1933.[Chu36℄ A. Chur
h. An unsolvable problem of elementary number theory. An-nals of Mathemati
s, 58:345�363, 1936.[CLRS01℄ T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, and C. Stein. Introdu
tionto Algorithms. MIT Press, Cambridge, MA, se
ond edition, 2001.[Cob65℄ A. Cobham. The intrinsi
 
omputational di�
ult of fun
tions. In Y.Bar-Hillel, editor, Logi
, Methodology and Philosophy of S
ien
e, pa-ges 24�30. North-Holland, 1965.[Coo71℄ S. Cook. The 
omplexity of theorem proving pro
edures. In Pro
. 3rdACM Symposium on Theory of Computing, pages 151�158, 1971.[Deu85℄ D. Deuts
h. Quantum theory, the Chur
h-Turing prin
iple andthe universal quantum 
omputer. Pro
. Roy. So
. London Ser. A,400(1818):97�117, 1985.[Deu89℄ D. Deuts
h. Quantum 
omputational networks. Pro
. Roy. So
. Lon-don Ser. A, 425(1868):73�90, 1989.[Edm65℄ J. Edmonds. Paths, trees, and �owers. Canadian Journal of Mathe-mati
s, 17:449�467, 1965.



�artigo�2004/11/29page 49i i ii

i i ii

COMPUTAÇ�O QUÂNTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 49[EJ96℄ A. Ekert and R. Jozsa. Quantum 
omputation and Shor's fa
toringalgorithm. Rev. Mod. Phys., 68(3), 1996.[Fey82℄ R. Feynman. Simulating physi
s with 
omputers. International Jour-nal of Theoreti
al Physi
s, 21(6 & 7):467�488, 1982.[Göd31℄ K. Gödel. On formally unde
idable propositions of Prin
ipia Mathe-mati
a and related systems. Monatshefte fur Math. und Physik,38:173�198, 1931.[GJ79℄ M.R. Garey and D.S. Johnson. Computers and Intra
tability: aGuide to the Theory of NP-Completeness. Freeman, 1979.[HW54℄ G.H. Hardy and E.M.Wright. An Introdu
tion to the Theory of Num-bers. Oxford, at the Clarendon Press, 1954. 3rd ed.[Joy℄ D.E. Joy
e. Mathemati
al problems by professor David Hilbert. http://aleph0.
larku.edu/~djoy
e/hilbert/problems.html.[Kar72℄ R.M. Karp. Redu
ibility among 
ombinatorial problems. In Com-plexity of 
omputer 
omputations (Pro
. Sympos., IBM Thomas J.Watson Res. Center, Yorktown Heights, N.Y., 1972), pages 85�103.Plenum, New York, 1972.[Kle36℄ S. Kleene. General re
ursive fun
tions of natural numbers. Mathema-tis
he Annalen, 112:727�742, 1936.[Kle52℄ S. Kleene. Introdu
tion to Metamathemati
s. D. Van Nostrand, Prin-
eton, NJ, 1952.[Lev73℄ L.A. Levin. Universal sorting problems. Problems of InformationTransmission, 9:265�266, 1973.[Mil75℄ G.L. Miller. Riemann's hypothesis and tests for primality. In SeventhAnnual ACM Symposium on Theory of Computing (Albuquerque,N.M., 1975), pages 234�239. Asso
. Comput. Ma
h., New York, 1975.[Mil76℄ G.L. Miller. Riemann's hypothesis and tests for primality. J. Com-put. System S
i., 13(3):300�317, 1976. Working papers presented atthe ACM-SIGACT Symposium on the Theory of Computing (Albu-querque, N.M., 1975).[MM04℄ D.C. Marines
u and G.M. Marines
u. Le
tures on quantum
omputing. http://www.
s.u
f.edu/~d
m/Fall2003Class-QC/QCTextBookIndex.htm, 2004.[MR95℄ R. Motwani and P. Raghavan. Randomized Algorithms. CambridgeUniversity Press, Cambridge, 1995.[Pap94℄ C.H. Papadimitriou. Computational Complexity. Addison-WesleyPublishing Company, Reading, MA, 1994.[Pos36℄ E. Post. Finite 
ombinatory pro
ess. Journal of Symboli
 Logi
,1:103�105, 1936.[Pre04℄ J. Preskill. Le
ture notes for Physi
s 219/Computer S
ien
e 219.http://www.theory.
alte
h.edu/people/preskill/ph229, 2004.[Rab80℄ M.O. Rabin. Probabilisti
 algorithm for testing primality. J. NumberTheory, 12(1):128�138, 1980.[RP00℄ E. Rie�el and W. Polak. Introdu
tion to quantum 
omputing. ACMComputing Surveys, 32(3):300�335, 2000.



�artigo�2004/11/29page 50i i ii

i i ii

50 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES[RSA78℄ R.L. Rivest, A. Shamir, and L. Adleman. A method for obtai-ning digital signatures and publi
-key 
ryptosystems. Comm. ACM,21(2):120�126, 1978.[Sav70℄ W.J. Savit
h. Relationships between nondeterministi
 and determi-nisti
 tape 
omplexities. Journal of Computer and System S
ien
es,4(2):177�192, 1970.[Sho94℄ P.W. Shor. Algorithms for quantum 
omputation: dis
rete logarithmsand fa
toring. In 35th Annual Symposium on Foundations of Com-puter S
ien
e (Santa Fe, NM, 1994), pages 124�134. IEEE Comput.So
. Press, Los Alamitos, CA, 1994.[Sho97℄ P.W. Shor. Polynomial-time algorithms for prime fa
torization anddis
rete logarithms on a quantum 
omputer. SIAM J. Comput.,26(5):1484�1509, 1997.[Sho03℄ Peter W. Shor. Why haven't more quantum algorithms been found?J. ACM, 50(1):87�90, 2003.[Tur36℄ A. Turing. On 
omputable numbers with an appli
ation to the ents-
heidungsproblem. Pro
. London Math. So
., 2:230�265, 1936.[Tur37℄ A. Turing. Re
ti�
ations to `on 
omputable numbers: : :'. In Pro
.London Mathemati
al So
iety, volume 4, pages 544�546, 1937.

Instituto de Matemáti
a e Estatísti
a, Universidade de São Paulo,Rua do Matão 1010, 05508�900 São Paulo, SPEndereços Eletr�ni
os: {magal,
ardonha,
ris}�ime.usp.brURL: http://www.ime.usp.br/�magal/quantum


