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Resumo. O problema da fatoragdo de inteiros em primos é
um dos mais famosos em computagdo, tanto do ponto de vista
tedrico quanto pratico. Apresentamos o modelo quantico de
computagdo, introduzido nos anos 80, e o algoritmo de Shor,
que fatora inteiros em primos eficientemente nesse modelo.
A seguir, passamos a um estudo mais aprofundado desse mo-
delo, por meio do conceito de maquinas de Turing quénticas.
Concluimos exibindo os principais resultados de complexidade
computacional envolvendo o modelo quantico.

1. INTRODUGAO

Em 1900, em uma palestra marcante no Congresso Internacional
de Matematicos realizado em Paris, Hilbert postulou 23 problemas
matematicos, que tratam de temas diversos em matematica e areas
afins. O décimo problema na lista de Hilbert (determination of the
solvability of a diophantine equation) pergunta se é possivel deter-
minar se uma equagdo diofantina arbitraria tem ou ndo solugdo por
meio de um “processo finito”:
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Given a diophantine equation with any number of
unknown quantities and with rational numerical co-
efficients: to devise a process according to which it
can be determined by a finite number of operations
whether the equation is solvable in rational integers.

Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual
como 0 seguinte: existe um algoritmo que, dada uma equacao dio-
fantina, determina se esta tem ou nao solugao?

Note que a questao postulada por Hilbert precede de décadas a
invengao de computadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questoes
foram formuladas e tratadas dentro do que ficou depois conhecido
como teoria da computabilidade. Esta é a parte da teoria da compu-
tacao especializada em lidar com esse tipo de questao.

Foi nos anos 30, ap6s um trabalho de Gédel em légica, que a idéia
de algoritmo comegou a ser formalizada. G6del [G6d31] introduziu o
conceito de fun¢do primitiva recursiva como uma formalizagao dessa
idéia. Church [Chu33, Chu36] introduziu o A-cdlculo e Kleene [Kle36]
definiu o conceito de fungdes recursivas parciais e mostrou a equiva-
léncia entre esse e o A-calculo. Turing [Tur36, Tur37] por sua vez
propds a sua formalizacido da idéia de algoritmo: as chamadas md-
quinas de Turing. Nesses trabalhos, Turing mostrou também a equi-
valéncia do conceito de méaquinas de Turing e de fungoes recursivas
parciais. Vale mencionar que o conceito de maquinas de Turing foi in-
dependentemente proposto por Post [Pos36], um professor de colegial
de Nova Iorque. Cada uma dessas propostas diferentes do conceito
de algoritmo é chamada de modelo de computagao.

Foi Kleene [Kle52] quem chamou de tese de Church a afirmagcéo de
que todo modelo de computagao razodvel é equivalente ao da maquina
de Turing. A afirmacgdo é propositalmente vaga, pois visa capturar
mesmo modelos que ainda venham a ser propostos, e cuja natureza
nao podemos prever. Por razodvel entende-se um modelo que seja
realista, no sentido de poder (mesmo que de maneira aproximada)
ser construido na préatica.

A teoria da computabilidade no fundo diferencia os problemas de-
cidiveis (para os quais existe um algoritmo) dos indecidiveis (para
0s quais nao existe um algoritmo). O surgimento dos computadores
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COMPUTACAO QUANTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 3

nas décadas de 30 e 40 aos poucos evidenciou uma diferenca en-
tre os problemas decidiveis: muitos parecem ser bem mais dificeis
que outros, no sentido de que se conhece apenas algoritmos extre-
mamente lentos para eles. Com isso, surgiu a necessidade de refinar
a teoria de computabilidade para tentar explicar essas diferencas.
Foi apenas nos anos 60 que a teoria de compleridade, que trata de
tais questdes, tomou corpo, com a formalizagdo da idéia de algo-
ritmo eficiente, independentemente introduzida por Cobham [Cob65]
e Edmonds [Edm65], e a proposta de redugdes eficientes entre pro-
blemas, feita por Karp [Kar72].

Foi nessa época que surgiram as defini¢ées das classes de com-
plexidade P e NP e do conceito de NP-completude, que captura
de certa maneira a dificuldade de se conseguir algoritmos eficientes
para certos problemas. Grosseiramente, um problema em NP é dito
NP-completo se qualquer outro problema da classe NP pode ser re-
duzido eficientemente a ele. A mais famosa questao na area de teoria
da computacdo é se P é ou nao igual a NP. Se for mostrado que al-
gum problema NP-completo estd em P, entao tal questao é resolvida
e fica provado que P = NP.

Um marco na teoria de complexidade é o teorema de Cook [CooT1,
Lev73|, que prova a existéncia de problemas NP-completos. Cook
mostrou que o problema conhecido como SAT, de decidir se uma
formula booleana em forma normal conjuntiva é ou nao satisfati-
vel, ¢ NP-completo. Apéds o teorema de Cook e o trabalho de
Karp [Kar72|, que mostrou que varios outros problemas conhecidos
sao NP-completos, essa teoria se desenvolveu amplamente, tendo es-
tabelecido a dificuldade computacional de problemas das mais diver-
sas areas, como mostram Garey e Johnson [GJ79].

Um dos problemas mais famosos cuja complexidade continua em
aberto, mesmo apoés varias décadas de esfor¢o da comunidade no sen-
tido de resolvé-lo, é o problema da fatorag¢ao de inteiros: dado um in-
teiro, determinar a sua fatoragdo em niimeros primos. Recentemente,
o seu parente préoximo, o problema de decidir se um ntmero inteiro
é primo ou nao, chamado de problema da primalidade, teve sua com-
plexidade totalmente definida, com o algoritmo AKS, de Agrawal,
Kayal e Saxena [AKS02a, AKS02b]. Esse algoritmo mostra que o
problema da primalidade est4 na classe P, resolvendo com isso uma
questao em aberto ha anos. Nao se sabe até hoje, no entanto, se

“artigo”

2004/11/29
page 3
o



4 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES

ha um algoritmo eficiente para resolver o problema da fatoragao de
inteiros!

Na verdade, a dificuldade computacional do problema da fatoragao
de inteiros tem sido usada de maneira crucial em alguns sistemas crip-
tograficos bem-conhecidos. Se for descoberto um algoritmo eficiente
para resolver o problema da fatoragao, varios sistemas criptograficos
importantes seriam quebrados, incluindo o famoso sistema RSA de
chave piblica, criado por Rivest, Shamir e Adleman [RSA7S].

O assunto de nossa iniciagao cientifica — Computacao Quéantica
— trata de um novo modelo de computagao, o modelo quantico, que
vem levantando questoes intrigantes dentro da teoria de complexi-
dade, e pode ter impactos praticos draméaticos no minimo na area de
criptologia. O modelo quantico de computagao nao infringe a vali-
dade da tese de Church, porém questiona a validade de uma versao
mais moderna dessa, a chamada tese de Church estendida, que diz
que todo modelo de computagao razoavel pode ser simulado eficien-
temente por uma maquina de Turing.

Pode-se dizer que a teoria de computacao quantica iniciou-se nos
anos 80, quando Feynman [Fey82] observou que um sistema quéan-
tico de particulas, ao contrario de um sistema classico, parece nao
poder ser simulado eficientemente em um computador classico, e su-
geriu um computador que explorasse efeitos da fisica quantica para
contornar o problema. Desde entao, até 1994, a teoria de computa-
¢ao quantica desenvolveu-se discretamente, com varias contribuigoes
de Deutsch [Deu85, Deu89|, Bernstein e Vazirani [BV97], entre ou-
tros, que colaboraram fundamentalmente para a formalizagao de um
modelo computacional quintico.

Foi apenas em 1994 que a teoria recebeu um forte impulso e uma
enorme divulgagdo. Isso deveu-se principalmente ao algoritmo de
Shor [Sho94, Sho97], um algoritmo quantico eficiente para o problema
da fatoracao de inteiros, considerado o primeiro algoritmo quantico
combinando relevancia pratica e eficiéncia. O algoritmo de Shor é
uma evidéncia de que o modelo computacional quintico proposto
pode superar de fato o modelo classico, derivado das maquinas de
Turing. O resultado de Shor impulsionou tanto a pesquisa pratica,
objetivando a construcao de um computador segundo o modelo quan-
tico, quanto a busca por algoritmos criptograficos alternativos e al-
goritmos quénticos eficientes para outros problemas dificeis. Essas
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e varias outras questoes, relacionadas tanto com a viabilidade do
modelo quantico quanto com as suas limitagoes, tém sido objeto de
intensa pesquisa cientifica.

Do ponto de vista pratico, busca-se descobrir se é ou nao viavel
construir um computador segundo o modelo quantico que seja ca-
paz de manipular nimeros suficientemente grandes. Tal viabilidade
esbarra em uma série de questoes técnicas e barreiras fisicas e tec-
noldgicas. Ja se tem noticia de computadores construidos segundo
o modelo quantico, mas todos ainda de pequeno porte. Em 2001,
por exemplo, foi construido um computador quantico com 7 qubits
(o correspondente aos bits dos computadores tradicionais). Nesse
computador, foi implementado o algoritmo de Shor que, nele, fatorou
o niamero 15. Uma parte dos cientistas da computacao acredita que a
construgao de computadores quinticos de maior porte serd possivel,
enquanto outra parte nao acredita nisso.

Do ponto de vista de teoria de complexidade, busca-se estabele-
cer a relacgao entre as classes de complexidade derivadas do modelo
quantico e as classes de complexidade tradicionais. Também busca-se,
claro, estabelecer a complexidade no modelo quantico de problemas
bem conhecidos, ou seja, busca-se por algoritmos quanticos eficientes
para outros problemas relevantes.

Selecionamos para apresentar nesse trabalho os pontos que consi-
deramos mais relevantes nessa area: o algoritmo de Shor e os princi-
pais resultados de complexidade computacional na area. Para apre-
sentar o algoritmo de Shor, descrevemos uma das possiveis formaliza-
¢oes do modelo computacional quantico, mais adequada & descrigao
de resultados algoritmicos. Para mostrar os resultados de complexi-
dade computacional, apresentamos uma segunda possivel formaliza-
¢ao do modelo quantico — as maquinas de Turing quénticas. Essas
duas formalizagoes sao equivalentes, porém a demonstragao desse fato
nao é trivial e optamos por nao inclui-la nesse trabalho.

Assim mesmo, esperamos dar uma visdo do que é esta area nova e
intrigante, e das suas potencialidades e dificuldades. O tema é mul-
tidisciplinar, no sentido de que depende de uma série de conceitos da
mecanica quantica, e empresta a notagao usada nessa area, o que di-
ficulta um pouco a apresentacao dos conceitos para pessoas de outras
areas, como computagdo e mateméatica. Um texto mais completo foi
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6 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES

preparado durante essa iniciagdo cientifica e pode ser encontrado no
enderego http://www.ime.usp.br/ “magal/quantum/.

2. O MODELO QUANTICO DE COMPUTAGAO

Nesta se¢ao apresentamos uma formalizagdo do modelo quantico
de computagdo mais adequada a descricao de algoritmos quanticos.
Esta consiste primeiramente na formalizacao dos principais compo-
nentes de um computador quantico e do seu funcionamento basico.
Depois disso, segue a formalizagao do conceito de algoritmo quéan-
tico. Um exemplo simples é incluido no final da se¢do para ajudar na
assimilagao dos conceitos apresentados.

2.1. Bits quanticos. Seja Hs um espago de Hilbert de dimensao 2.
Fixe uma base ortonormal By := {|0),]1)} de H>. Um qubit ou bit
qudntico & um vetor unitario em Hs, isto é, um vetor |¢) € Hy é um
qubit se

(1) #) = a0/0) + en[1),

com ag,a; € C e |ag|” + |a1|> = 1. Dizemos que os vetores |0) e |1)
sdo os estados bdsicos e que o qubit |@) estd numa superposicio de
estados basicos (contraste isto com o modelo classico, onde um bit
assume apenas um dos valores 0 ou 1). Chamamos ao coeficiente
complexo a; de amplitude do estado basico |j), para j =0, 1.

No modelo classico, se tivermos em maos um bit b, podemos des-
cobrir sem problemas se b vale 0 ou 1 e isso em nada afeta o valor
de b. Ja no modelo quantico, nao é possivel determinar o valor de
um qubit |¢). Se tentarmos, o que observamos é o resultado de um
evento probabilistico que tem como efeito colateral a alteragao irre-
versivel do valor |¢). Mais precisamente, ao medirmos o estado de
um qubit |¢) dado pela equagdo (1), enxergaremos o “valor” |0) com
probabilidade |ag|” e o “valor” 1) com probabilidade |os|>. Se o “va-
lor” observado for |0), o estado do qubit |¢), imediatamente apds a
medigao, serd |0), e analogamente se o estado observado for |1). Note
entao que, apesar de um qubit armazenar uma superposicao de esta-
dos, usando medigoes, s6 conseguimos obter dele um dos estados da
superposicao.

Existem apenas duas portas légicas operando sobre um bit classico:
a porta identidade e a negagao. No modelo quantico de computagao,
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COMPUTACAO QUANTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 7

qualquer transformagdo unitaria em s é uma porta quantica. Uma
matriz U € C2*2 ¢ dita unitdria se U*U = UU* = I, onde I é a
matriz identidade e U* é a transposta conjugada de U. Para traba-
lharmos com tais transformagdes, convencionamos que um qubit |¢)
dado pela equagao (1), tem a seguinte representagio na base Bs:

) (&) =16)=a0)+ e

[e31

Assim, a matriz de Hadamard

o aeg(ld)

transforma o qubit |0) no qubit

w mo=(1 4 ) (5)=75(1)=F5@+m).

Sera util convencionarmos uma representagao grafica para circuitos
quanticos, indicando a ordem de aplicagao de portas e medigoes. Por
exemplo, o circuito ilustrado na figura 1 indica que a matriz de Ha-
damard H deve ser aplicada ao qubit |¢) e depois o qubit resultante
deve ser medido para obtermos o qubit |¢'). Se |¢) for inicializado
com |0), entdo |¢') serd |0) ou |1) equiprovavelmente, de acordo com
a equagdo (4).

|#) |4")

FigurA 1. Um circuito quantico.

E interessante observar como as medigoes afetam o comportamento
do circuito. Por exemplo, se inicializarmos |¢) com |0), entdo |¢')
no circuito quantico da figura 2 sempre serd |0). J& no circuito da
figura 3, o estado |¢') sera |0) ou |1) equiprovavelmente.

4) 14

FIGURA 2. Mais um circuito.
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9) —H—M——{H—0)— 1¢)

Ficura 3. Circuito com medicdo intercalada.

2.2. Registradores quanticos. Seja #Ha» um espaco de Hilbert de
dimenséo 2". Fixe By» := {|z): € {0,1}"} uma base ortonormal
de Han, onde {0,1}"™ denota o conjunto das cadeias de caracteres de
comprimento n sobre o alfabeto {0,1}. Por exemplo, para n = 2
temos By = {]00),01),]10),|11)}. Um registrador quéantico de n
qubits é um vetor unitario em Han, isto &, um vetor |¢) € Han € um
registrador quantico de n qubits se

(5) ) = D aula),
z€{0,1}"
com a, € C para todo z € {0,1}" e
(6) Yool =1
z€{0,1}n

A nomenclatura para qubits se estende para os registradores: os
estados |z) com z € {0,1}" sdo os estados bdsicos, o qubit |¢) é dito
uma superposicio de estados basicos e o coeficiente complexo o, é

chamado de amplitude do estado bésico |z) para todo z € {0,1}".
Sera conveniente expressarmos o estado (5) como

™) B = 3 aula),
z=0

onde estamos substituindo as cadeias de caracteres de {0,1}" pe-
los valores numéricos que essas cadeias representam, se interpretadas
como representacao binaria de nimeros. Por exemplo, para n = 2,
temos

¢y = «|00) + B]01) + +|10) + 4|11)
a|0) + BI1) + v[2) + 6|3)
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Continuando a estender a notagdo de qubits para registradores, a
representacgdo na base Ba» do registrador quantico dado por (7) é

Qo
2n—1
aq
= l¢) = > alx).
z=0
Qon _1

A seguinte questdo surge naturalmente: dado um registrador |¢)
com n qubits cujos qubits, de menos para mais significativos, sao
|da)s |61)s- -+, |dn—1), qual & o estado quantico do registrador |¢)? A
resposta é: |¢) = |pn—1)®|pn_2)®---®|pp), onde ® denota o produto
tensorial, que definimos a seguir.

Sejam

@11 -+ Qin b1 - blq

A = e B =

Ami G by oo by
matrizes. O produto tensorial de A e B, denotado por A ® B, é
definido como
a11B e alnB
(8) AQB := :

amiB -+ amnB

Assim, um registrador |¢) cujos qubits sdo |¢1) e |¢o), com |¢p1) =
ap|0) + ai1|1) e |¢o) := Bo|0) + B1]|1), estd no estado

apfBo
_ _ Qo Bo _ apf
9 = lenolon = (2 )a(F) = | 2
a1

e, portanto,
9) (¢) = aoBo|00) + apB1]01) + a18[10) + a1 8:1]11)

= aofol0) + aoBi1]l) + a1502) + 1 /1]3).

A medi¢do de um registrador quantico funciona de modo seme-
lhante & medigao de qubits: se medirmos um registrador quantico |¢)
dado por (7), obtemos o estado basico |z) com probabilidade |a,|” e,
imediatamente ap6s a medigdo, o estado do registrador serd |z). Ou
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seja, a superposicdo que existia anteriormente foi irreversivelmente
perdida.

Nao é necessario, porém, medirmos todos os qubits do registrador:
pode-se medir qubits individuais ou grupos de qubits. Por exemplo,
se medirmos apenas o qubit |¢;) do registrador |@) descrito acima na
equagao (9), existem duas possibilidades de resposta:

e O valor observado é |0). Esse evento ocorre com probabi-
lidade |aofBo]” + |aoB1])” = |ao|”>. Neste caso, o estado do
registrador |¢), imediatamente ap6s a medigdo, sera

|¢,> _ a0,80|00> + a0,81|01)
||

)

ou seja, projetou-se o estado |@) no subespago gerado por |00)
e |01), normalizando-se o resultado para obtermos um vetor

unitéario.
e O valor observado é |1). Esse evento ocorre com probabi-
lidade |o180]” + |c1B1])” = |ai|”>. Neste caso, o estado do

registrador |¢), imediatamente ap6s a medigao, serd
i _ a1B0|10) + a1 41|01)
|¢') = P
|aa |

)

ou seja, projetou-se o estado |@) no subespago gerado por |10)
e |11), normalizando-se o resultado para obtermos um vetor
unitario.

Para o caso geral, suponha que seu registrador quantico com n
qubits estd no estado dado pela equagdo (5) e que vocé estd me-
dindo o qubit |¢;), onde o qubit menos significativo & |¢y) e o mais
significativo é |¢,_1). Para cada cadeia de caracteres z € {0,1}",
escreva & = Zp,_1 - Zg, com z € {0,1} para todo k. Existem duas
possibilidades para o resultado da medicado de |¢;):

¢ O valor observado é |0). A probabilidade de ocorréncia desse
evento é

Py = Z{\azF: z €{0,1}" e z; = 0}.
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Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apés a
medigao, sera

16y = Z{az|a:>: T E;(()],l}” ex; = 0}’

onde py é simplesmente um fator de normalizagao.

e O valor observado é |1). A probabilidade de ocorréncia desse
evento &

p1 = Z{|az|2: z€{0,1}" ex; =1}.
Neste caso, o estado do registrador, imediatamente apés a
medigao, sera
W S{aglz):ze{0,1}" ex; =1}
|¢') = ;
n
onde p; é simplesmente um fator de normalizagao.

O mecanismo de medi¢cao de um namero arbitrario de qubits de
um registrador é analogo.

2.3. Reversibilidade. Falemos agora de portas quanticas operando
sobre mais de um qubit. Uma porta qudntica sobre n qubits é uma
funcao bijetora de Von para Von, onde Von € 0 conjunto de vetores
unitarios de Hs». Em outras palavras, uma porta quantica é uma
matriz unitaria em Hon.

Uma conseqiiéncia disso é que toda porta quintica é reversivel,
isto é, existe uma bije¢do entre o dominio e a imagem da fungao cor-
respondente. Por exemplo, suponha que temos uma porta quantica U
e um registrador |¢) com dimensdes compativeis. Se aplicarmos U
a |¢) para obtermos |¢') := U|¢), entdo podemos obter o estado ori-
ginal |¢) a partir de |¢') através da aplicagdo da porta quintica U*
(claramente U* é unitaria), pois U*|¢') = U*U|¢) = I|¢) = |¢). Em
outras palavras, a aplicagdo de U nao causa “perda de informacao”.

Esse nao é o caso, por exemplo, da porta légica V, o “ou” légico
do modelo classico: suponha que temos dois bits classicos a e b e que
aplicamos a porta V nesses bits, obtendo ¢ := a V b. Se tivermos
¢ = 1, ndo temos como obter os valores de a e b, pois podia valer que
a=1leb=0,ouquea=0eb=1,ouainda, quea=1ebdb=1.
Dizemos, por esse motivo, que a porta V nao é reversivel.
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12 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES

Nao é dificil, porém, construirmos uma “versao” da porta “ou” que
seja reversivel. Considere a fungdo f : {0,1}3> — {0,1}? dada por
f(z,y,2) == (z,y,20(zVy)), onde & denota a operagio légica “ou ex-
clusivo”. Em outras palavras, a aplicagao da funcao f muda o valor
do bit z se, e somente se, x Vy = 1. Da imagem da f, é trivial obter-
mos os valores originais de z, y e z, pois z e y fazem parte dos valores
que saem da porta e, com eles e o terceiro valor de saida, podemos
recuperar z. B evidente que f é uma bijecdo, de modo que f é re-
versivel. A tnica diferenga é que estamos armazenando informagoes
a mais, o suficiente para sermos capazes de obter z e y (e z) a partir
de f(z,y,2).

Assim sendo, existe uma matriz unitaria Uy que “implementa” a
fungdo f. Dado um registrador |¢) := |z) ® |y) ® |2), onde |z), |y)
e |z) sdo qubits, a porta quantica Uy transforma o estado |@) no es-
tado |¢') = |z) ® ly) ® ‘z @ (z Vy)). Serd mais conveniente usarmos
a seguinte notacdo: dado um registrador |¢) := |z,y, z), a aplicagdo
de Uy a |¢) leva o estado deste registrador a [¢') = ‘a:,y, 2@ (zVy)).
Veja que estamos simplesmente separando os qubits individuais por
virgulas. Na verdade, podemos utilizar essa notacao para separar
grupos arbitrarios de qubits num registrador, quando isso for conve-
niente.

O “truque” de carregar informagoes a mais nas aplicagoes de por-
tas légicas pode ser utilizado para transformar qualquer porta légica
do modelo classico numa porta reversivel e que, portanto, pode ser
implementada por uma matriz unitaria no modelo quantico.

Na verdade, Bennett [Ben73] mostrou que qualquer circuito (no
modelo classico) pode ser convertido em reversivel, ou seja, num cir-
cuito cujas portas sao todas reversiveis, e mostrou que isso pode ser
feito com um aumento no maximo polinomial no tamanho do circuito,
isto é, no nimero de portas utilizadas. Isso implica, como veremos
a seguir, que todo algoritmo polinomial no modelo classico pode ser
implementado por um algoritmo polinomial no modelo quantico.

2.4. Circuitos e algoritmos quanticos. A notagdo para circuitos
apresentada anteriormente se estende facilmente para circuitos ope-
rando sobre multiplos qubits. Por exemplo, a figura 4 mostra um
circuito operando sobre 3 qubits e com uma tnica porta, dada pela
matriz Uy implementando a versado reversivel da operagao légica “ou”.
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De acordo com nossa especificagao de Uy, temos |z') = |z), |y') = |y)
elz)y =|z& (zVy)).

z) — F—[2")

ly) — Us — 1¥")

2) —__— [2)

FiGuRrA 4. Circuito com porta “ou” reversivel.

Seja V; € C2*% uma matriz unitaria. Entdo a notagdo utilizada
no circuito da figura 5 indica que o operador V; deve ser aplicado ao
qubit |y) se, e somente se, |z) = |1). Em outras palavras, o circuito
da figura 5 é equivalente ao circuito da figura 6, onde

1 0 O 0
T 0 1 0 0 o V11 V12
Vf T 0 0 V11 V12 € Vf T ( V21 V22 > '

0 0 V21 V22

A porta indicada no circuito da figura 5 é chamada porta V; contro-

lada por |z).
|z) |z)
ly) ly')

Ficura 5. Circuito com porta Vy controlada por |z).

z) —  }— I=)

ly) —_ — [¥")

F1guraA 6. Circuito equivalente ao da figura 5.

Para fazermos a anélise do consumo de tempo de um algoritmo
quantico, vamos nos basear em circuitos quanticos. Algoritmos quan-
ticos devem ser expressos utilizando-se circuitos aciclicos. Estamos
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interessados em circuitos de tamanho polinomial no tamanho da en-
trada, onde o tamanho do circuito é simplesmente o niimero de portas
quanticas utilizadas.

Ademais, cada uma das portas do circuito construido deve operar
sobre, no maximo, um numero previamente fixo de qubits. Esclare-
cendo melhor, fixe um inteiro k. Para todo n, o circuito construido
para resolver uma instancia de tamanho n deve utilizar portas quan-
ticas que operam, no maximo, sobre k qubits. Essa exigéncia é razoa-
vel, j& que computagoes geralmente sao realizadas localmente, isto é,
a cada passo uma quantidade limitada de informagGes é processada.

Além disso, o circuito deve poder ser construido por um algoritmo
polinomial. Em outras palavras, deve existir um algoritmo polinomial
que, ao receber qualquer instancia I de um dado problema, constréi
o circuito que resolve o problema para a instancia I. Essa exigéncia
impede que o circuito construido contenha informagoes “dificeis de
calcular” codificadas em sua estrutura: se o algoritmo de construgao
do circuito nao precisasse ser limitado polinomialmente, entao tal
algoritmo poderia calcular, digamos em tempo exponencial, a solugao
da instancia em questao e codificar isso no circuito, que poderia ter
até tamanho constante.

Nesse contexto, um algoritmo quéntico é dito polinomial se, para
toda instancia do problema, existe um circuito quantico construtivel
em tempo polinomial e utilizando portas operando sobre, no maximo,
um nimero fixo de qubits, que resolve a instancia do problema.

2.5. O problema de Deutsch. Vamos apresentar um algoritmo
quantico para ver os conceitos apresentados em funcionamento.

Dizemos que uma funcido f é dada como uma caiza preta se s
podemos obter informagoes acerca de f através de sua aplicacao a
elementos de seu dominio. O problema de Deutsch [Deu85] consiste
no seguinte. Seja f : {0,1} — {0,1} uma fun¢do dada como uma
caixa preta. Determine se f(0) = f(1) ou se f(0) # f(1). Em outras
palavras, determine se f é constante ou balanceada.

Para se resolver o problema no modelo classico, sao necessarias
duas aplicagbes de f: é preciso usar a caixa preta de f duas vezes,
para as entradas 0 e 1. J4 no modelo quantico, este problema pode
ser resolvido utilizando-se apenas uma chamada & caixa preta. Vamos
mostrar um algoritmo quéantico, devido a Cleve, Ekert, Macchiavello
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e Mosca [CEMMO98], que resolve o problema no modelo quantico com
uma unica chamada & caixa preta.

Seja Uy a transformacio unitaria de dimenséo 4 que leva |z,y) a
|m,y & f(a:)> No modelo quantico, Uy é a nossa caixa preta.

O circuito que resolve o problema esta descrito na figura 7. Vamos
detalhar melhor o funcionamento do algoritmo.

0) [H ] [H £(0) @ £(1))
Us
1) [H ] |z")

Ficgura 7. Circuito para o problema de Deutsch.

Vamos usar um registrador |@¢g) de 2 qubits. Inicialmente, toma-
mos |¢g) := (0, 1).

Primeiro aplicamos a transformagao de Hadamard aos 2 qubits do
registrador, obtendo

o = (o) e () = 3] (0 +m) e (0- )]

_ %[m) ® (|0 - |1>)] + % [1> @ (10) - '1>)]'

Neste ponto a caixa preta Uy é aplicada a |¢1) para obtermos |¢2):

62) 1= Uplér) = %{Uf [o>®(o>—|1>)]}

v %{Uf ERICEED] }

Vamos escrever |¢2) de outra maneira. Queremos mostrar que
) llos (0-1)] = 0|0 (0-m)]
para z € {0,1}. Temos

0 = Ulare (0 -10)] = 7le.0) - o)
= o, (@) |z 1@ f(2)).

(10)
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e Se f(z) = 0, entéo
¥ = 12,0 -la,1) = o) e (o) - 1))
= e (0 -m)].
e Se f(z) =1, entdo
¥ = la,1) 2,00 = |a) & (]1) - [0))
= s (0 -m)].

Provamos entdo a equagao (11), de modo que,

) %{(—1)“0) 0o (1)~ )] }

- %[((—1)f<°>o> +EDU) o (|0) - '”)]'

Vamos temporariamente omitir o segundo qubit de |¢2) no que segue:

B = 3 ((CDTO) + ()OO (1) O)
_ (—1;“0) (|0> n (_l)f(O)eaf(l)m)_

Voltando a levar em conta o segundo qubit de |¢2), concluimos que

62) = (—1)“‘”{ |5 (00 + -y

V2
o |75 (- m)| }

Agora podemos aplicar a transformagao de Hadamard ao primeiro
qubit de |¢2) para obter

|6s) = (—l)f(o){ [|f(0) @f(1)>] ® [%(m) - 1>)] }
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Uma medi¢do do primeiro qubit de |¢3) fornece agora o valor de
f(0) ® f(1) e portanto o algoritmo descobre se f é constante ou
balanceada através de uma tnica aplicagao da caixa preta.

3. O ALGORITMO DE FATORAGAO DE SHOR

O algoritmo de Shor resolve o problema da fatoragao de inteiros em
primos e consome tempo polinomial no tamanho da entrada. Apre-
sentamos a seguir os detalhes fundamentais do funcionamento deste
algoritmo.

3.1. Visdo geral do algoritmo. O algoritmo de Shor [Sho97] é um
algoritmo quéantico que, dado um inteiro n composto impar que nao
é poténcia de primo, devolve um fator (divisor ndo-trivial) de n com
probabilidade limitada de erro.

As restrigdes para o valor de n nao representam problema algum.
De fato, é trivial encontrar um fator de um numero par. Além disso,
existe um algoritmo classico eficiente que decide se n = a*, para
inteiros a e k > 1, e que devolve a e k neste caso. Veja o artigo de
Bernstein [Ber98] para mais detalhes.

Ademais, podemos verificar em tempo polinomial se n é com-
posto, utilizando o algoritmo AKS. Outra opgdo é executar tes-
tes probabilisticos de primalidade um numero suficiente de vezes.
Na pratica, isso é mais eficiente, pois os testes probabilisticos sao,
em geral, mais simples e rapidos que o AKS. O teste de Miller-
Rabin [Mil75, Mil76, Rab80, CLRSO01] é uma 6tima escolha para esta
verificagao, por ser de facil implementacao e ter complexidade de
tempo O(lg3 n), onde lgn denota o logaritmo de n na base 2. Ou-
tra vantagem desse teste é que a constante escondida pela notagao
assintética é pequena.

Como n é produto de no maximo [lgn] inteiros, o algoritmo de
Shor pode ser utilizado para resolver o problema da fatoragao em
tempo polinomial no tamanho da entrada.

O algoritmo de Shor baseia-se numa reducao do problema da busca
de um fator de n ao problema da busca do periodo de uma seqiiéncia.
Como a redugao utiliza aleatorizagao, é possivel que ela falhe, isto é,
que nenhum fator de n seja encontrado. Porém, a probabilidade de
ocorréncia deste evento é limitada.
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18 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES

Na segao 3.2 apresentamos essa redugao e uma delimitacao su-
perior para a probabilidade de falha. Na secao 3.3, mostramos um
algoritmo quantico eficiente para a busca do periodo da seqiiéncia ge-
rada pela reducao. Esse algoritmo utiliza a transformada quantica de
Fourier, que pode ser implementada eficientemente, como mostramos
na segao 3.4.

O algoritmo de busca de periodo apresentado na se¢do 3.3 pode ser
facilmente generalizado para buscar eficientemente o periodo de qual-
quer seqiiéncia. Mais formalmente, dado um oraculo Uy que computa
uma fungao f de {0,...,2™ — 1} em {0,...,2% — 1} com periodo r,
a generalizacao do algoritmo faz uma tnica chamada a Uy e usa um
circuito quantico de tamanho polinomial em m para descobrir » com
probabilidade limitada de erro.

3.2. Redugao a busca do periodo. Seja n um inteiro composto
impar que nao é poténcia de primo. Vamos mostrar como reduzir
o problema de encontrar um fator de n ao problema de encontrar o
periodo de uma fungao. Essa redugdo utiliza aleatorizacido, de modo

que precisaremos limitar a probabilidade de falha do procedimento.

Algoritmo SHOR (n)

1 escolha um inteiro 1 < z < n aleatoriamente
2 se mdc(z,n) > 1

3 entdo devolva mdc(z,n)

4 seja r o periodo da fungdo f(a) := z® mod n
5 se r for impar ou 2"/2 = —1 (mod n)

6 entao o procedimento falhou

7 devolva mdc(z"/? + 1,n)

Note que o algoritmo de Shor utiliza um unico passo quantico: o
calculo do periodo da funcao na linha 4.

Agora vamos mostrar que, se a redugao devolve uma resposta, ela
estd correta. Depois vamos delimitar superiormente a probabilidade
de falha deste procedimento, isto é, a probabilidade de o algoritmo
terminar na linha 6.

Comegamos observando que, se o algoritmo executa a linha 3, en-
tao o valor devolvido de fato é um fator de n.
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COMPUTAGAO QUANTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 19
Ja se mdc(z,n) = 1, entdo z estd em Z%, o grupo multiplicativo
moédulo n, de modo que a fungdo f(a) = z® mod n é periédica com
periodo dado pela ordem de z, moédulo n. Isto é, o periodo r é o
tamanho do subgrupo de Z;, gerado por x. Equivalentemente, r é o
menor inteiro positivo tal que 2" =1 (mod n).

Suponha que r é par, de modo que (z"/241)(z"/2~1) = 0 (mod n),
ou seja, n divide o produto (z"/241)(z"/2—1). Se tivermos z"/? # —1
(mod n), entdo n nio divide '/2 + 1, o primeiro fator do produto.
Como r é o menor inteiro positivo tal que z" = 1 (mod n), temos
também que z/2 # 1 (mod n), de modo que n nao divide z"/? — 1.
Mas entdo os fatores de n devem estar separados entre z'/2 + 1 e
z"/? — 1. Logo, mdc(z"/? + 1,n) é um fator de n, como queremos.

Resta limitarmos a probabilidade de falha do procedimento, ou
seja, dado um inteiro 1 < z < n escolhido aleatoriamente com pro-
babilidade uniforme, precisamos limitar a probabilidade de que r, a
ordem de z, médulo n, seja impar ou satisfaca z"/2 = —1 (mod n)
se for par.

Suponha que a fatoragao de n em primos é dada por n = Hf;l pf",
onde p; é primo para todo ¢ e m > 1, j4 que n nao é poténcia de
primo. Para cada i, seja n; := p;*, de modo que n = ny -+ Nyy.
Sejam 1 < z < n um inteiro,

r a ordem de x, médulo n,

r; a ordem de z, médulo n;,
parai = 1,...,m. Pelo teorema chinés do resto, a equagao 2" =1
(mod n) é equivalente ao sistema
z" =1 (mod nq)
z" =1 (mod ns)
(12)
z' =1 (mod ny,).

Sabemos que r; ¢ 0 menor inteiro positivo tal que " = 1 (mod n;).
Ademais, temos 2" = 1 (mod n;) se, e somente se, r é multiplo de r;.
Como r é o menor inteiro positivo tal que 2" = 1 (mod n), segue que

(13) r=mmc(ry, ..., m).

“artigo”

2004/11/29

page 19
e



20 CARLOS CARDONHA, MARCEL SILVA E CRISTINA FERNANDES

Seja
(14) r; = 2°¢;, com ¢; impar,
para ¢ = 1,...,m. E facil ver que r é impar se, e somente se, r; é

impar para todo ¢, isto &, se, e somente se, ¢; = 0 para todo 1.
Suponha agora que r; é par para algum ¢. Entao r é par. Vamos
descobrir em que condi¢des temos z"/> = —1 (mod n). Novamente,
pelo teorema chinés do resto, a equagio z'/2 = —1 (mod n) é equi-
valente ao sistema
zr/2
zr/2

-1 (mod nl)
-1 (mod nz)

(15)

2"/?= -1 (mod n,,).
Suponha que existam é,j € {1,...,m} tais que ¢; > ¢;. Entdo r =
2r;u para algum inteiro u, pela equagdo (13). Segue que z"/? = g
(mod n;). Mas entdo temos "/ = 1 (mod n;), de modo que z"/2 #
—1 (mod n). Portanto, para que r seja par e 2"/2 = —1 (mod n), é
necessario que ¢; = cg = -+ = ¢, > 0.

Estabelecemos assim que, para que o procedimento falhe, é preciso
quecy = -+ = ¢p. Vamos limitar a probabilidade de ocorréncia desse
evento, dada a escolha aleatoria de z.

Pelo teorema chinés do resto, existe uma bijecao entre Z, e o
produto cartesiano Z,, X -++ X Zn,:

(16) Zpo ¢ (T1,...,%m) € Lp, X -+ X Ly,,,.

Assim, escolher um inteiro 0 < z < n aleatoriamente é equivalente
a escolher, independentemente para cada 1 < ¢ < m, um inteiro
0 < z; < n;. Vamos supor que mdc(z,n) = 1, jA que a redugao
nao se aplica se mdc(z,n) > 1. Entdo z € Z. E facil ver que
T € 7Zj, se, e somente se, r; € Zj;, para todo i. Portanto estamos
escolhendo aleatoriamente um z; € 7Z; , independentemente, para

n;i?

cadat=1,...,m:
(17) Zyp x> (21,0 Tm) € Ly X -+ X Ly,
Paracadai=1,...,m, o grupo Z,,, é ciclico, pois n; = p;i* com p;

primo. Seja g; um gerador de Zj, , para cada i. Seja

(18) z; = g4, com 0 < I; < ¢(n;), parai=1,...,m,
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COMPUTACAO QUANTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 21

onde ¢(n;) := ‘Z;*“| é a funcao totiente de Euler. Estamos entao esco-
lhendo aleatoriamente um 0 < I; < ¢(n;) para cada i, independente
e uniformemente:

(19) Zhoz o (gb,...,glr) €Ty x - X L],

Ny ?
Parai=1,...,m, seja
d(n;) = 2%s;, com s; impar,
e lembre-se que
r; = 2%q; é a ordem de z;, moédulo n;, com g¢; impar.

Como ¢(n;) = ¢(pf") = p¥~(p; — 1) e p; é impar, entdo d; > 0.

Pelo teorema de Lagrange, a ordem do subgrupo de Zj, gerado
por z divide a ordem do grupo Zj; . Em outras palavras, r; di-
vide ¢(n;), e portanto ¢; < d;. Sabemos que r; é o menor inteiro
positivo tal que gﬁi” = 1 (mod n;) e que l;r; = 2%g;l; é multiplo
de ¢(n;) = 2%s;. Se l; é impar, entdo devemos ter ¢; = d;, pois g;l;
é impar. Ja se [; é par, entdo necessariamente teremos c¢; < d;: se
¢i = d;, entdo r;/2 também é inteiro e [;r;/2 também é multiplo
de ¢(n;), um absurdo. Portanto, a probabilidade de que ¢; = ¢, para
qualquer ¢, é limitada por 1/2, ja que 0 < I; < ¢(n;) e ¢(n;) é par.

Concluimos entao que a probabilidade de falha dessa redugao, ou,
na verdade, a probabilidade de que ¢; = --- = ¢, é, no maximo,
1—1/2m"1 < 1/2, pois m > 1 e a escolha de cada c; ¢ independente
de todas as outras.

3.3. Busca do periodo. Seja n um inteiro composto impar que nao
é poténcia de primo e seja 1 < £ < n um inteiro relativamente primo
a n. Vamos apresentar um algoritmo quantico que descobre, com
probabilidade limitada de erro, a ordem de z, médulo n, que é o
periodo da seqiiéncia

(20) (° mod n, z' mod n,z*> mod n,...).

Seja 8 := |lgn|+1 o nimero de bits da representagio binaria de n
e seja ¢ := 2! a tnica poténcia de 2 tal que n?> < ¢ < 2n%. Vamos
precisar de um registrador |¢) com [+ 3 qubits. Os [ primeiros qubits
formam o primeiro sub-registrador. Os § qubits restantes farao parte
do segundo sub-registrador. Todos os qubits do registrador |¢) devem
ser inicializados com |0).
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Apobs a aplicagao da transformagdo de Hadamard a cada um dos
qubits do primeiro sub-registrador, o estado do registrador |¢) sera

(21) — 3" la,0).
\/6 a=0

Seja Uy a transformacao unitaria que, para todo 0 < a < g,
leva um estado bésico |a,0), ao estado |a,2% mod n). E facil pen-
sar num algoritmo classico para a exponenciagdo modular que con-
some O(B%) operagoes sobre bits. Entdo, para todo n, existe um
circuito com O(S3?) portas, cada uma operando sobre no méximo um
namero fixo de qubits, que efetua a transformagao Uy. Em outras
palavras, Uy pode ser implementada eficientemente (veja o artigo de
Shor [Sho97] para mais detalhes).

Aplicando a transformagio Uy ao registrador |¢), obtemos o estado

19
(22) — |a, z* mod n).
iy

Medindo o estado do segundo sub-registrador de |¢), obtemos algum
2’ mod n, onde 0 < b < ¢q. Com isso, o estado do registrador |¢)
colapsa para uma superposi¢ao dos estados basicos de (22) cujos 3
qubits menos significativos representam z mod n.

Seja r a ordem de z, modulo n. Entao os valores de 0 < a < ¢ tais
que z% = 2° (mod n) sdo da forma ag + jr, com 0 < ag < r, j& que a
seqliéncia (20) é periddica com periodo r. A medigao do segundo sub-
registrador em (22) selecionara os seguintes valores de a, no primeiro
sub-registrador: ag,ap+7,a0+27,...,a0+(A—1)r, onde 4 := [q/r].
O estado do registrador |¢) sera entdo

| Aol o,
7i Z lag + jr, z° mod n).
De agora em diante, vamos ignorar o segundo sub-registrador. Entao
o estado de |@) sera

Jj=0

| Al
(23) Ji Z lag + jr).
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Note que os estados basicos de |¢) que podem ser obtidos numa
medigao estao uniformemente espacados a partir de ag, com espacgo 7.
Seja M, a transformacao unitaria dada por
1S
(24) M, : |z) — i > exp(2mizy/q)ly)-
y=0
Vamos mostrar, na se¢ao 3.4, que esta transformagao, conhecida como
matriz de Vandermonde, pode ser implementada eficientemente por
um circuito quantico. A aplicagdo de M, ao registrador |¢), dado
por (23), gera o estado

A-1 qg—1
¢) = ﬁz %;}exp{%i(ao +jr)y/a}ly)

1 q—1 A—1
= — Y |exp{2miaoy/q} Y exp{2mijry/q}ly)
Vv qA y=0 7=0

Entao a amplitude de um estado basico |y) é
A-1
(25) L exp{2miagy/q} Z exp{2mijry/q}
VaA prd ’
de modo que a probabilidade de obtengao de |y) numa medigao de |¢)
é
2

A-1
1 g
(26) Pyi= 7 > exp{2mijry/q}| .
§=0

Aqui vamos apenas analisar o caso em que r é uma poténcia de 2,
de modo que A = ¢/r. Os demais casos seguem a mesma idéia porém
sao mais técnicos.

Suponha que y ndo é multiplo de A. Entao ry/q nao é inteiro,
de modo que exp{2wiry/q} # 1. Pela formula da soma de uma
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progressao geométrica, temos
A-1 A

Z exp{2mijry/q} = (exp{27riry/q})j

ji=

|
—

o

exp{27rz'ry/q})A -1
exp{2miry/q} — 1
_ exp{2miy} -1 0
exp{2miry/q} — 1 ’

pois A = ¢/r.
Suponha agora que y é um multiplo de A. Entdo ry/q é inteiro,
de modo que exp{2mijry/q} = 1 para todo 0 < j < A. Entdo
A-1
Z exp{2mijry/q} = A.
7=0
Concluimos que a probabilidade de obtengdo de |y) na medigdo do
registrador |¢) no estado (25) é

[ 1/r, sey é maultiplo de ¢q/r
(27) by = { 0, caso contréario.

Assim, uma medigao de |¢) nos fornece um valor y = cq/r, com
0 < ¢ < r escolhido equiprovavelmente. Teremos entao um y satisfa-
zendo y/q = ¢/r, onde ¢ e ¢q sdo conhecidos. Se mdc(c,r) = 1, entdo
basta obter a fragao irredutivel correspondente a y/q para chegarmos
ao periodo r. A probabilidade de obtengdao de um 0 < ¢ < r com
mdc(c,r) =1 é ¢(r)/r. Pode-se provar [HW54] que existe uma cons-
tante § tal que ¢(r)/r > 6/loglogr. Assim, a probabilidade de falha
deste procedimento é, no maximo, 1 — §/loglogr.

Se repetirmos o procedimento acima z := loglogr/§ vezes, a pro-
babilidade de falha passara a ser (1 —1/2)° < 1/e, de modo que a
probabilidade de sucesso é, no minimo, 1 — 1/e, uma constante. Por-
tanto, obtemos o periodo r com probabilidade limitada inferiormente
por uma constante.

3.4. A transformada quantica de Fourier. Vamos ver agora que
a transformagcao unitaria M,, dada por (24), pode ser implementada
eficientemente sempre que ¢ for uma poténcia de 2. Ou seja, para
todo ¢ = 2™, vamos mostrar que existe um circuito de tamanho
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polinomial em m, utilizando apenas portas quanticas que operam
sobre um nimero fixo de qubits, cuja aplicacdo a um registrador
com m qubits é equivalente & aplicacao da matriz M,.
Primeiro vamos escrever o estado
1 &2
(28) — " exp(2miay/a)ly)
Vi
de uma forma mais conveniente. Considere ¢ := 2™, com m um

inteiro positivo. Denotaremos por (&, —1 - - o), a representagio bi-
naria de 0 < z < 2™, ou seja, x = Z;.n;(]l z;27, com z; € {0,1} para
todo j. Além disso, utilize (0.z; ---x,), para denotar a representa-
gdo binaria de 0 < z < 1, isto &, & = >0, z;279, com z; € {0,1}
para todo j.

Entéo o estado (28) pode ser fatorado como

[\/ii(m) + exp{27ri(0.a:0)2}1>)] ®
1

(29) [ﬁ<|0>+exp{27ri(0.ac1m0)2}|1))] ® ®

[\/Li <|0) + exp {27ri(0. Tl $0)2}1>)] .

Para mostrar que o estado quantico (28) é o mesmo que o es-
tado (29), vamos mostrar que, para todo estado basico |ym—1 - - Yo),
temos

exp{2mizy /2" }Hym—1 " Yo) =
(exp {2ﬂi(0.$0)2ym,1}|ym71>)®
(exp {2ri(0. x1$0)2ym_2}\ym_2>) ® - Q®

(exp {27rz'(0. Tope1 """ $0)2y0}\y0>),

(30)
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onde o lado direito da equagio (30) mostra como se forma o estado
basico |ym—1---yo) em (29). Serd entdo suficiente mostrar que

exp{2mizy/2™}
= exp {2772'(0. $0)2ym,1} exp {27ri(0. mlmg)zym,z} e
(31) exp{2m‘(0.mm,1 ---af:g)zyg}

= exp {27ri [(0.20)Ym—1 4 (0. 2120) g Ym—2 + -+ +

(0. Ty« - a:o)2y0] }

Observe que

m—1 m—1 m—1 m—1

yzr 1 R

(32) 3 =5m 2 ly”k 2 mk] B> lyﬁ‘ > w2t
k=0 k=0 j=0 k=0

Na equagdo (31), o termo zy/2™ aparece multiplicando 27i. Entéo
apenas a parte fracionaria de zy/2™ é relevante: se zy/2™ = u +r,
com 0 <r <1ewu € Z, entdo exp(2mizy/2™) = exp(2mir). Na
equagao (32), para k > m — j, o valor 28~™%J ¢ inteiro, de modo que
podemos reescrever (32) como

m—1 m—j—1
Yy i
(33) o = O (vt D w2t H]’
j=0 k=0

onde u; é um inteiro. E facil verificar agora que
m—j—1
Z zp2k Mt = (0.Zp—j_1--20),-
k=0
Mas entao
(34) 2y/2™ = u+ Ym—-1(0.20)y + Ym—2(0. z120),
4+ -+ yO(O- Top—1" fEO)Za

onde u é um inteiro. A equagio (31) segue imediatamente da equa-
¢ao (34), de modo que fica provado que o estado (28) pode ser fatorado
como (29).

Considere o circuito quantico apresentado na figura 8, referente ao
caso em que m = 3.
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|z2) Si2 SO,2| Yo)

|z1) H —So,1 Y1)

|Z0) @ y2)

Ficura 8. Circuito para a transformada quantica
de Fourier, com m = 3.

Nesta figura, a matriz S, para j < k é definida por

1 0

(35) Six = 0 exp{2mi/2k-it1} |-

E muito facil ver como este circuito se estende para qualquer m.
Para cada qubit |z;), aplicamos a matriz de Hadamard, seguida de &
portas S; i, onde S;; é controlada por |z;) para todo 0 < j < k.

Para ver que esse circuito de fato calcula a transformada quantica
de Fourier, vamos analisar sua operagao sobre o qubit |z2) na figura 8.
Apés a aplicagdo da matriz de Hadamard, o estado deste qubit sera
0) + exp {2mi(0.z2),}|1). Note que estamos desprezando o fator
de normalizagao 1/\/5, para maior clareza. Depois da aplicagao da
porta S1,2, o estado passa a ser |0) +exp {27i(0. z221), }|1). Por fim,
aplicando agora a porta Sg 2, teremos |0) + exp {27i(0. z22120), }|1).
Mas isso é justamente |yo), conforme a equagdo (29). Repetindo
esses calculos com os outros qubits, obteremos os estados desejados,
de acordo com a equagao (29).

Note que os qubits da saida deste circuito estao na ordem inversa.
E 6bvio que isso nao representa qualquer problema para nos.

Observe também que o circuito utiliza m(m + 1)/2 portas, o que
é quadratico em m. Assim, a transformada quantica de Fourier pode
ser implementada por um circuito de tamanho limitado por ©(m?).

4. MAQUINAS DE TURING

Agora mudamos de assunto, nos voltando a teoria de complexidade
computacional. Os resultados dessa area sao usualmente apresenta-
dos por meio do mais tradicional modelo de computacdo — a maquina
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de Turing (MT), que nada mais é que um computador bastante ru-
dimentar com memoéria infinita.

Vamos apresentar trés variantes desse modelo: a maquina de Tu-
ring deterministica, a nao-deterministica e a probabilistica. Depois
disso, apresentamos a segunda formalizacdo do modelo quantico de
computagdo, a maquina de Turing quantica, fazendo um paralelo com
o modelo classico de computagao. Como observamos na introdugao,
essa segunda formalizacdo é equivalente & primeira. A demonstracio
desse fato nao é trivial e nao serd mostrada nesse texto.

4.1. Maquina de Turing deterministica. Uma maquina de Tu-
ring deterministica (MTD) é composta por uma central de controle,
uma cabeca de leitura e uma fita dividida em células. Essa fita tem
um final & esquerda e contém infinitas células & direita.

Cada célula da fita armazena um simbolo pertencente a um con-
junto finito ¥. O conjunto ¥ é chamado de alfabeto da maquina e
contém, entre outros, dois simbolos especiais: o simbolo LI, chamado
de branco, e o simbolo >, que fica armazenado o tempo todo na célula
mais & esquerda da fita.

A cabeca de leitura da maquina é um apontador movel para uma
determinada célula da fita. O contetido dessa célula pode ser lido e
alterado pela maquina.

A cada instante, a central de controle da maquina estd em um
dos estados de um conjunto finito @) de estados. No instante inicial,
a maquina come¢a em um estado particular de @}, chamado de es-
tado inicial e denotado por s. Existe ainda um conjunto especial de
estados H C @), chamados de estados finais.

Uma MTD funciona da seguinte maneira. Ela recebe como entrada
uma cadeia de caracteres em (X \ {U,>})". Inicialmente a cabega de
leitura aponta para a célula mais & esquerda da fita, e a partir da
célula seguinte estd armazenada a entrada da maquina, seguida por
brancos. A maquina efetua uma seqiiéncia de passos até terminar
a execugdo. Se q é o estado corrente da maquina e g estd em H,
entao ela termina a execucao. Do contrario, ela realiza trés agoes,
determinadas pelo par (¢,0), onde o é o simbolo de ¥ contido na
célula que esta sob a cabeca de leitura.

A primeira a¢io consiste na alteracdo do estado da méaquina de g
para um estado ¢’ em Q. A segunda agao é a escrita de um simbolo o'
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na célula que esta sob a cabega de leitura. A terceira a¢ao consiste
no deslocamento da cabeca de leitura, que pode se mover uma posi-
¢ao para a esquerda, uma posicao para a direita ou pode continuar
apontando para a mesma célula.

A cabeca de leitura da fita sempre desloca-se para a direita quando
atinge a célula mais & esquerda e nunca altera o contetido dessa po-
sicdo da fita. Por conveniéncia, assume-se que a maquina nao pode
escrever o simbolo > em qualquer posi¢ao da fita que nao seja a célula
mais & esquerda.

A cadeia de caracteres escrita na fita quando a maquina termina a
execugao, ignorando-se o simbolo > e os brancos & direita, é a saida
da maquina para a entrada em questao.

Formalmente, define-se uma maquina de Turing deterministica
como uma quintupla M := (Q,%,4,s, H), onde @ é o conjunto de
estados, ¥ é o alfabeto de simbolos, § é uma funcdo de (Q \ H) x &
em @ x ¥ X {«,|,—}, s € Q é o estado inicial e H C @ é o con-
junto de estados finais. O conjunto {<+,|, —} descreve os possiveis
movimentos da cabeca de leitura da méaquina.

A funcao §, chamada usualmente de funcao de transicdo, descreve
um passo arbitrario da maquina e satisfaz as restricbes mencionadas
acima. Suponha que a maquina esteja num estado ¢ em @ \ H e que
sob a cabega de leitura esteja o simbolo 0. Se d(q,0) = (¢',0',d), o
proximo estado serd ¢', o simbolo o' sera escrito no lugar de o e a
cabeca de leitura de M movera de acordo com d.

A configuragao atual de M é uma tripla (wy, g, ws) € X* x @ X T*,
onde w; é a palavra que aparece na fita & esquerda da cabeca de
leitura, ¢ é o estado atual e wo é a palavra & direita da cabega de
leitura ignorando-se brancos & direita. A cabega de leitura aponta
para a posi¢do que contém o tltimo simbolo de wi. A configuracao
inicial é a tripla (>, s,z), onde z é a entrada para a maquina.

Dizemos que uma configuragio (w1, q, ws) produz em k passos uma
configuragio (w},q',w}), denotado por (wy,q,ws) 5, (w},q', wh), se
a maquina sai da primeira configuragdo e vai para a segunda em
exatos k passos.

4.2. Maquinas de Turing nio-deterministicas. A maquina de
Turing ndo-deterministica (MTND) é uma generaliza¢iao da maquina
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de Turing deterministica. Essa méquina tem um papel fundamen-
tal na teoria de complexidade pois estd na base da definicao da
classe NP, conforme serd mostrado posteriormente.

A maior parte das defini¢bes e idéias envolvidas na descrigdo das
MTDs também se aplica as MTNDs. A diferenca entre a MTND e
a MTD esta na funcgio de transi¢do e na maneira como as transi¢oes
sao feitas a cada passo. Nas maquinas deterministicas, existe uma
unica transi¢ao possivel a partir de uma dupla (gq,0), onde g é um
estado nao-final e 0 é um simbolo em Y. J4 nas maquinas nao-
deterministicas, pode existir mais de uma transicao valida a partir de
uma dupla (¢g,0). Em cada passo da MTND, uma transigao valida é
escolhida arbitrariamente e é executada.

O numero de transigoes validas a partir de uma dupla (g, o) é limi-
tado superiormente por 3x|X| x |@|. Logo, o nimero de configuragdes
que podem ser produzidas a partir de cada configuragao também é
limitado superiormente por 3 x |X| X |@|. A transicdo numa MTND
é portanto uma rela¢do e nao necessariamente uma fungao.

Formalmente, uma méquina de Turing nao-deterministica é uma
quintupla M := (Q,X,A,s,H), onde @ é o conjunto de estados,
Y é o alfabeto de simbolos, A é uma relagido de (Q \ H) x ¥ em
QxXx{+,|,—}, s € Qéoestado inicial e H C @ é o conjunto de
estados finais.

E evidente que as MTDs sdo casos particulares de MTNDs em
que A é uma fungio, ja que toda funcio é uma relagao.

Uma transi¢do (¢',0',d) em A(q,0), onde g € Q e o € X, & inter-
pretada como antes. Assim, ¢’ serd o proximo estado da méaquina,
o' deve ser escrito no lugar de o e d indicar4 o deslocamento da cabega
de leitura. Tal transi¢ao sera valida somente se (¢',0’,d) € A(q, o).
A defini¢do de configuracio é igual & que usamos na definicdo da
maquina de Turing deterministica. Para MTNDs, dizemos que uma
configuracio (w1, q,ws) produz a configuracio (wi,q',wh) em k pas-
sos se, estando a maquina na primeira configuragdo, apds k passos
validos ela pode estar na segunda a partir de uma seqiiéncia de tran-
si¢oes validas.

A existéncia de varias transi¢Ges possiveis para cada par (g, o)
numa MTND permite a ocorréncia de computagoes distintas para
uma mesma entrada. Como as MTNDs podem ter varias computa-
¢oes validas possiveis para uma mesma entrada, elas podem produzir
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saidas diferentes para uma mesma entrada. Comentaremos mais so-
bre isso quando falarmos das linguagens decididas por uma méaquina
de Turing.

4.3. Maquina de Turing probabilistica. Uma maquina de Tu-
ring probabilistica (MTP) é uma MTND M = (Q,%,A,s, H) que
funciona de maneira diferente.

A cada passo, em vez de uma transicdo ser escolhida arbitraria-
mente dentre todas as transi¢oes aplicaveis, escolhe-se uma com pro-
babilidade uniforme. Assim, pode-se falar na probabilidade da MTP
produzir, numa computagdo para uma certa entrada, uma saida es-
pecifica. Todas as defini¢oes dadas para as MTNDs aplicam-se de
maneira natural a uma MTP. Observe que uma MTD é uma MTP
em que, a cada passo, had apenas uma transi¢ao aplicavel.

Uma MTP corresponde & formalizagao do conceito de um compu-
tador acoplado a um gerador de niimeros aleatérios.

E possivel descrever o funcionamento de uma MTP postergando
as escolhas aleatoérias para o final. Ou seja, pode-se calcular a pro-
babilidade de se estar em uma configuracao especifica a cada passo e
s6 ao final fazer um tnico sorteio para determinar a configuragao em
que a miquina termina.

4.4, Maquina de Turing quantica. A defini¢do de uma méaquina
de Turing quantica (MTQ) assemelha-se & de uma MTP. Uma ma-
quina de Turing quantica é uma MTND M = (Q,%,A,s, H) com a
relagdo A substituida por uma funcao

a:Q@xEXxQxIx{|,=}—C

tal que, para cada (¢,0) em @ x X, vale que

S lelg,od 0" d) =1,
(q' 0", d)ET
onde T:=Q x X x {+,],—>}.

Cada namero a(qy, 01, ¢, 0,d) é chamado de amplitude. Note que a
determina uma distribui¢ao de probabilidade nas possiveis transigoes
aplicaveis a um par (g1,071).

Define-se superposicao de configura¢des como uma combinagao li-
near de configuragoes, onde o coeficiente de uma configuragao ¢ é um
niimero complexo o, e Y, lae|> = 1, sendo que o somatério é sobre
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todas as configuragoes ¢ que estdo na superposi¢do. O coeficiente .
é a amplitude da configuracao c.

A primeira diferenca no funcionamento de uma MTQ frente as
maquinas anteriores é que esta, a cada instante, encontra-se numa,
superposicao de configuragoes. Para que a transi¢do de uma MTQ
esteja bem definida, é preciso que a maquina satisfaca a seguinte
propriedade: se, numa superposicao obtida depois de k passos a partir
da configuragao inicial, hd uma configuragao com amplitude nao-nula
num estado final, entao todas as configuragoes com amplitude nao-
nula nessa superposi¢ao estdo num estado final.

Se todas as configuragdes da MTQ com amplitude ndo-nula forem
finais, a MTQ termina a execugdo. Caso contrario, ela efetua uma
transicao, que consiste no seguinte. Digamos que ¢ := 22:1 ajcj é
a superposic¢ao corrente, onde Z;‘:l \ozj|2 =1e a; # 0 para todo j.
Para cada j, seja C; o conjunto das configuracoes que podem ser
obtidas de c¢; em um passo por meio de uma transicao cuja amplitude
é nao-nula. Para cada c em C}, seja o) a amplitude correspondente

a transicao de c; para c. Entao, temos que a superposigao resultante

da transicao é ¢’ = 22:1 Y cec, ale.

Quando uma mesma configuracao ¢ aparece em mais de um con-
2
. .12

; . o o i
junto C; e ‘Zj:cecj ajol| # Zj:ceoj |aJac| , dizemos que houve
interferéncia. A interferéncia é negativa se o lado esquerdo é menor
que o direito e positiva caso contrario. O fendmeno de interferéncia é
o principal responsavel pela diferenga entre uma MTQ e uma MTP.

A segunda diferenca no funcionamento de uma MTQ frente as mé-
quinas anteriores é que, ao final de sua execugdao, a MTQ efetua o

D . t i
que chamamos de medi¢ao. Digamos que ¢ := ijl ajcj & a su-
. o~ 2 . t 2

perposicao final da maquina, com ijl lajl? = 1 e aj # 0 para
todo j. Uma medigao consiste na escolha aleatéria de uma configu-
ragdo ¢ = ¢; com probabilidade |a;|?, e na transi¢do da superposigao
1) para a superposi¢io i)' := ¢, ou seja, para a superposi¢do em que
apenas a configuragio ¢ tem amplitude ndo-nula (mais exatamente,
¢ tem amplitude 1 em ?’). A saida da MTQ é o que esta escrito na
fita apos a medigdo. Assim como uma MTP, uma MTQ pode produ-

zir diferentes saidas para uma mesma entrada, cada uma com uma,
probabilidade.
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Chamamos de paralelismo qudntico 4 capacidade da MTQ estar
numa superposicao de configuracoes, e, num passo, efetuar transi-
¢oes miltiplas, envolvendo diversas configuragoes. Potencialmente é
possivel explorar o fendémeno de interferéncia bem como o paralelismo
quéntico para se obter algoritmos quanticos eficientes para problemas
considerados dificeis no modelo classico de computagao.

5. TEORIA CLASSICA DE COMPLEXIDADE

Apresentamos alguns resultados e defini¢oes do modelo classico de
computagao com o intuito de estabelecer um paralelo durante a apre-
sentacao dos correspondentes quinticos desses resultados e defini¢oes.

5.1. Principais classes de complexidade. Vamos falar agora so-
bre as classes de complexidade mais importantes no modelo classico
de computacao, baseados na abordagem apresentada por Papadimi-
triou [Pap94].

Para isso, definiremos o significado de tempo e espago consumido
nas maquinas do modelo classico. Em seguida, falaremos das lingua-
gens decididas por cada uma dessas maquinas e finalmente definire-
mos as principais classes do modelo classico de computagao.

Tempo consumido pelas mdquinas de Turing. Durante a descricao da
MTD, foi definido que (w1, q,w2) F%, (w},q',w}) se a maquina M sai
da primeira configuracao e vai para a segunda em exatos k passos.
Se (w1,q,w2) é a configuracdo inicial de M e ¢’ é um de seus esta-
dos finais, entdo dizemos que k é o tempo consumido por M para a
entrada ws.

Dada uma MTD M, se existe um polinémio p(n) : N — N tal que,
para qualquer entrada x, o tempo consumido por M é limitado su-
periormente por p(|z|), onde |z| denota o comprimento da palavra z,
entao dizemos que M é polinomialmente limitada.

Se M é uma MTND, o maior tempo consumido em uma com-
putacao valida de M para uma entrada determinada é considerado
o tempo consumido por M para essa entrada. Analogamente, M é
polinomialmente limitada se existe um polinémio p(n) : N — N tal
que, para qualquer entrada x, o tempo consumido por M em qualquer
computagido valida é limitado superiormente por p(|z|).
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Por fim, se M é uma MTP, valem as mesmas defini¢oes usadas para
as MTNDs. Vale destacar que no caso das MTPs também aplica-se
o conceito de tempo esperado de computagao, que formalmente é a
esperancga do tempo consumido por uma computacao de M para uma
dada entrada z.

Espaco consumido pelas mdquinas de Turing. Existem também clas-
ses de problemas que sao definidas em fungao do espago consumido
pelas maquinas de Turing que os resolvem. Da mesma forma que
no estudo do consumo de tempo, temos interesse especial nos proble-
mas que podem ser resolvidos por maquinas de Turing que consomem
espaco polinomial no tamanho das entradas.

As diferencas entre as maquinas de Turing de naturezas distintas
nao sao muito grandes no consumo de espago. Mais adiante, ao enun-
ciarmos um resultado de Savitch [Sav70], ficar4 mais claro o porqué
dessa afirmacao.

Dizemos que o espago consumido por uma MT é a maior quanti-
dade de células distintas usadas pela maquina para realizar uma com-
putagao valida para uma determinada entrada. No caso das MTDs,
é o nimero de células usadas na unica computagao possivel. Ja para
MTNDs e MTPs, é o maior nimero de células utilizadas em uma
computagao valida.

Como em toda MT a cabeca de leitura s6 pode se deslocar de uma
célula a cada passo, claramente o espa¢o consumido em uma compu-
tacao é limitado superiormente pelo nimero de passos utilizados pela
magquina.

Dizemos que uma MT consome espa¢o polinomial se o espago con-
sumido pela MT é limitado superiormente por um polinémio definido
em fung¢do do tamanho da entrada.

Linguagens e mdquinas de Turing. Ao definir as maquinas de Turing,
utilizamos como parametro um alfabeto X. Esse alfabeto é um con-
junto que contém todos os simbolos reconhecidos pela maquina de
Turing em questao. Logo, uma entrada valida para a maquina deve
ser uma, palavra composta apenas por simbolos de X.

Um conjunto de palavras cujas letras pertencem a um alfabeto ¥
é chamado de linguagem. Algumas linguagens possuem propriedades
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que as tornam especialmente interessantes. Geralmente estamos in-
teressados em verificar se uma determinada palavra pertence ou nao
a uma particular linguagem L.

Maquinas de Turing que devolvem respostas binarias podem ser
usadas para efetuar essa tarefa. Uma das respostas indica que a
palavra fornecida como entrada pertence a linguagem L (aceitagao)
e a outra que a palavra nao pertence (rejei¢ao).

Em muitos casos, porém, deseja-se fornecer uma entrada para uma
méquina de Turing para a obtencdo de uma saida que nao pode ser
descrita apenas com duas respostas distintas. Por exemplo, uma ma-
quina que recebe a representacao binaria de um ndmero inteiro z
qualquer como entrada e devolve como resposta a representacao bi-
néaria do nimero z + 2 claramente deve ser capaz de devolver mais
do que duas respostas distintas. Nesse caso, dizemos que estamos li-
dando com um problema, e nao com uma linguagem. Rigorosamente,
existem diferengas entre problemas e linguagens, mas como podemos
transformar uma coisa na outra de maneira razoavelmente simples,
vamos falar de problemas e linguagens de maneira indistinta. Mostra-
remos agora as relagoes entre as linguagens e as maquinas de Turing
deterministicas, ndo-deterministicas e probabilisticas.

Se existe uma MTD M que, dada uma palavra z, responde se z
pertence ou nao a uma determinada linguagem L, entao dizemos que
M decide a linguagem L. As respostas sdo devolvidas por M através
dos simbolos 0 e 1, que indicam rejei¢ao e aceitagao, respectivamente,
da palavra z. Esses simbolos devem aparecer sozinhos na fita da
méquina ap6s a mesma ter parado, na segunda célula da esquerda
para a direita.

No caso das MTNDs, ja vimos que podem existir varias compu-
tagOes e varias saidas possiveis para uma méaquina e uma entrada.
Assim, dizemos que uma MTND M decide uma linguagem L se toda
palavra ¢ € L é aceita por M em alguma de suas computacoes, e
se toda palavra =z ¢ L é rejeitada por M em todas as suas compu-
tacoes. Essa definigdo acaba mostrando a caracteristica das MTNDs
que faz com que elas paregcam ser mais eficientes computacionalmente
e menos realistas do que as MTDs.

Por fim, a decisao de linguagens por MTPs tém um aspecto
um pouco diferente das demais méaquinas de Turing. Assim como
as MTNDs, as MTPs também podem produzir respostas distintas
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para uma mesma entrada. Porém, nas MTPs, atribuimos a cada
computagdo valida (e conseqiientemente a cada possivel resposta)
uma determinada probabilidade. A decisdo de uma linguagem por
uma MTP envolve as probabilidades de obtencao das respostas.

Em alguns casos estamos interessados em fixar uma probabilidade
maxima para as rejeicoes incorretas, em outros para as aceitagoes
incorretas e em outros para as duas simultaneamente. A decisao
de linguagens em MTPs, portanto, ndo possui uma defini¢ao unica
como no caso das MTDs e das MTNDs. Logo, ao utilizar esse conceito
mais adiante no texto, definiremos exatamente o significado adequado
dentro do contexto.

As classes P ¢ PSPACE. A partir do conceito de maquinas de Tu-
ring polinomialmente limitadas, vamos definir as linguagens polinomi-
almente decidiveis. Dizemos que uma linguagem é polinomialmente
decidivel se existe uma méaquina de Turing deterministica polinomi-
almente limitada que a decide.

A classe P (polynomial-time) € o conjunto de todas as linguagens
polinomialmente decidiveis. Esta classe é extremamente importante,
pois contém a maior parte dos problemas que podem ser resolvidos de
maneira eficiente. Dizemos que um problema é resolvido de maneira
eficiente se existe um algoritmo para resolvé-lo que consome tempo
polinomial no tamanho da entrada. A classe P é fechada sob uniao,
intersecgao, concatenacao e estrela de Kleene. Essas propriedades sao
importantes e suas provas sao interessantes, mas serao omitidas nesse
texto.

De maneira bastante parecida com a que definimos a classe P,
podemos definir a classe PSPACE (polynomial-space). Vale ressaltar
que, enquanto a primeira faz a classificacao das linguagens em funcao
do tempo consumido, a segunda o faz em fun¢ao do espago consumido.
Dizemos que uma linguagem pertence & classe PSPACE se ela é
decidida por uma méquina de Turing deterministica que consome
espaco polinomial no tamanho da entrada.

E facil ver que P C PSPACE: como ja observamos, toda MTD
que consome tempo polinomial certamente consome espago polino-
mial, j& que, a cada passo, a cabeca de leitura da maquina s6 pode
se mover de no maximo uma célula & direita. Por outro lado, o in-
verso nao é verdade. E facil imaginar uma MTD que consome tempo
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superpolinomial mas espago polinomial. Assim, é concebivel (e até
de se esperar) que existam linguagens em PSPACE que nio estejam
em P. Surpreendentemente, nao se sabe até hoje se este é o caso ou
nao. Ou seja, nao se sabe se P = PSPACE.

As classes NP e coNP. As classes NP e coNP podem ser descritas
de maneira parecida com a que descrevemos a classe P. Conforme
explicaremos adiante, essas classes sao muito importantes no estudo
da teoria de complexidade classica.

Vamos definir NP (nondeterministic polynomial-time) e coNP em
fungdo das maquinas de Turing nao-deterministicas polinomialmente
limitadas. Dizemos que uma linguagem pertence a classe NP se ela
pode ser decidida por uma maquina de Turing nao-deterministica
polinomialmente limitada.

A classe das linguagens cujo complemento pertence a NP é de-
nominada coNP, onde o complemento de uma linguagem L sob um
alfabeto X é a linguagem ¥*\ L. De maneira geral, o complemento de
uma classe de complexidade arbitraria C é denotado por coC e defi-
nido como o conjunto das linguagens cujo complemento esta em C.

Por exemplo, ao definir a classe P, também poderiamos ter de-
finido a classe coP, seguindo a defini¢do acima. Nesse caso, temos
uma classe que é igual ao seu complemento. Dada uma linguagem L
em P ou em coP, e uma maquina M polinomialmente limitada que
a decide, basta trocar aceitagao por rejei¢ao e vice-versa na descrigao
de M para obter uma méaquina polinomialmente limitada que decide
o complemento de L.

As classes NP e coNP contém véarios problemas para os quais nao
se conhece algoritmo polinomial, e formam com a classe P a fronteira
entre o que pode e o que nao pode ser resolvido eficientemente no mo-
delo classico. Essas classes também sao importantes porque contém
uma grande quantidade de problemas de interesse pratico.

Claramente, toda linguagem que estd em P também estd em NP e
em coNP, visto que uma MTD é uma MTND. Porém, nao sabemos
muito mais a respeito da relagio entre essas trés classes. A questao
mais importante e conhecida é se P é igual a NP. Se isso for verdade,
saberemos que muitos problemas para os quais hoje nao se conhecem
algoritmos exatos razoaveis terdo uma solugao polinomial. Porém,
sao poucos os que acreditam nessa hipotese.
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NP C PSPACE. Uma relagao conhecida entre classes de comple-
xidade é que NP C PSPACE. Isso significa que toda linguagem
decidida por uma MTND limitada polinomialmente pode ser deci-
dida por uma MTD que consome espago polinomial.

Vamos apresentar a prova de maneira razoavelmente informal, pois
0 que queremos mostrar é a idéia que esta por tras da simulacao de
uma MTND por uma MTD.

Dada uma MTND M polinomialmente limitada que decide uma
linguagem L, queremos mostrar que essa miquina pode ser simulada
por uma MTD M' que consome espago polinomial e decide a mesma
linguagem L.

A diferenca entre as maquinas M e M' é o nao-determinismo.
Sendo uma MTND, M requer apenas que uma de suas possiveis com-
putagoes aceite uma palavra da linguagem L, e também requer que
todas as computagdes rejeitem as palavras que nao estao em L.

Logo, ao simular M, a maquina M’ deve ser capaz de simular
todas as computagoes possiveis de M para poder rejeitar uma palavra
corretamente. A conclusdo de que uma palavra estd na linguagem
pode ser rapida (basta encontrar a primeira computagio que aceita a
palavra de entrada), mas de qualquer forma em geral ndo é possivel
determinar a priori quantas simulagoes precisam ser feitas.

Assim, considerando o pior caso, é facil ver que toda simulagao
de M por M' que consiste em testar cada uma das computagoes
possiveis pode consumir tempo exponencial no tamanho da entrada.
Porém, sabemos que M é polinomialmente limitada. Logo, todas as
suas computacoes consomem tempo, e portanto espago, polinomial
no tamanho da entrada.

Assim, uma simulagido de M por M' que testa cada computagio
possivel consumindo espaco polinomial e que sempre consegue re-
aproveitar esse espago nas préximas computagoes é suficiente para
mostrar que NP esti contida em PSPACE.

A construgdo da M’ é razoavelmente simples. A idéia principal
consiste numa espécie de busca em largura num grafo. Mais espe-
cificamente, M’ simula todas as computagdes possiveis de M com
t passos antes de simular qualquer computagao com ¢ + 1 passos.

Para representar as computagoes, M’ pode indexar as transigdes
das computagdes com nimeros. Esses niimeros serao obtidos a partir
de um contador, que sera representado na base binaria. Logo, mesmo
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se o nimero de computagdes for exponencial, o espago consumido
por M' para armazenar tal contador sera polinomial no tamanho da
entrada.

A cada passo da simulagdo, M’ incrementa seu contador e simula
a computagdo de M referente a seu valor. O conteido da fita de M
para cada computagio pode ser guardado numa fita auxiliar durante
a simulagdo, e antes da préoxima computacgio essa fita é apagada.
Dessa forma, é claro que o espago usado para guardar as computagoes
também serd polinomial no tamanho da entrada.

Como toda transi¢ao de M pode ser simulada em tempo polinomial
por M', a simulagdo pode ser feita consumindo espago polinomial
no tamanho da entrada. Assim, NP C PSPACE. Analogamente,
mostra-se que coNP C PSPACE.

Dizemos que uma linguagem pertence & classe NPSPACE se ela
é decidida por uma maquina de Turing nao-deterministica que con-
some espago polinomial no tamanho da entrada. Uma simulacao
semelhante a essa foi proposta por Savitch [Sav70] para mostrar que
NPSPACE = PSPACE.

As classes RP e coRP. As classes discutidas a seguir envolvem com-
putagdes probabilisticas e sdo de fundamental importancia tanto no
modelo classico como no modelo quantico.

Primeiro definimos a classe RP (randomized polynomial-time). Na
literatura, essa classe é definida em funcao das mdquinas de Turing
Monte-Carlo. Infelizmente ndo ha um consenso quanto a defini¢ao
dessas maquinas (algumas fontes falam que elas devem ser limitadas
polinomialmente, enquanto outras nio estabelecem essa restri¢ao).
Logo, vamos fazer a definigdo da classe em funcio de suas proprieda-
des principais.

Para que uma linguagem L pertenca a classe RP, deve existir uma
MTP M limitada polinomialmente satisfazendo o seguinte:

(1) Se uma palavra z dada na entrada nio esta na linguagem L,
entdao a maquina M sempre rejeita a palavra z.
(2) Se uma palavra z dada na entrada est4 na linguagem L, entdo
a maquina M aceita £ com probabilidade pelo menos 0,5.
Essas duas propriedades caracterizam a maquina de Turing Monte-
Carlo. Diz-se neste caso que M decide a linguagem L com probabili-
dade de aceitagao 0,5.
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O valor da probabilidade de aceitagao na defini¢do de RP nao é
muito importante, no sentido de que qualquer outro valor em (0;1]
leva & mesma classe RP. Isso porque, de uma MTP limitada po-
linomialmente que decide uma linguagem L com probabilidade de
aceitagdo p, para um valor p qualquer em (0, 1], é possivel obter uma
MTP limitada polinomialmente que decide L com probabilidade de
aceitagdo 0,5. De fato, se p > 0,5, ndo ha nada a fazer. Se p < 0,5,
executa-se k vezes, com k = [—1/logp], a maquina original e rejeita-
se a palavra se pelo menos uma vez a maquina original a rejeitou. Do
contrario, aceita-se a palavra. Esse procedimento aumenta a proba-
bilidade de aceitacao para pelo menos 0,5.

O uso da repeti¢do da execugdo das méaquinas de Turing Monte-
Carlo é bastante util, pois pode deixar a probabilidade de falsas re-
jeicoes arbitrariamente pequena. Por isso, esse recurso é bastante
utilizado na pratica, mesmo quando as probabilidades de rejeigao in-
correta sdo pequenas (menores que 0,5).

A classe coRP, das linguagens cujo complemento estd em RP,
pode também ser vista como a classe das linguagens L para as quais
existe uma MTP M limitada polinomialmente com as seguintes pro-
priedades:

(1) Se uma palavra z dada na entrada nio esta na linguagem L,
entao a maquina M rejeita x com probabilidade maior ou
igual a 0,5.

(2) Se uma palavra z dada na entrada esta na linguagem L, entdo
a maquina M nunca rejeita a palavra z.

As definig¢bes deixam claro o cariter complementar das duas clas-
ses. Enquanto as linguagens que estao em RP admitem maquinas
que fazem rejeigoes incorretas, as linguagens de coRP admitem ma-
quinas que fazem aceitagoes incorretas.

A classe RP claramente esta contida em NP. Basta notar que
uma maquina de Turing Monte-Carlo para uma linguagem L é uma
maquina de Turing ndo-deterministica que decide L (existe pelo me-
nos uma computagao dessa maquina que aceita cada palavra que esta
em L e todas as computagdes rejeitam palavras que nao estdo em L).
Um argumento analogo mostra que a classe coRP estd contida na
classe coNP.
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Também é claro que P estd contida nessas duas classes, pois
uma MTD é um caso especial de uma maquina de Turing Monte-
Carlo, onde as palavras sempre sao aceitas e rejeitadas corretamente.

As classes ZPP e BPP. Na tltima se¢io, vimos classes de lingua-
gens que sao decididas por MTPs limitadas polinomialmente que po-
dem ou aceitar ou rejeitar erroneamente uma determinada palavra.

Agora, vamos definir uma classe de linguagens que exige das méa-
quinas que as respostas sejam corretas, mas que abre mao da certeza
da polinomialidade na execugao.

Para que uma linguagem L pertenga a classe ZPP (zero-error
probability polynomial-time), deve existir uma maquina de Turing
probabilistica M que sempre aceita palavras que pertencem a L e
sempre rejeita palavras que nao pertencem a L, e cujo tempo esperado
de execugao para qualquer entrada é polinomial.

Pela defini¢gdo, podemos perceber que a classe ZPP é muito pa-
recida com a classe P, diferindo apenas no fato de que as maquinas
utilizadas podem consumir tempo superpolinomial em algumas com-
putagoes.

Outra definicao possivel é a seguinte: ZPP é a classe das lingua-
gens que pertencem tanto a RP como a coRP. Se uma linguagem
esta tanto em RP como em coRP, executa-se de maneira alternada
cada uma das méquinas envolvidas até que uma delas obtenha uma
resposta certamente correta. O nimero de passos desse algoritmo é
indeterminado (ndo ha sequer garantias de que ele para em algum
momento), mas a esperanga do nimero de passos é um valor po-
linomial no tamanho da entrada, pois a probabilidade de obtengao
de respostas erradas diminui exponencialmente a cada execugao das
magquinas.

Outra classe de complexidade importante, que também pode ser
relacionada com as demais classes probabilisticas ja citadas, é a classe
BPP (bounded-error probabilistic polynomial-time), que contém as
linguagens para as quais existem maquinas de Turing que devolvem
respostas erradas (tanto rejei¢des como aceitagdes) com probabilidade
estritamente menor que 0,5. Na verdade, qualquer delimitacao da
probabilidade no intervalo (0; 0,5) resultaria na mesma classe. Porém,
Papadimitriou [Pap94] mostrou que delimita¢des maiores ou iguais
a 0,5 podem levar a uma classe diferente.
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A defini¢ao dessa classe é simétrica, pois rejeicdo e aceitagdao sio
feitas corretamente na maioria absoluta das computacoes feitas por
essas maquinas. Assim, utilizando um argumento analogo ao do re-
sultado P = coP, obtemos que BPP = coBPP.

Além disso, é facil ver que RP C BPP. Dadas uma linguagem L
em RP e uma maquina M associada, basta executar M com a entrada
desejada duas vezes para que a probabilidade de falsa rejei¢ao seja de
no maximo 0,25. Como a probabilidade de falsa aceitagao é zero, as
condigOes necessarias para que L pertenca a BPP estao satisfeitas.
O argumento que mostra que coRP C BPP é analogo.

Por fim, vale destacar que nao sabemos ainda se a classe BPP
esta contida na classe NP.

6. CLASSES QUANTICAS DE COMPLEXIDADE

Vamos agora apresentar as duas principais classes quanticas de
complexidade e demonstrar alguns resultados que as relacionam as
classes cléssicas.

6.1. Tempo, espago e linguagens no modelo quantico. Du-
rante as discussoes sobre o modelo classico de computacao, fizemos
consideragoes sobre o consumo de tempo e de espago pelas maquinas
de Turing deterministicas, nao-deterministicas e probabilisticas.

O tempo consumido por uma MTQ com entrada x é o nimero de
passos que a maquina efetua até terminar a execugao. Essa defini-
¢ao é consistente, porque exigimos que, quando uma configuragao da
superposicao atinge um estado final, todas as demais configuragoes
também o fazem.

O espago consumido por uma MTQ M com entrada z é definido de
maneira analoga ao espago consumido por uma MTND. Dentre todas
as configuragoes que durante a execucao de M tiveram amplitude
nao-nula, seja ¢ aquela com o maior nimero possivel de células em
que M escreveu algo. O numero de células utilizadas em c é o espago
consumido por M com a entrada z.

No contexto de linguagens, estamos interessados em MTQs que,
para cada entrada z, tém saida ou 21 ou z0 (MTQs devem ser reversi-
veis, por isso a resposta usualmente binéria é precedida pela entrada).

“artigo”

2004/11/29

page 42
e



COMPUTACAO QUANTICA: COMPLEXIDADE E ALGORITMOS 43

Diz-se que uma MTQ M desse tipo decide de maneira exata uma lin-
guagem L se, para todo x em L, a maquina M produz como saida z1,
e, para todo z fora de L, a maquina M tem como saida z0.

Por fim, para um nimero p entre 0 e 1, diz-se que uma MTQ M
decide L com probabilidade p se M, com entrada z em L, produz x1
com probabilidade pelo menos p e, com entrada x fora de L, produz z0
com probabilidade pelo menos p.

6.2. As classes EQP e BQP. As duas classes de complexidade
que iremos introduzir aqui foram propostas por Bernstein e Vazi-
rani [BV97].

A classe EQP é o conjunto das linguagens que sao decididas de
maneira exata por uma MTQ que consome tempo polinomial no ta-
manho da entrada. Essa classe corresponde & classe P do modelo
classico.

A classe BQP é o conjunto das linguagens para as quais exis-
tem maquinas de Turing quanticas que devolvem respostas erradas
(tanto rejei¢bes como aceitagdes) com probabilidade estritamente me-
nor que 0,5. A classe correspondente no modelo classico € BPP, e
assim como no caso dela, a probabilidade de erro pode ser qualquer
valor no intervalo (0;0,5).

A seguir, vamos mostrar algumas relagoes envolvendo essas classes
e as classes tradicionais de complexidade.

6.3. Relagoes envolvendo as classes quanticas. Inicialmente,
vamos mostrar que P C EQP e que BPP C BQP, pois as de-
monstragoes e as idéias envolvidas sao mais simples. Em seguida,
mostraremos que BQP C PSPACE. Seguem abaixo demonstra-
coes breves das duas primeiras relacoes, apresentadas no artigo de
Bernstein e Vazirani [BV97].

Teorema 6.1. P C EQP.

Demonstragdo. Seja L uma linguagem que pertence a classe P. E fa-
cil ver que existe uma MTD limitada polinomialmente que, para cada
entrada z, produz como saida z1 se ¢ € L e 0 caso contrario. Para
toda MTD polinomialmente limitada, existe uma MTD reversivel
equivalente, que também é limitada polinomialmente. Para obté-la,
modifica-se a maquina original de modo que cada um de seus estados
s6 possa ser atingido por movimentos da cabega de leitura em uma
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unica diregio (as transigoes cujas triplas tém o mesmo estado devem
fazer o0 mesmo deslocamento da cabega de leitura da méquina).

Isso pode ser obtido duplicando-se os estados da maquina. Com
isso, a funcao de transi¢ao torna-se bijetora quando a diregao é igno-
rada, e pode-se, de uma configuragdo arbitraria da maquina, deduzir-
se a configuracao “anterior”. Ou seja, a maquina é reversivel. Além
disso, o niimero de passos executados pela maquina até que ela pare
é o mesmo da méquina original.

Mas se uma MTD é reversivel, entao essa maquina é uma MTQ
onde cada superposi¢do de configuracoes contém apenas uma confi-
guragao com amplitude nao-nula.

Logo, existe uma MTQ limitada polinomialmente que, para cada
entrada z, devolve x1 como resposta sempre que z estd em L, e de-
volve z0 sempre que z estd fora de L. Entao, L é decidida de maneira
exata por uma MTQ, e portanto pertence a EQP. Concluimos assim
que P C EQP. a

A demonstragido a seguir mostra como uma MTQ engloba natu-
ralmente um gerador de nimeros aleatdrios.

Teorema 6.2. BPP C BQP.

Demonstragdo. Sejam L uma linguagem em BPP e M uma MTP
para L dada pela definicaio de BPP. Para mostrar que L € BQP,
vamos descrever uma MTQ que simula M com um aumento apenas
polinomial no consumo de tempo.

Para simplificar, vamos assumir que M tem k opgoes de transi¢ao
em cada um de seus passos, para algum k fixo. Se numa simulagao
de M por uma MTQ M' conseguimos, a cada passo, escolher alea-
toriamente um simbolo do alfabeto {1,...,k}, entdo M pode ser si-
mulada por M’. Cada simbolo do alfabeto é usado para definir qual
transicao se aplica no passo que estd sendo simulado de M. Esses
simbolos podem ser gerados da seguinte maneira.

A cada passo, se o estado atual ndo é final, a cabeca de leitura
desloca-se para uma determinada posi¢ao da fita e escreve-se o sim-
bolo j com amplitude 1/v/k, para j = 1,...,k, em uma tnica tran-
si¢ao, que representa um sorteio aleatorio. Feito isso, o contetdo da
célula é lido, a cabeca retorna para a posicao original da fita e a
transicao representada pelo simbolo lido é realizada.
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A célula utilizada no sorteio deve ser tal que ndo haja interferén-
cia no resto da fita. Como M é polinomialmente limitada, existem
nameros c e e tais que qualquer computacao de M nao consome mais
do que cn® passos. Assim, basta inserir os caracteres dos sorteios
seqiiencialmente, comegando na (cn®*!)-ésima célula da fita.

Como cada transicao do passo de sorteio tem amplitude 1/\/%,
entdo cada configuragio no final tera amplitude (1/v/k)?, onde t é
o namero de passos de M, lembrando que nao ocorreré interferéncia
entre as configuragoes geradas. Logo, com a medigao, a probabilidade
de obtenc¢do de um determinado resultado em M' sera igual & da
obtencao do mesmo resultado em M.

Como M pode ser simulada por M’, a linguagem L pode ser
decidida com a mesma probabilidade p > 0,5 por uma MTQ li-
mitada polinomialmente. Logo, L € BQP, e portanto temos que
BPP C BQP. O

As duas provas mostradas acima servem para reforgar idéias que
devem ser intuitivas apos a leitura das defini¢oes envolvidas. Nosso
objetivo agora é mostrar uma relagdo menos imediata e mais impor-
tante, que envolve o consumo de espaco na simulagdo de uma MTQ
por uma MTD.

Quando falamos em simula¢do de uma MTQ por uma MTD, esta-
mos nos referindo a uma simulac¢ao onde queremos saber a probabili-
dade de cada saida possivel ser produzida. Nao conhecemos nenhuma
simulagdao de uma MTQ por uma MTD que consuma tempo polino-
mial no tempo consumido pela MTQ, porém o teorema abaixo mostra
que é possivel fazer uma simulagio utilizando espago polinomial no
espago consumido pela MTQ. Nesse texto, mostraremos apenas as
linhas gerais da prova desse teorema.

Teorema 6.3. BQP C PSPACE.

Demonstragio. Seja L € BQP e M := (Q,%,a,s, H) uma MTQ
polinomialmente limitada que decide L com probabilidade p maior
que 0,5. Vamos descrever uma MTD M’ que decide L em espaco
polinomial no tempo consumido por M. A maquina M' calcula, para
cada entrada z, a probabilidade p, de M aceitar z (ou seja, de M
produzir z1 como saida). No final, M’ aceita ou rejeita z de acordo
com o valor de p,.
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Dizemos que uma configuragao (wy, g, ws2) tem tamanho k se a ca-
deia de caracteres w; w2 tem k caracteres. Dadas duas configuragoes
c1 e ca, denotamos por a(cy, cz2) o valor da amplitude correspondente
a transicao de M que leva c¢; a ca. Se ndo ha nenhuma transi¢ao que
leva ¢; a cg, entdo a(cy,ce) = 0. Seja ¢ := (1>, s,2) a configuragao
inicial.

A maquina M', para cada inteiro ¢ a partir de |z|, simula ¢ passos
de M e calcula a probabilidade p, de M produzir, em ¢ passos, a
saida z1. Essa probabilidade é dada por

2

Dz = Z Ha(ciflaci) )
C1y5Ct @

onde o somatorio é sobre todas as configuragoes cy, . .., ¢; de tamanho
no maximo ¢ onde ¢; = (>, h,z1), para algum h em H. Note que o
ntimero de termos no somatério é no maximo 7' = t|3|%|Q)|.

A méaquina M' deve portanto calcular o somatério descrito acima.
O primeiro problema que aparece é a incapacidade de M’ fazer cal-
culos com nimeros irracionais. MTDs s6 podem armazenar valores
inteiros limitados, enquanto que cada a(c;—1,¢;) pode nem mesmo
ser racional. Logo, a simulagdo serd uma aproximagao, que deveri
ter um erro tolerdvel. Por fim, vale destacar que cada um dos no
maximo T termos do somatoério tera ¢ fatores.

Se cada a(c;_1,¢;) for representado com m bits tanto na parte in-
teira como na parte imaginaria dos nimeros, onde m é grande com-
parado a logT, o erro serd pequeno (da ordem de 27™). Assim, a
primeira dificuldade ja foi eliminada.

O que M’ deve fazer é computar cada termo do somatério e guar-
dar a soma dos termos. Como cada operagao de adi¢do usa pouco
espago auxiliar (ou seja, consome espago polinomial em m) e s6 é ne-
cesséario guardar a cada operagao a soma atual, podemos garantir que
0 espago necessario para efetuar o somatério é polinomial. No caso
dos produtos, os mesmos comentérios se aplicam.

O que resta considerar agora é a obtencao de cada a(c;_1, ¢;). E fa-
cil, em tempo polinomial nos comprimentos de ¢; ; e ¢;, detectar se
¢; pode ou nao ser derivada de ¢;_; em um passo. Se nao pode, entao
a(ci—1,¢;) = 0. Se pode, entdo ao mesmo tempo pode-se determi-
nar a transigdo (¢1,01,¢,0,d) em @ X ¥ x @ x ¥ x {+,]},—=} que,
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quando aplicada a ¢; 1, leva a ¢;. A maquina M' entdo aciona uma
“subrotina” que recebe um nimero m e devolve, em espago polinomial
em m, o valor de a(q1,01,¢,0,d) com precisdao 2~™. O valor devol-
vido pela subrotina é a aproximagao desejada de a(c;—1,¢;). Mostrar
que de fato hda uma MTD que efetua tal subrotina e consome espago
polinomial em m nao é tarefa trivial e envolve uma série de etapas.
Omitiremos essa prova nesse texto.

E importante notar que o nimero de tais subrotinas ndo depende
da entrada, mas apenas da maquina M. Assim M' est4 bem definida,
desde que existam MTDs que executem tais subrotinas. Mais do que
isso, cada etapa que M’ executa consome espago polinomial (assu-
mindo que as subrotinas consumam espago polinomial), portanto de
fato BQP C PSPACE. O

Dos resultados acima, temos que BPP C BQP C PSPACE. As-
sim, ndo é possivel mostrar que BPP # BQP sem resolver a classica
questao de se P estd propriamente contido em PSPACE ou nao.
Por outro lado, no mesmo artigo, Bernstein e Vazirani [BV97] mos-
tram um oraculo em relacdo ao qual BPP # BQP. Outros resul-
tados nessa linha, porém direcionados & questao “P # NP?”, foram
provados por Bennet et al. [BBBV97]. Por exemplo, Bennet et al.
mostraram que, em relagdo a um oraculo, NP ¢ BQP.

7. COMENTARIOS FINAIS

A 4rea de computagdo quantica aborda um tema que de inicio se
mostra atraente e amedrontador ao mesmo tempo. O seu aspecto
amedrontador vem principalmente do seu carater multidisciplinar,
que em particular implicou na adogao de uma notagao que mistura a
tradicionalmente usada em mecéinica quintica com a empregada em
teoria da computagao e em algebra booleana.

Acrescentado a isso, h4 o fato de que, por ser ainda uma area
jovem, sdo raros os bons textos introdutérios disponiveis (textos di-
daticos, objetivos e auto-contidos). Esperamos que esse nosso texto
sirva como uma introducao ao assunto, senao didatica, pelo menos
objetiva e, dentro do possivel, auto-contida.

Shor [Sho03], num artigo onde ele discute possiveis razdes para
a escassez de resultados algoritmicos novos nessa area, comenta que
é curioso que os dois resultados algoritmicos mais famosos da &area
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digam respeito a problemas ligados & teoria dos ntimeros: o problema
da fatoragao e o problema do calculo do logaritmo discreto. Ele
levanta a possibilidade de que o modelo quantico seja mais adequado
para resolver problemas dessa natureza.

Para ver o texto completo que resultou dessa iniciagdo cientifica,
visite a pagina http://www.ime.usp.br/ magal/quantum/.
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