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1 Introducao

Problemas envolvendo seqiiéncias sao uma classe importante dos problemas
combinatoérios, usualmente de simples exposicao, mas muitas vezes intrigan-
temente dificeis. Estes problemas aparecem nas mais diversas areas, como
por exemplo em compressao de dados e em biologia molecular computacio-
nal [10, 18].

Alguns destes problemas estao bem resolvidos, no sentido de que existem
algoritmos eficientes para soluciona-los, enquanto que outros sao conside-
rados computacionalmente dificeis. Quando os problemas em questao sao
problemas de otimizacao combinatoria dificeis, é comum encontrar na lite-
ratura uma variedade de algoritmos de aproximagao para eles, que surgem
como uma possivel forma de ataca-los.

Algoritmos de aproximacao sao algoritmos eficientes para um problema
de otimizacao combinatéria que produzem nao necessariamente uma solucao
6tima para o problema, mas sim uma solucao viavel com uma certa garantia
de qualidade [6, 11, 23]. Muitos destes algoritmos decorrem de ferramentas
bem conhecidas de projeto de algoritmos, bem como de propriedades muitas
vezes nao-triviais do problema em questao.

O estudo de algoritmos de aproximacao para problemas envolvendo
seqiiencias inclui o estudo de uma série de conceitos, ferramentas, e pro-
blemas algoritmicos basicos, que sao de interesse geral na area de projeto de
algoritmos combinatorios.

Um dos problemas bem conhecidos envolvendo seqiiéncias é o problema
da superseqiiéncia comum minima (shortest common supersequence),

denotado por scs: dadas seqiiéncias sy, .. ., s, (finitas) de simbolos sobre um
alfabeto, encontrar uma seqiiéncia de comprimento minimo que seja super-
seqiencia de cada s;, parat1=1,...,n.

O problema é discutido em diversos livros [10, 18, 23] e em uma série
de artigos, alguns cléssicos [4, 15, 21] e vérios outros, alguns deles mais
recentes [1, 2, 3, 5, 7, 12, 14, 19, 20, 24].



Sabe-se que o scs é NP-dificil [8], e mesmo MAX SNP-dificil [4, 22], o
que significa que mesmo a existéncia de um PTAS (esquema polinomial de
aproximagao) para ele é pouco provavel (implicaria que P = NP).

Na literatura, ha diversos algoritmos de aproximagao para o SCS [2, 3, 4,
5, 7,14, 15, 19, 20, 21] e ha também uma conjectura cldssica envolvendo um
destes algoritmos, conhecido como algoritmo guloso (GREEDY) para o scs.

Neste texto, abordamos alguns destes algoritmos mostrando suas respec-
tivas razoes de aproximacao e ainda mostramos alguns resultados de comple-
xidade sobre o SCS.

2 Consideracoes iniciais
Considere um conjunto S de seqiiéncias.

Definigao 2.1 (Superseqiiéncia comum). Uma seqiiéncia 0 = 0103...0, €
uma superseqiéncia comum para S se, para todo s € S, existem naturais
tejtas quel <1< j<mnes=00i41...0j.

Definigao 2.2 (Superseqiiéncia comum minima). Uma superseqiiéncia
comum minima para S € uma supersequéncia comum para S de com-
primento minimo. Denotamos o problema de encontrar tal sequéncia por

scs(S).

Definicao 2.3. Denotamos por Scs*(S) uma solu¢io d6tima do SCS(S).
Quando S estiver implicito no contexto escrevemos SCS*.

Sejam s1, ..., s, as seqiiéncias dadas como entrada para o SCS. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que nenhum s; é subseqiiéncia de um s;
com i # j. De fato, se houver um s; que seja subseqiiéncia de um s; com
i # 7, podemos remover s; de S sem alterar a solu¢ao do problema.

Definicao 2.4 (Livre de subseqiiéncias). Um conjunto S de seqiiéncias é
livre de subseqiiéncias' se nenhuma seqiiéncia de S é subsegiiéncia de
alguma outra subseqiiéncia de S.

Portanto, a partir de agora, consideraremos que o conjunto S dado é livre
de subseqiiéncias.

L Substring free no inglés.



Definicao 2.5. Seja C' um conjunto qualquer e seja f : C' — R. Para
C' C C, seja f(C) = .cor F(C).

Definigao 2.6. Para qualquer seqiiéncia s, denotamos por |s| o comprimento
da seqiiéncia s, denotamos por ||S|| a soma dos comprimentos das seqiiéncias
em S; ou 8€j0,, HSH = ZSES ’8‘

Definigao 2.7 (Sobreposicao). Para duas seqiiéncias s e t, uma sobre-
posicao entre s et ¢ uma seqiiéncia v tal que s = uv e t = vw, onde ou u
ou v nao € vazia. Note que a seqiéncia v pode ser vazia e que S e t nao sao
necessariamente diferentes.

Definigao 2.8 (Sobreposigao méxima). Para duas seqiiéncias s e t, a so-
breposicao mdxima, denotada por over(s,t)?, é a mais longa sobreposi¢ao
entre s e t.

Defini¢ao 2.9 (Prefixo). Para duas seqiiéncias s e t, o prefiro de s em
relagao at, denotado por pref(s,t), é a seqiiéncia u tal que s = uv et = vw
onde v = over(s,t).

Podemos portanto escrever s = pref (s, t)over(s,t).

Definigao 2.10 (Composicao). Para duas seqiiéncias s e t, a composi¢cao
de s e t, denotada por comp(s,t), € a seqiéncia vvw onde s = uv, t = vw
e v = over(s,t).

Por exemplo, a sobreposicao méaxima entre as seqiiéncias © = abbbaab e
v = baababa é baab, o prefixo de u em relacao a v é abb e a composicao de
u e v ¢ abbbaababa, que é justamente a superseqiiéncia comum minima de
uew.

Teorema 2.1 (Fungao objetivo). Uma superseqiiéncia comum minima de

S = {s1,...,8,} corresponde a uma permutagao (o1,...,0,) de {1,...,n}

21 L . o
tal que > 7 |over(s,,,so,,,)| ¢ maximo e vice-versa. A superseqiiéncia
correspondente a uma permutagao (oy,...,0,) é

pref<501> 802)])7’6f(802, 503) e pref(sonfl, Son)50n~

2 Do inglés overlap.



Figura 1: Estrutura de uma solucao 6tima.

Demonstracao. Considere uma solugao 6tima SCs* do problema para a
instancia S. Sejam o1, ..., 0, os indices das sequéncias de S na ordem em
que ocorre a primeira aparicao das seqiiéncias de S em scs*. Note que
SCS* comeca com a seqliencia de s,,, pois caso nao comegasse poderiamos
retirar algumas das primeiras letras de SCS* e ainda teriamos uma super-
seqiiéncia de S mas de tamanho menor do que SCS*, contrariando o fato de
que SCS* é minima. Por outro lado, basicamente pela mesma razao, SCS*
termina com s,,. Outro fato a notar é que em sSCs* utilizamos a méxima
sobreposicao entre as seqiiéncias s,, € s,,,,, paratodos=1,...,n—1, ja que
caso contrario poderiamos diminuir SCs* aumentando a sobreposicao de duas
seqliéncias consecutivas e isso contradiria o fato de SCS* ser minima. Isso por-
que como nenhuma seqiiéncia de S é subseqiiéncia de outra seqiiéncia, temos
que se uma seqjiiéncia comeca antes de outra em SCS* entao ela também acaba

antes. Temos entdo que [scs*| = ||S] — S0} lover(so,, So,,,)]- Como [|S||
depende apenas da instancia, encontrar SCS* é o mesmo que encontrar uma
permutacio (o1, .. .,0,) que maximize 1" |over(s,,, so,,, ). O

3 Um algoritmo inicial

Um primeiro algoritmo guloso que se pode pensar ao conhecer o problema e a
necessidade de se encontrar uma aproximagao para o mesmo (ja que o mesmo
é NP-dificil) é da seguinte forma: para um conjunto S de seqiiéncias, crie um
conjunto T' = S e entao escolha duas seqiiéncias distintas s e t pertencentes
a T tais que a sobreposicao maxima entre elas seja a maior possivel. Faca
a composicao c entre as duas e entao remova s e t e insira ¢ em 7'. Repita



0 processo até restar uma tunica seqiiéncia em 7. Apds n — 1 iteragoes, T’
conterd uma unica seqiiéncia que é uma superseqiiéncia das seqiiéncias em
S.

H& na literatura [21] uma conjectura de que este algoritmo é uma 2-
aproximacao para o problema da superseqiiéncia comum minima. Blum
et al. [4] provaram que ele é uma 4-aproximagao e recentemente Kaplan
e Shafrir [12] provaram que ele é uma 3,5-aproximagao. Podemos ver fa-
cilmente que ele nao é melhor do que uma 2-aproximacao. Basta to-
mar S = {c(ab)*, (ba)k, (ab)*c} onde k é um inteiro positivo arbitrdrio.
No primeiro passo, o algoritmo escolhe compor c(ab)* com (ab)*c e temos
T = {c(ab)¥c, (ba)*}. Entdo ele junta as duas seqiiéncias gerando, por exem-
plo, a superseqiiéncia c(ab)¥c(ba)F de comprimento 4k + 2. E facil ver que a
superseqiiéncia comum minima para a instancia é ¢(ab)**'c, de comprimento
2k + 4.

Mostramos agora uma versao mais formal do algoritmo. Considere
primeiro uma fungdo que descobre o maior over(s,t) entre seqiiéncias do
conjunto 7"

MAXOVERLAP (T)
1 overpma: <0
2 s+t 0
3 paracadau €T faga
4 para cada v € T faga
5 se u # v e overma, < over(u,v) entao
6 OVET gy <— over(u,v)
7 S+ u
8 t<« v
9 devolva (s,t)

Podemos agora considerar o algoritmo guloso mencionado acima, conhecido

como GREEDY.

GREEDY (S)
T+ S
enquanto |T| # 1 faga
(s,t) + MAXOVERLAP(T)
T« T\ {s,t} U{comp(s,t)}
seja t o unico elemento de T

U W N~



6 devolvat

Definigao 3.1 (Fungao custo). Seja G = (V, E) um grafo (digrafo) e c :
E — Q. Vamos nos referir a ¢ como uma funcgao custo e, para cada e em
E, c(e) serd o custo da aresta (arco) e. Se S C E, usaremos c(S) para

denotar ) .sc(e). Se H é um subgrafo de G, entao escrevemos c(H) em
vez de ¢(Ey).

Definigao 3.2 (Digrafo associado). Para um conjunto S de seqiiéncias,
definimos o digrafo associado a S como um digrafo G = (S, E), onde
E ={(si,s5)|s1 € S e sy € S}. Note que G inclui lagos pela defini¢do.

Defini¢ao 3.3 (Digrafo de sobreposi¢ado maxima). Para um conjunto S de
seqiiéncias, definimos o digrafo de sobreposi¢ao mdxima de S como o
par (G, s) onde G € o digrafo associado a S e s(u,v) = |over(u,v)|. Deno-
tamos (G, s) por Gs.

Definigao 3.4 (Digrafo de prefixo). Para um conjunto S de seqiiéncias,
definimos o digrafo de prefixo de S como o par (G,p) onde G € o digrafo
associado a S e p(u,v) = |pref(u,v)|. Denotamos (G,p) por Gp.

Podemos ver que o GREEDY escolhe, a cada iteragao, o arco de maior
peso em (G5 que nao forma circuito e que, considerando o digrafo gerador
com apenas as arestas escolhidas, nenhum vértice tem grau maior que 1. Ou
seja, nao podemos concatenar o final de uma seqiiéncia com mais de uma
outra seqiiéncia. Damos na Figura 2 um exemplo desse fato. Considere
S = {s1, 2, 83, 84} onde s; = ababab, sy = bababa, s3 = ababbb e s4 = bbbaba.

Para resolver o SCS basta encontrarmos uma ordenacao que pode ser
entendida como um caminho hamiltoniano no digrafo associado a S. Portanto
h4 uma relacao do SCS com o problema do caixeiro viajante (TSP?).

Defini¢ao 3.5 (Caminho (circuito) hamiltoniano). Um caminho (circuito)
hamiltoniano em um digrafo G = (V, E) € um caminho (circuito) que passa
por todos os vértices de G.

3 Do inglés travelling salesman problem.



Figura 2: Execucao do GREEDY no digrafo de sobreposicao méaxima. Na
figura (a) vemos o digrafo de sobreposi¢do maxima para S. Em (b) vemos
que o GREEDY escolhe o arco de maior peso s;se (existem outras opgoes)
ficando com trés seqiiéncias (abababa, ababbb ¢ bbbaba). Em (c) o GREEDY
escolhe s3s4 ficando com duas seqiiéncias (abababa e ababbbaba), em (d) o

GREEDY escolhe sys3 gerando ababababbbaba uma superseqiiéncia comum
de S.

Definigao 3.6 (Problema do caixeiro viajante). Dado um digrafo G = (V, E)
e uma fungdo custo ¢ : E — Q, encontrar (se ezistir) um circuito hamilto-
niano de custo minimo em G, onde o custo de um circuito é a soma de c(e)
para todo arco e do circuito.

Defini¢ao 3.7. Para um conjunto S de seqiiéncias denotamos por TSP*(S)
um circuito hamiltoniano de custo minimo para o digrafo de prefivos de S.

Seja (01, ...,0,) uma ordenacao dos vértices em TSP*. Poderiamos pen-
sar na seqiiéncia pref (So,, Sop) =+ * DTEf (So,_1s Sop ) PTEf (S0, So,) COMO O rétulo
desse circuito hamiltoniano de custo minimo no digrafo de prefixo de S. Se
considerarmos pref (So,, Soy) * * * PTef (So,_1» Sop ) S, » tEMOS UMa superseqiiéncia
comum para S, de custo maior ou igual do que o do circuito pois |pref (s, t)| <



|s|. Portanto temos:
lTsP*(9)|| < [scs™(S)| — min{|over(s,t)| : s,t € S} < |scs™(S)].

O problema do caixeiro viajante ¢ NP-dificil [9]. No entanto, uma apro-
ximagao para o mesmo poderia nos levar a uma aproximacao para o SCS.
Em geral, o TSP é dificil também de se aproximar, porém para o seu caso
métrico existe uma %—aproxima(;éo. Sé que infelizmente a instancia do TSP
obtida do Scs nao é métrica (ela ndo satisfaz a desigualdade triangular ne-
cessariamente), logo ndo podemos derivar uma boa aproximacao para o SCS
desta maneira.

A andlise do fator de aproximacao do GREEDY é muito complexa e
necessita de outros recursos ainda nao apresentados, portanto ela serd apre-
sentada posteriormente na se¢ao 9. Na se¢ao 6 apresentaremos um problema
fortemente relacionado com o TSP para o qual existem algoritmos eficientes.

4 Complexidade do problema

Nesta segdo apresentaremos uma prova de que o scs é NP-dificil [8]. Con-
sideramos o problema de decisao relacionado ao SCS e entao mostraremos
uma reducao polinomial do problema da existéncia de um caminho hamil-
toniano em um grafo a versao de decisao do scs. Portanto, se existir um
algoritmo polinomial para o SCS existird também um para encontrar um ca-
minho hamiltoniano num grafo genérico em tempo polinomial, implicando
que P = NP.

Definicao 4.1 (Versao de decisao do scs). Dado um conjunto S de
sequéncias e um inteiro positivo k, descobrir se existe uma supersequéncia
comum de comprimento k para S.

Inicialmente discutiremos uma variante do caminho hamiltoniano que sera
usada na reducao.

Definigao 4.2. Para um digrafo G = (V,E) e para v € V, deno-
tamos por 07 (v) a quantidade de arcos de G saindo de v, ou seja,
0t(w) = {we V: vwe E}. Do mesmo modo denotamos por 6~ (v) a

quantidade de arcos de G entrando em v, ou seja, 6~ (v) = {w € V 1 wv €



Definigao 4.3 (Problema do caminho hamiltoniano direcionado restrito).
Dado um digrafo G = (V,E) e vértices s e t, onde = (s) = 0, 67(t) = 0
e 0 (v) > 2 para todo v € V\{t}, decidir se existe um caminho hamiltoniano
de s para t em G.

Sabe-se que a versao sem restrigoes desse problema é NP-completo [13].
Comecaremos mostrando que esta variante ainda é dificil.

Lema 4.1. O problema do caminho hamiltoniano direcionado restrito é NP-
completo.

Demonstracao. E f4cil notar que o problema esta em NP: um caminho ha-
miltoniano de s para t em G serve como certificado. Para a segunda parte
da prova vamos reduzir o problema do circuito hamiltoniano direcionado a
variante em questao do mesmo.

Seja. G = (V,E) uma instancia do problema do circuito ha-
miltoniano direcionado.  Seja G’ = (V' E’) um novo digrafo com
Vi = V \ {v} U {stabt}, onde v € V. Para descrever E’,
considere S = {sw : w € Viow € E}, T = {ut : v € Vjuv €

E}, N = {ta,th,ab,ba,at’,bt'}, D = {ut’ : u € V,6T(u) < 2} e
O = {uw: ve Vi iweV uw e E}. Temos que ' = OUSUTUN.
Ou seja, dividimos o vértice v, que foi escolhido arbitrariamente, em dois
vértices, s e t. Para todos os arcos que saem de v, ha um arco que sai de s
(conjunto S) e para todo arco que entra em v, hd um arco que entra em t
(conjunto T'). Ha arcos para garantir que o grafo tenha §*(u) > 2, para todo
u e V'\ {t'} (conjunto D), alguns novos arcos de interesse para o problema
(conjunto N) e os arcos originais de G que nao tém nenhuma ponta em v
(conjunto O). Note que G tem um circuito hamiltoniano direcionado se e
somente se G’ tem um caminho hamiltoniano direcionado comecando em s e
terminando em t’. Veja o exemplo da figura 4. O]

Definicao 4.4. Uma seqiiéncia é primitiva se nenhum simbolo aparece mais
de uma vez nela, ou seja, nao had repetigoes.

Teorema 4.1. O scs é NP-dificil. Além disso, o scs é NP-dificil mesmo
quando a instancia S é tal que, para algum h > 3, |s| = h e s é primitiva
para todo s € S.
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Figura 3: (a) Um digrafo G com um circuito hamiltoniano direcionado indi-
cado pelos arcos claros. (b) O digrafo G’ da redugao do problema do circuito
hamiltoniano ao problema do caminho hamiltoniano direcionado restrito para
o digrafo G da figura (a). Note que 6 (v) > 2, para todo v # t', que 6 (s) = 0
e 07(¢) = 0 e que um caminho hamiltoniano direcionado no digrafo G" que
comeca em s passa obrigatoriamente por todos os vértices do digrafo origi-
nal G antes de chegar a t.

Demonstragao. Inicialmente provaremos o teorema para h = 3 e seqiiéncias
nao necessariamente primitivas.  Entao mostraremos como tornar as
seqiiéncias primitivas e estender a reducao para h > 3.

Seja G = (V, E) uma instancia do problema do caminho hamiltoniano
direcionado restrito. Podemos assumir que V- = {1,...,n}, s =1et = n.
Seja m = |E|. Tremos construir um conjunto S de seqiiéncias para G sobre
o alfabeto X = VUBUX, onde B={v:v € V\{n}} e X = {p #,5$}.
O conjunto S juntamente com um k fixado mais a frente serd a instancia
correspondente a G da versao de decisao do ScCs.

Para cada vértice v € V \ {n} criamos um conjunto A4, com 26" (v)
seqiiéncias da seguinte maneira. Seja R, = {w : vw € FE} o conjunto
de vértices adjacentes a v em (. Estabeleca uma ordem arbitraria entre os
elementos de R, denotando-os por wy, ..., ws+)—1 considerando os indices
moédulo 0% (v). Seja A, = {twv : w € Ry} U {wvw; 1 : 0<i <ot (v)}.

Para cada v € V'\{1,n} crie um conjunto C, contendo apenas a seqiiéncia
v#0, chamada de conector. Finalmente, seja T = {>#1,n#3}, o conjunto
das chamadas seqiiéncias terminais.

Seja S a uniao dos A;, 1 < j < n, dos C;, 1 < i < n, e de T.
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Tome k = 2m + 3n. Isso conclui a descricao da instancia da versao de
decisao do scs correspondente a G. Note que é possivel construir S e £ em
tempo polinomial em n + m.

\

®_>

Figura 4: Um grafo G = (V, E) restrito com |V| =5e |E| = 9.

Segue um pequeno exemplo para mostrar como a redugao ¢ feita. Consi-
dere o grafo G = (V, E) da figura 4. Gostarfamos de descobrir se existe um
caminho hamiltoniano direcionado em G de 1 a 5. Inicialmente construimos
o conjunto C' composto de conectores para todos os vértices menos o 1 e
o 5, portanto C = {2#2,3#3,44#4}. Criamos o conjunto das seqiiéncias
terminais T' = {>#1,5#8$} e os conjuntos A, para todo v € V:

A, — {121,131,213,312}
A, — {933,752,325,523)
A, — {353,343, 435,534}

A, = {421,134,751, 243, 315, 542}.

Temos entao que S=CUT U A U Ay U A3 U Ay.

Lema 4.2. Se G tem um caminho hamiltoniano direcionado de 1 para n
entao S tem uma supersequiéncia comum de comprimento k = 2m + 3n.

Demonstracdao. Suponha que G tem um caminho hamiltoniano direcionado P
de 1 an. Seja (v, w;) uma aresta de P. Primeiro crie a superseqiiéncia comum
de comprimento 20*(v) + 2 para A, da forma

TWDW; 41 VW42V * * - VWt (y)—1DWD = * - DW; (1)

chamada de w;-superseqiiéncia para A,. Considerando-se os indices médulo
5% (v), esta superseqiiéncia é formada sobrepondo as seqiiéncias de A, na or-
dem VWU, WiOWiy1, . . ., VWit 5+ (v)—1U; Wits+(w)—10W; onde cada par sucessivo

11



tem uma sobreposi¢ao de comprimento 2. Note que ha uma bijecao entre o
conjunto das w;-superseqiiéncias para A, e o conjunto das rotacoes ciclicas
dos inteiros de 0 até 67 (v) — 1. Note também que as w;-superseqiiéncias para
i =0,...,0"(v) — 1 sao as tnicas superseqiiéncias de A, de comprimento
26T (v) + 2. Ademais elas tém o comprimento minimo (ou seja, sdo super-
seqliéncias comuns minimas para A,). Seja (uy, us,...,u,) a seqiiéncia dos
vértices de P, sendo u; =1 e u, =n. Parai=1,...,n — 1, denotamos a
u;t1-superseqiiéncia para A,, como STD(u;, u;y1). Podemos construir uma
superseqiiéncia para S fazendo sobreposi¢oes maximas para a seguinte ordem
de seqiiéncias:

>H#L, STD(1, uz), up#uz, STD (Uz, us), us#us, . . ., un—1#Un—1, STD (Un_1,n), n#3$

Esta superseqiiéncia comum para S tem comprimento

n—1
> @Y (D) + 2+ (n— 2)+ 4=2m+3n
i=1
, j& que temos n — 2 #’s dos conectores e mais 4 simbolos das seqiiéncias terminais.

O

Note que, no nosso exemplo, a ordem (1,2, 3,4, 5) nos fornece as seguintes
w;-superseqiiéncias para A,:

STD(1,2) = 7121312
STD(2,3) = 232523
STD(3,4) = 343534
STD(,5) — 35424315

Podemos agora construir a seguinte superseqiiéncia para S:
DH1213124#2325234343534#4454243454#3.

Esta superseqiiéncia tem comprimento 33 que é exatamente 2|E| + 3|V|.
Como entre cada par de # temos uma w;-superseqiiéncias para A, para al-
gum v, vemos que a ordem (1,2, 3,4, 5) representa um caminho hamiltoniano
direcionado em G.

Lema 4.3. Se S tem uma superseqiiéncia comum de comprimento 2m + 3n
entao G' tem um caminho hamiltoniano direcionado de 1 até n.

12



Demonstracao. Suponha que S tem uma superseqiiéncia comum de com-
primento 2m + 3n. Vamos mostrar que G tem um caminho hamiltoniano
direcionado de 1 para n.

Vamos mostrar que 2m+ 3n é uma cota inferior para uma superseqiiéncia
comum para S e que s6 pode ser atingida através de uma superseqiiéncia
comum para S que codifica um caminho hamiltoniano direcionado de 1 paran
em G.

Note que |S| = 2m + n e que ||S|| = 3(2m + n), j4 que toda seqiiéncia
em S tem comprimento 3. Seja ¢ uma superseqiiéncia comum para S de
comprimento 2m + 3n. A maior compressao que poderiamos obter é uma
ordenacao de S em que todas as sobreposicoes de seqiiéncias de S conse-
cutivas tenham comprimento 2. Isso resultaria em uma superseqiiéncia de
comprimento 3 4+ 2m +n — 1 = 2m + n + 2: a primeira seqiiéncia contribui
com 3 e as demais com 1, ja que se sobrepoem com a anterior em 2 simbolos.

Mas como nenhuma seqiiéncia comega ou termina com #, o melhor a ser
feito com os n—2 conectores (que tém a forma v#v) é obter uma sobreposigao
maxima de comprimento 1. Além disso, as seqiiéncias terminais sé tém
sobreposicoes de comprimento no maximo 1 e em apenas um lado. Portanto,
temos uma cota inferior melhor, de (2m +n+2)+2(n —2) +2 =2m+ 3n
no comprimento de o. Note também que, para atingir tal comprimento, o
obrigatoriamente teria que comecar com >#1 e terminar com n#$.

Como o ¢é uma superseqiiéncia comum minima para S, temos n
simbolos # em o, um para cada conector. Sejam u; = 1, u, = n e
Uo, ..., U,_1 0S simbolos anteriores aos # exceto o primeiro e o ultimo, na
ordem em que os # ocorrem em o. Note que estes simbolos sao todos dis-
tintos entre si. Considere agora duas ocorréncias consecutivas do simbolo #
em o e seja r a seqiiéncia entre estes dois #’s. Vamos mostrar que x é uma
u;+1-superseqiiéncia de A, para algum 1 <i <n—1. Seja (0o, - .., 05+ (u;)—1)
uma ordenacao dos vizinhos de u;, e sem perda de generalidade considere que
09 = uip1. O primeiro simbolo de z estd em B e o ultimo nao estd em B,
j& que sao extremos de conectores ou terminais. Como nao existem conec-
tores em z, toda subseqiiéncia de x exceto a primeira e a ultima precisam
ter sobreposicao de comprimento 2 nos dois lados (do contrario ¢ nao teria
comprimento 2m + 3n). Portanto, a primeira seqiiéncia precisa ser vu;10.
A seguinte deve ser u;10u,, j4 que u;4; = o0p. Além disso, toda seqiiéncia
em A, exceto duas precisa ter sobreposicao maxima de comprimento 2 em
ambos os lados. Entao toda seqiiéncia em A,,, exceto uma precisa suceder em
ordem a unica seqiiéncia com a qual tem sobreposicao igual a 2. Portanto,
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toda seqliéncia em A, precisa ocorrer continuamente em ordem. Como x
contém uma seqiiéncia de A,,, entao ele precisa conter todas. Portanto, x é a
u;+1-superseqiiéncia padrao para A,,. Como existe um arco de u; para u;q
em GG parai=1,...,n— 1 onde u,, =n e u; = 1, pois caso contrario ¢ nao
teria comprimento 2m + 3n, e como uy, ..., u, fornece uma permutagao dos
vértices de (G, temos que esta ordenacao dos vértices fornece um caminho
hamiltoniano de 1 a n em G. O]

Voltando ao nosso exemplo, considerando a superseqiiéncia:
DAH131213#4343534#4424345424252325#%

de S, podemos ver que (1,2,4,2,5) também é um caminho hamiltoniano
em (G. Note que o comprimento da seqiiéncia também é, como no exemplo
anterior, 33, exatamente 2|E| + 3|V|.

Explicamos agora como restringir a que todas as seqiiéncias sejam pri-
mitivas (que ndo possuem simbolos repetidos) e de tamanho exatamente h,
para h > 3, mostrando como modificar as seqiiéncias de S. Adicionamos ao
alfabeto ¥ o conjunto {ala € V}. Para h = 3, precisamos apenas modifi-
car A,. Substitua as seqiiéncias da forma vav pelas seqiiéncias primitivas
vav, ava e vav. Substitua também as seqiiéncias da forma avb por avb. Para
h > 4, sejam y e 3y seqliéncias primitivas de comprimento h — 4 e h — 2
sobre um alfabeto disjunto de Y. Substitua o # em todos os conectores e
terminais por 3'. Para A,, substitua as seqiiéncias no S original da forma
vav por vayav, e aquelas da forma avb por avyvb. Deixamos para o leitor a
tarefa de determinar o valor de k£ que completa a reducao neste caso. O

Na demonstracao do teorema 4.1 o alfabeto utilizado nao tem tamanho
limitado por uma constante. Ou seja, seu tamanho cresce com o nimero
de vértices de G. Gallant et at. [8] mostraram que o SCS ainda é NP-dificil
quando o alfabeto tem tamanho 2.

4.1 Seqiiéncias curtas

Na instancia S descrita na prova do teorema 4.1, todas as seqiiéncias tém
comprimento igual e pelo menos 3. Quando as seqiiéncias sao mais curtas
que isso, ou seja, para todo s € S temos que |s| < 2, existe um algoritmo
linear para descobrir se existe uma superseqiiéncia de tamanho k para S.
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Existe também um algoritmo linear para descobrir uma superseqiiéncia co-
mum minima de S. Explicaremos agora a idéia geral deste segundo algoritmo.

Iremos analisar o que ocorre com as seqiiéncias de S de comprimento 2,
ja que as seqiiéncias de comprimento 1 podem ser concatenadas ao final
da seqiiéncia gerada pelo algoritmo. (Lembre-se que estamos considerando
sempre S livre de subseqiiéncias.)

O algoritmo de construcao de uma superseqiiéncia consiste em duas fa-
ses. A primeira fase se aplica enquanto existir uma letra a tal que ha mais
sequiéncias em S comecando por a do que terminando por a. Caso nao exista
uma letra assim, va para a segunda fase. Se existir, comece a superseqiiéncia
com a e encaixe tantas seqiiéncias de S com sobreposicao de tamanho 1
quanto possivel, uma atras da outra, nao se importando que a reapareca. Ao
fim deste passo, a seqiiéncia corrente termina com uma letra que nao é a pri-
meira letra de nenhuma das seqiiéncias remanescente de S. Caso tenhamos
coberto todo o S, (ou seja, todas as seqiiéncias de S foram usadas) teremos
encontrado uma superseqiiéncia comum minima para S. Caso contrario, te-
remos uma seqiiéncia que cobre algumas seqiiéncias de S de forma détima.
Esta seqiiéncia comeca e termina com letras diferentes porque por hipdtese
a estd presente no comeco de mais palavras do que no fim. Note, no entanto,
que a diferenca entre a quantidade de seqiiéncias que comecam com a € as
seqiiéncias que terminam com a foi diminuida de 1 se considerarmos apenas
as seqiiéncias ainda nao cobertas. Podemos encontrar seqiiéncias desta forma
até reduzir essas diferencas de modo que, nas seqiiéncias remanescentes de
S, todas as letras estejam no comego em tantas seqiiéncias quanto no fim.
Isso conclui a primeira fase.

Infelizmente nao podemos fazer nada melhor do que concatenar as
seqiiéncias obtidas nesta primeira fase, obtendo uma seqiiéncia corrente. Na
segunda fase, comecamos por uma letra arbitraria e prosseguimos realizando
sobreposicoes de tamanho 1 tanto quanto possivel. Mas desta vez teremos que
a seqiiéncia encontrada obrigatoriamente comega e termina com a mesma le-
tra. Esta seqiiéncia é tal que qualquer “rotagao ciclica” dela é superseqiiéncia
das mesmas seqiiéncias de S que a originaram. Por “rotacao ciclica”, entenda
a rotacao ciclica da seqiiéncia removido o tltimo simbolo, e posteriormente
adicionando-se o primeiro simbolo, apés a rotagao, ao final. (Por exemplo se
temos abcda, removemos o a do final, fazemos a rotacao para cdab e entao in-
serimos ¢ no final.) Portanto se a seqiiéncia corrente contiver uma das letras
desta seqiiéncia, podemos inserir esta seqiiéncia na mesma. Caso isso nao
ocorra, nao podemos fazer nada melhor do que concatenar esta seqiiéncia a
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seqiiéncia corrente, que estamos formando para cobrir S. Podemos realizar o
mesmo processo até cobrir todo o S e entao teremos encontrado uma super-
seqiiéncia comum minima para S. (Isso requereria uma argumentagao, mas
decidimos apenas apresentar a descri¢ao do algoritmo.)

5 Resultados de inaproximabilidade

Nesta se¢ao, apresentamos um resultado importante que mostra que o SCS ¢é
dificil de aproximar. Neste caso temos que se existir um esquema de apro-
ximagao em tempo polinomial para o SCs entao P = NP, ou seja, é improvavel
que exista um algoritmo que, para um € fixo, seja uma (1 + €)-aproximagao.

Definigao 5.1 (L-redugao). Sejam A e B dois problemas de otimizagao.
Dizemos que A L-reduz a B se existem dois algoritmos polinomiais f e g e
constantes a e 3, tais que para qualquer instancia I de A:

1. O algoritmo f produz uma instincia I' = f(I) de B, tal que o custo
otimo de I e I', respectivamente denotados por Opta(I) e Optg(I'),
satisfazem Optp(I') < a-Opta(l), e

2. Dada qualquer solucao viavel de I' com custo ¢, o algoritmo g produz
uma solugao de I com custo ¢ tal que [c—Opta(I)| < B-|¢ —Optp(I')].

Definigao 5.2. Denotamos por TSP4(1,2) a sequinte variante do TSP: Dado
um grafo completo G, vértices x e y distintos e c(e) € {1,2} para todo
e € E(GQ), tal que o subgrafo H de G induzido pelas arestas de custo 1
tem grau mdzimo 4, encontrar um caminho hamiltoniano em G de x a y de
custo minimo.

Papadimitriou e Yannakakis [17, Cor. 1] mostram que o TSP4(1,2) é Max
SNP-dificil. Se substituirmos cada aresta de G por dois arcos, um em cada
direcao, obtemos uma reducao para a versao dirigida do problema, onde
por grau maximo entende-se o grau de saida maximo. A partir de agora
utilizamos a notac¢do TSP,(1,2) para a versao dirigida do problema. Blum
et al. [4] forneceram uma prova’ curta disso que detalhamos mais a seguir.
Adicionamos como hip6tese que H tenha 6% (v) > 1 para todo v € V(G) e
que V=A{l,....n},z=1ley=n.

4Vale notar uma pequena discrepancia entre nosso resultado e o dos autores. O com-
primento da seqiiéncia dos mesmos é maior uma unidade em relacao ao nosso.
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Teorema 5.1. O scs é Max SNP-dificil.

Demonstrag¢ao. Iremos mostrar que o TSP4(1,2) L-reduz ao scs. Utilizare-
mos a mesma construcao do teorema 4.1 para o grafo H da definicao 5.2.
Como aqui permitimos que exista v € V(G) tal que 6% (v) = 1, caso isso
ocorra, seja w o unico vizinho de v. Criaremos um conjunto A, degenerado
da seguinte forma A, = {vwv, wvw}. Note que |A,| = 25" (v) = 2 como an-
teriormente e que |STD (7, w)| = 2% (v) +2 = 4 como ocorria anteriormente.
Portanto podemos usar os resultados anteriores sem nenhum problema.

Lema 5.1. [scs*(S)] < 22 - |tspi(1,2)(I)].

Demonstragao. Seja I = (G, c) a instancia do TSP4(1,2) onde G = (V, E)
e H é o subgrafo de G induzido pelos arcos de custo 1. Seja S a instancia do
scs construida a partir de H como indicado no teorema 4.1. Sejam n = |V/|,
m = |E(H)| e k o nimero minimo de arcos em G de custo 2 que precisam
ser adicionados a H para que o mesmo tenha um caminho hamiltoniano.
Observe que || TSP4(1,2)*(I)|| =n—1+k e que m < 4n pois H tem grau (de
saida) maximo 4. Mostraremos que o comprimento de uma superseqiiéncia
comum minima para S é 2m + 3n + k.

Se k = 0, o resultado segue do teorema 4.1. Caso k > 0, considere um
caminho hamiltoniano P de custo minimo em G. Se ij € P e ¢(ij) = 2 entao
como ij ¢ E(H) nao temos como construir STD(i,7). Em vez de utilizar
a seqiiéncia STD(i, j), podemos usar STD(i,w), onde iw € E(H), e entao
concatenar (em vez de sobrepor) o conector j#;j e proceder normalmente.
Seja o a superseqiiéncia comum para S obtida desta maneira. Note que
lo| = 2m + 3n + k j4 que em k arcos nao pudemos usar STD(i,j). Vamos
mostrar agora que ¢ é uma superseqiiéncia comum minima para S. Suponha
que uma superseqiiéncia comum minima ¢* para S tenha comprimento menor
do que 2m + 3n + k. Como visto anteriormente (teorema 4.1), podemos
assumir que o comega por b#1 e termina com n#$ e, para todov € V'\ {n},
o conjunto A, é coberto por algum STD(v,w), onde vw € E(H). Entao, se
|o*| < |o|, existe um caminho hamiltoniano em G de 1 até n indicado pelos
conectores e tal caminho utiliza menos de k arcos de custo 2, contrariando o
fato que P ¢é 6timo. Assim sendo |SCs*(S)| = 2m + 3n + k.

Note que 2m +3n+k < 2(4n)+3n+k < 1lln+k < 22(n — 1 + k) para
n > 2, completando a prova do lema. O

Lema 5.2. Seja [ uma instancia do TSP4(1,2) e S a instancia correspon-
dente (pela redugao) do SCS. Seja ¢ uma superseqiiéncia comum para S de
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comprimento ¢. Entdo existe uma solucao vidvel de I de custo ¢ tal que
| = [[TsPy(L, 2)* (D)l < |e —[scs(S)*]]-

Demonstracdo. Primeiramente iremos transformar a superseqiiéncia comum
o dada em outra num formato desejado, mostrando que a nova é tao curta
ou mais do que a original. Nosso objetivo inicial é que apareca para todo
v € V uma STD(v,w) na nova superseqiiéncia. Para todo v € V, sejam

o1,...,0 as seqiéncias maximais formadas pelas sobreposi¢oes de tamanho
2 das primeiras ocorréncias de cada sequéncia de A,. Claro que o;, com
i € {1,...,k}, realiza sobreposi¢ao de tamanho no méximo 1 a esquerda e

a direita na superseqiiéncia. Note também que podemos sobrepor todas as
seqiiéncias o; com sobreposigao de tamanho 2 e formaremos a STD (v, w) para
algum vizinho w de v. Isso pode ser realizado desfazendo as sobreposicoes
a esquerda de todas essas seqiiéncias menos a primeira e todas a direita
exceto a da tultima e concatenando essas seqiiéncias intermedidrias no fim da
superseqiiéncia. Note que a nova seqiiéncia é uma superseqiiéncia comum
para S e que ela tem tamanho menor ou igual a original.

Temos agora uma seqiiéncia formada por STD(v,w) para todo v € V|
conectores, terminais e possivelmente um residuo no final da seqiiéncia que
nao cobre exclusivamente nenhuma seqiiéncia de S, e que pode portanto ser
removido. Iremos agora organizar os conectores e terminais. Primeiramente,
garantimos que o conector de um determinado vértice v seja sobreposto por
STD(v,w). A nova seqiiéncia gerada é uma superseqiiéncia comum para S e
tem comprimento menor ou igual a original, j4 que nem w-superseqiiéncias
e nem conectores realizam sobreposicao entre si. Como o terminal >#1 nao
realiza sobreposicao a esquerda com nenhuma outra seqiiéncia, podemos co-
locéa-lo no comecgo da nova seqiiéncia e concatenar a o prefixo da seqiiéncia
anterior até >#£1 no final desta nova seqiiéncia. Do mesmo modo, como o
terminal n#$ nao realiza sobreposicao a direita, podemos trocar o sufixo pelo
mesmo.

Seja ¢’ a superseqiiéncia comum para S gerada desta maneira. Note que
|o| = 2m+ 3n+r, onde r é o nimero de conectores que foram concatenados
(e nao sobrepostos) ao final de cada w-superseqiiéncia. Analisando a ordem
dos vértices nos conectores temos um caminho P de custo ¢ = n — 1+
r. Portanto ¢ — ||Tsp4(1,2)(I)|| = n—14+r—(n—-—1+k) =r—Fk =
2m+3n+r— (2m+3n+ k) = |o’| — [scs*(S)| < ¢ — [scs*(S)| e portanto
¢ = [[TsPa(L2)* (D] < [e — [scs™(S)]]- O
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Concluimos a demonstracao do teorema alegando que ambos os algorit-
mos sao polinomiais no tamanho de 1. O

6 Cobertura por circuitos

Como mencionado anteriormente, existe uma relagao intima entre o SCS e
o TSP que nao pode ser muito explorada. Mas utilizando esta informagao
podemos usar outras formas de encontrar informagoes pertinentes no digrafo
de prefixos.

Definigao 6.1 (Cobertura por circuitos). Uma cobertura por circuitos
de um digrafo G € um conjunto de arcos tais que 0s mesmos formam circuitos
direcionados em G e todo vértice de G pertence a um unico destes circuitos
direcionados.

Defini¢ao 6.2 (Cobertura por circuitos de custo minimo). Definimos uma
cobertura por circuitos de custo minimo de um digrafo G = (V, E)
e uma fung¢ao de ¢ : E — Q como uma cobertura por circuitos cYC*(G, c)
de G tal que para qualquer cobertura por circuitos ® de G, c(cyc*) < ¢(P).
Denotamos c(cYC*) por ||[cYC* (G, c)||. Quando G e ¢ podem ser extraidos
do contexto escrevemos CYC*.

Definicao 6.3 (Emparelhamento). Um emparelhamento em um grafo
G = (V,E) é um conjunto M C E tal que para todo arco uwv € M, ndo
existe ij € M e ij # wv tal que i € {u,v} ou j € {u,v}. Ou seja, em M
nenhum arco compartilha uma ponta com outro arco.

Defini¢ao 6.4 (Emparelhamento perfeito). Um emparelhamento é perfeito
se para todo v € V, existe ij em M tal que v =1 ouv = j. Ou seja, M*
cobre todos os vértices de GG.

Definigao 6.5 (Emparelhamento perfeito de custo minimo). Um empa-
relhamento perfeito de custo minimo de um grafo G = (V,E) com
uma funcao custo ¢ : B — Q associada, é um emparelhamento perfeito M*
de G tal que para qualquer emparelhamento perfeito M de G, temos que

o(M*) < (M),

O problema da cobertura por circuitos de custo minimo pode ser resolvido
por uma reducao ao problema do emparelhamento perfeito de custo minimo
num grafo bipartido.

19



Podemos reduzir o problema da seguinte forma: dados um digrafo
G = (V,E) e uma fungao custo ¢ : £ — Q, descrevemos um grafo bipar-
tido H = (SUT,E’) e uma funcdo ¢y : £ — Q. Ambos S e T s@o cépias
de V. Para cada vértice v em V', denotamos por v’ e v” suas copias res-
pectivamente em S e T. Para cada arco e = uv em FE, existe uma aresta
wv” em E'. Ademais, cgy(u'v"”) = c¢(uv). Perceba que um emparelhamento
perfeito fornece naturalmente uma cobertura por circuitos e que um empa-
relhamento perfeito de custo minimo fornece uma cobertura por circuitos
de custo minimo. Como existe um algoritmo polinomial para encontrar um
emparelhamento perfeito de custo minimo [16], podemos encontrar uma co-

bertura por circuitos de custo minimo de forma eficiente.

a) b)

@ ®\@
@/@//—»%

CICICYCEC
CACRCRCACAE,

Figura 5: Reducao da cobertura por circuitos de custo minimo ao problema
de emparelhamento perfeito de custo minimo. Note como cada circuito em
(a) aparece no emparelhamento perfeito em (b).

Definigao 6.6. Denotamos por ¢YC*(S) uma cobertura por circuitos de
custo minimo para o digrafo de prefiros G,(S) para um dado conjunto S
de seqiiéncias.

Podemos encontrar uma cobertura por circuitos de custo minimo em G, e
portanto achar superseqiiéncias comuns para cada elemento de uma particao
de S determinada pelos circuitos da cobertura. Concatenando as mesmas,
obtemos uma superseqiiéncia comum para S.

Como uma solucao do TSP é também uma solucao viavel da cobertura
por circuitos, temos que:

ey (S)] < [Itsp*(S)]| < [scs™(5)].
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Considere um algoritmo, que chamaremos de CYCLECOVER, que re-
solva uma instancia da cobertura por circuitos de custo minimo, devolvendo
uma lista de circuitos que sao representados cada um por uma seqiiéncia de
vértices [4]. Podemos, entao, encontrar uma aproximagao para o SCS com o
seguinte algoritmo:

CICLECOVER-APROX (5)
Seja (G, p) o digrafo de prefixo de S
¢ < CICLECOVER(G),, ¢)
r« 0
para i < 1 até |®| faga

gﬁi — (I)(Z)

0; < 0

n < [l

para j < 1 até n — 1 faga

oi < oipref($i(4), ¢i(j + 1))

10 o; < O'Z'qbi (n)
r<Tro;
12 devolvar

© 00 O Tt W -

—_
—_

6.1 Algumas propriedades

Apresentamos agora algumas defini¢oes e resultados que serao usados para
provar o fator de aproximacao do CICLECOVER-APROX.

Lema 6.1. Se cada seqiiéncia em S’ C S é uma subseqiiéncia de ¢t para
uma seqiiéncia ¢, entao existe um circuito de custo no maximo |t| no digrafo

de prefixos G,(S) cobrindo todos os vértices correspondendo as seqiiéncias
de 5.

Demonstracao. Para cada seqiiéncia de S’ encontre o ponto inicial da pri-
meira ocorréncia em t*°. KEstes pontos serao distintos ja que S é livre de
subseqiiéncias e estarao na primeira copia de t. Considere as seqiiéncias na
ordem dada pelos seus pontos iniciais, e tome o circuito no digrafo de prefixos
Gp(S) que cobre todos os vértices nesta ordem. E claro que o custo deste
circuito é no maximo |¢|. O

Definicao 6.7. Dizemos que uma seqiiéncia s € mapeada em uma Sequéncia
ciclica ¢ se s é subsequéncia de ¢>.
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Lema 6.2. [Lema da Sobreposicao Médxima| Sejam ¢ e ¢’ quaisquer dois
circuitos em CYC*(S) e a e o duas seqliéncias nao necessariamente em S
que sao vértices de ¢ e ¢’ respectivamente. Temos que |ov(a, ')| < |o]+|¢/|.

ov

Figura 6: Sobreposi¢ao de a com «'. Note que, se |over(a, )| > |¢| + |¢']
entao pp’ = p'p.

Demonstragao. Suponha, por contradicao, que |over(a, ') > |¢| + |¢']. De-
note por p (p') o prefixo de tamanho || (|¢| respectivamente) de over(ca, o).
Note que over(a, a’) é prefixo tanto de p> como de (p")*>°. Portanto, p é pre-
fixo de (p/)* e p’ é prefixo de p>®. Como |over(a, )| > |¢| + |¢'|, segue que
p e p/ comutam, ou seja, pp’ = p'p. Mas com isso temos que p™ = (p)*™ ja
que para qualquer k > 0 temos que p*(p')* = (p/)*p* . Entdo, para qualquer
N > 0, o prefixo de tamanho N de p™ é o mesmo que o de (p')*. Pelo lema
anterior, existe um circuito de custo no méximo |¢| no digrafo de prefixos co-
brindo todas as seqliéncias em S que sdo mapeadas em ¢ e ¢, contradizendo
o fato de que cYC*(S) é uma cobertura por circuitos de custo minimo. [

Teorema 6.1. O algoritmo CICLECOVER-APROX ¢é uma 4-aproximagao
para o problema da superseqiiéncia comum minima.

Demonstragao. Note que a saida do algoritmo é r = o0105---0)9 € que

o3| = ZL@fl \pref (¢:(4), ¢:(7 + )| + |oi(|¢s])]. Seja Sy = {#i(|9i])} o

conjunto das seqiiéncias dos ¢’s que foram escolhidas por tltima para fe-

char um circuito. Entao |r| = [|S¢]l + 32, co Z;:ll pref(¢i(5), ¢:i(j + 1)),
e portanto [r| < [|Sy| + 224,eq [0 = [[Pfll + lcyer(S)]|. Como Sy € S
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temos que |[SCS*(Sf)|| < ||scs*(S)|| e como quaisquer duas seqiiéncias
e o/ em Sy sdo vértices de circuitos ¢ e ¢’ diferentes em CcyYC*(S) temos
que |over(a,a’)| < |¢| + |¢'|. Entao Zlifl‘ over(so,, 50,,,) < 2[jCYC*(9)||
para qualquer permutacao (01,02, .., 0 gf|) das seqiiéncias de Sy. Portanto,
[scs™(5)] = [ses™(Sy)| = [|Syl| —2[|eyer(S)]. Como [[eye(S)|| < [scs™(S)],
temos que ||S¢|| < 3|lcyc*(S)|. Portanto, |r| < ||S¢]| + [lcyc*(S)|| <
4||lcye(S)]|. O

7 Um segundo algoritmo guloso

Quando descrevemos o algoritmo GREEDY, criamos a restricao que, a cada
passo, as sequiéncias s e t escolhidas fossem distintas. Isso garantia que nao
haveriam circuitos sendo formados pelos arcos escolhidos no digrafo de so-
breposicao maxima. Considere agora o seguinte algoritmo: crie um conjunto
T inicialmente vazio e a cada passo escolha duas seqiiéncias s e t de S que
tenham sobreposicao maxima. Se s # t, entao troque s e t pela sua com-
posicao em S. Caso contrario, remova s de S e insira em 7'. Quando S estiver
vazio, o conjunto 7T’ tera varias seqiiéncias que cobrem o S original. Basta
concatend-las para obter a superseqiiéncia comum para S. Veja o algoritmo
abaixo:
MAXOVERLAP-LACOS (T)
0Vermar < 0
st 10
para cada u € T faca
para cada t € T faga
S€ 0VeTmar < over(u,t) entao

OVET gz +— over(u,t)

S < U

t<1t
devolva (s,t)

© 00 O U i W N

MGREEDY-SEQUENCIAS (5)

T« 0

r« 0

enquanto |S| # () faga
(s,t) +MAXOVERLAP-LACOS(S)
se s =t entao

U W N~
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S+ S\ {s}

T+ TU{s}
senao

S« S\ {s,t} U{comp(s,t)}
10 devolva T

© 0 NS

MGREEDY (5)

1 T + MGREEDY-SEQUENCIAS(S)

2 r« 0

3 paracadatecT faga

4 r<rt

5 devolva r

Este é um algoritmo tao facil de implementar quanto o GREEDY. Mas de

fato, provaremos agora que ele fornece uma cobertura por circuitos de custo
minimo, sendo assim uma 4-aproximacao para o SCS potencialmente mais
facil de implementar do que o algoritmo CICLECOVER-APROX. Enunci-
amos a seguir o seguinte lema provado por Turner [21] que serd usado no
teorema a seguir.

Lema 7.1 (Condigoes de  Monges). Sejam  w, u', v
e v  sequéncias, nao  necessariamente  diferentes, tais  que
|over(u, v)| > max{|over(u,u™)|, |over(v=,v)|}. Entao,
lover(u,v)| + |over(v™,u")| > lover(u,ut)| + |over(v—,v)| e

|pref (u,v)| + |pref(v™, u®)| < [pref(u,u®)| + |pref(v™,v)|.
Teorema 7.1. O MGREEDY ¢ uma 4-aproximacao para o SCS.

Demonstragao. Seja G o digrafo associado a S e seja M o conjunto de arcos
de G escolhidos pelo algoritmo MGREEDY. Note que, para um determinado
arco st de G temos que |over(s,t)| + |pref(s,t)| = |s|. Portanto, uma cober-
tura por circuitos de custo minimo para G, é uma cobertura por circuitos
de custo maximo para G4. Considere agora uma cobertura por circuitos de
custo maximo N para G que contenha o maior niimero de arcos em comum
com M. Vamos mostrar que M = N.

Suponha que isto nao ocorra. Como M e N tem o mesmo numero
de arcos, existe um arco em M \ N. Seja e = (u,v) o primeiro arco
de M na ordem induzida pelo MGREEDY que nao estd em N. Entao
existe (v7,v) e (u,u™) em N. Note que (v™,v) e (u,u™) nao pertencem
a M. Como |over(u,v)| > max{|over(v™,v)|, |over(u,u")|}, pelo lema 7.1,
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lover(v™,v)| + |over(u,u™)| < |over(u,v)| + |over(v™,u")|. Portanto, pode-
mos substituir (v7,v) e (u,u™) em N por (u,v) e (v,u") e terfamos uma
cobertura por circuitos de custo nao menor que o custo de N e que tem mais
arcos em comum com M do que NN, contrariando a escolha de N. O

8 Alcancando a 3-aproximacgao

No MGREEDY encontramos seqiiéncias relacionadas a uma cobertura por
circuitos e as concatenamos. Poderiamos considerar agora o conjunto de
seqiiéncias devolvido pelo MGREEDY—SEQUENCIAS e tentar agora en-
contrar uma superseqiiéncia comum minima para o mesmo. O algoritmo
TGREEDY, apresentado a seguir, utiliza esta idéia para encontrar uma apro-
ximacgao melhor para o sScs.

TGREEDY (S)

1 T + MGREEDY-SEQUENCIAS(S)
2 t+ GREEDY(T)
3 devolvat

Veremos futuramente que, para uma instancia S do SCs o algoritmo GRE-
EDY garante que a compressao obtida em S é maior ou igual a metade da
compressao otima. Neste ponto, mostraremos apenas que existe um algo-
ritmo com esta caracteristica.

Lema 8.1. Existe um algoritmo para o SCS tal que a compressao obtida para
uma instancia S é maior ou igual a metade da compressao 6tima de S.

Demonstragao. O seguinte algoritmo é apresentado por Vazirani [23]. Seja G
o digrafo de sobreposi¢ao de S sem lacos. Encontre agora uma cobertura por
circuitos de valor maximo para G, ou seja, uma cobertura C' tal que over(C)
seja maximo. Isso pode ser feito através da mesma reducao apresentada an-
teriormente para encontrar uma cobertura por circuitos de custo minimo, e
portanto, podemos calcular esta cobertura em tempo polinomial. Note agora
que, como GG nao contém lagos, todo circuito tem pelo menos dois arcos. Para
cada circuito remova o arco de menor valor, encontrando assim uma série de
caminhos disjuntos. Note que o valor da compressao 6tima para S é igual
ao valor de um caminho hamiltoniano de comprimento maximo em G, que
por sua vez tem valor menor ou igual ao da cobertura por circuitos de valor
maximo para (G. Como removemos o arco de menor valor para cada circuito,
temos que a soma dos valores destes caminhos é pelo menos metade do valor
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da cobertura por circuitos e portanto é pelo menos metade da compressao
6tima. Considere agora a sobreposicao maxima entre as seqiiéncias dos cami-
nhos e entao concatene as seqiiéncias resultantes. A superseqiiéncia comum
assim obtida para S atinge pelo menos metade da compressao 6tima. O

Portanto podemos modificar a linha 2 do TGREEDY para executar o
algoritmo mencionado neste lema. No teorema a seguir usamos apenas o
fato de que o algoritmo executado na linha 2 garante uma boa compressao.

Teorema 8.1. O algoritmo TGREEDY é uma 3-aproximacao para o SCS.

Demonstra¢ao. Considere uma instancia S = {s1,s9,...,8,}, e sejam
T = {ti,...,tm} o conjunto devolvido por MGREEDY-SEQUENCIAS(S)
e t a superseqiiéncia comum para 7' devolvida por TGREEDY (S).

Seja w : T' — N, a funcao que leva r € T ao tamanho do circuito
associado em Gj.

Pelo lema da sobreposi¢ao méxima (lema 6.2) temos que, para u,v € T,
lover(u,v)| < |w(u)| + |w(v)| e T é uma cobertura por circuitos de custo
minimo (pelo teorema 7.1). Seja (01, ...,0,) uma ordenacao de T' que maxi-
mize 20 |over(t,,, to, .1)|- Seja t* a superseqiiéncia comum minima obtida
por esta ordenagao. Portanto temos que [¢*| = | T — 3207 |over(to;, to,,, -
Entao

n—1
1= 1T = lover(to, to,,)| > [IT]| = 2w(T) = ||T|| — [¢*] < 2w(T).

i=1
Usando o lema 8.1 temos:

170 = 17}
2

=17l = 1] =

|7 — | :
2 ) = ] - w(r)

171 = 1t =

e portanto [t| < |t*| + w(T).

Seja R = {ry,ra,...,rm}, onde r; é a seqiiéncia inicial de t;, isto é, a
sequiiéncia que foi escolhida primeiro pelo algoritmo para formar ¢;. Seja

= {t\,t,, ...t }, onde t; = t; or;, e portanto ¢, comega e termina com 7;.
Seja t"”* uma superseqiiéncia comum minima para 7". Note que [t*]| < [t*] e
que & compressao maxima em 7”7 é maior ou igual a compressao maxima de
R (j& que em T’ toda seqliéncia t; comeca e termina por r;) e seja r* uma
superseqiliéncia comum minima para R. Temos que ||T”| — [t*| > ||R]|| — |*].
Lembre-se que s* é uma superseqiiéncia comum minima para S. Temos que
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|r*| < |s*| j& que R C S. Por fim, note que ||7"|| = ||R|| + w(T'). Portanto
temos

1T NI= "1 = Rl =1r"| = |1 RI+w(T) =t = [ Rl =|r"| = [£"|-w(T) < ||

e como, |[r*| < |s*|, temos que [t"| < |s*| + w(T). Como [t| < |t*] + w(T),
temos que |t| < |s*| + 2w(T), e portanto, |t| < 3|s*| j& que |s*| > w(T),
concluindo a demonstracao. O]

9 Analise do algoritmo guloso

Nesta secao apresentaremos uma analise da razao de aproximacao do GRE-
EDY [4]. Em particular, provaremos que o GREEDY é uma 4-aproximagao
para o SCS. A anélise sera feita comparando as escolhas de arcos do GRE-
EDY com as escolhas realizadas pelo MGREEDY e no final, com uma anélise
amortizada, teremos o resultado desejado.

Podemos pensar no GREEDY como um algoritmo que considera um a
um cada arco do digrafo G, com os arcos ordenados pelo seu custo em G.
Vamos entao escrever e < f para dois arcos de G, se e é considerado antes
que f pelo GREEDY.

Os arcos escolhidos pelo GREEDY descrevem um caminho hamiltoniano
P em Gg. Sejam sq, ..., s, as seqiiéncias de S na ordem em que elas aparecem
em P. Para descarregar a notagao, abusaremos dela usando 1, ..., n para nos
referirmos as seqiiéncias sy, ..., Sy.

Vamos descrever uma particao especifica de {1,...,n} em trés conjuntos.
Para tanto, precisamos de algumas definicoes.

Definicao 9.1. Durante a execu¢ao do GREEDY, o conjunto de arcos esco-
lhidos determina uma cole¢ao P de caminhos disjuntos. Um arco (j,1) € de
retorno se, quando ¢ considerado pelo GREEDY, hd um caminho de i a j
em P. Ou seja, a escolha de (j,1) fecharia um circuito em P. Note que, se
(7,1) € um arco de retorno, entao i < j.

Defini¢ao 9.2. Seja f = (j,i) um arco de retorno. Dizemos que f gera o
intervalo fechado Iy = [i, j|.

Lema 9.1. A familia F = {[. : e é arco de retorno} é laminar. Ademais, se
e e f sao arcos de retorno tais que Iy C I, entao f < e.
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Demonstragao. Note que, se f = (7,47) é um arco de retorno, quando o GRE-
EDY considerou f, os arcos (i — 1,4) e (7,7 + 1) ainda ndo tinham sido
escolhidos. (Caso contrario P nao teria nesse momento um caminho de i a
j-)

Suponha que dois arcos de retorno e e f sao tais que I, = [a,c] e Iy =
[b,d] com a < b < ¢ < d. Se e < f entao pela afirmagdo acima, temos
que f compartilha a cabeca com o arco que ja foi escolhido entrando em b
contrariando o fato de f ser um arco de retorno. Se e < f, e compartilha a
cauda com o arco que ja foi escolhido saindo de ¢ e temos outra contradigao.
Portanto nao existem dois intervalos que se cruzam, formando assim uma
familia laminar.

Suponha agora que existem arcos de retorno e e f tais que Iy C I, mas
e < f. Mas, como visto, todos os arcos no caminho do intervalo fechado I,
ja foram escolhidos e portanto f compartilha a cabeca e a cauda com arcos

ja escolhidos, contradizendo o fato de que f é um arco de retorno. O]
Sejam [i1, j1], - - -, [ix, Jx] 08 intervalos minimais de F, com j, < iy, 1, para
¢{=1,...,k—1. Seja f; o maior arco na ordem < no subcaminho de P de

Je € tgyr1. Seja hy a cabega de f;, e ty a cauda de fy, para { =1,..., k — 1.
Ademais seja tg = 1 e h, = n. Veja a figura 7.

Chamamos os arcos f1, ..., fr de fracos. Note que tais arcos sao aqueles
que “emendam” caminhos de P correspondentes a intervalos minimais de F.
Eles sao escolhidos “por ultimo”, ou seja, sao os de menor custo em G, —
por isso sao chamados de fracos.

A particao entao consiste nos seguintes trés conjuntos:

Sp = Uj_y[te-1,40), Sn = U_ylie, je] € Sp = Uy (je, he).-

Sejam Lp = ) ,cq |pref(L,1 + 1), Ly = Zif:l |comp(ig,...,J0)| €
Lp = Y g, Ipref((€ + D (7)|, onde comp(sy,...,sn,) é a composi¢iao
das seqiiéncias de s; até s,, e s® denota o reverso da seqiiéncia s. Seja
Ow = S5, |over(he, t;)]. Note que o comprimento da seqiiéncia gerada pelo
GREEDY ¢

Lg+Ly+ Lp—Ow

Queremos mostrar que essa soma é no maximo 4|s*|. Para tanto, preci-

samos introduzir mais alguns elementos.

Definicao 9.3. Seja Vg = Sg U Sy e Ag o conjunto de arcos de P entre
vértices de Vi que nao sejam arcos fracos. De forma similar, definimos Vp

€ AD-
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i4 3 h3

Figura 7: Localizacao dos intervalos minimais e dos arcos fracos.

Definicao 9.4. Seja Mg uma cobertura por circuitos de Vg de custo mdzimo
em G[Vg| (o0 subgrafo de G4 induzido por Vg ). Analogamente definimos Mp.

Defini¢ao 9.5. Seja E um conjunto de arcos. Denotamos por over(E) a
soma dos comprimentos das sobreposi¢coes mdzimas de E, ou seja, over(E) =

2eer |over(e)].

Lema 9.2. Lg+ Ly + Lp < 2|scs*|+ over(Mg) — over(Ag) + over(Mp) —
over(Ap) — Lyy.

Demonstracao. Para um conjunto V' de seqiiéncias e um conjunto de A de
arcos sobre V', definimos cOST(A) = ||V||— over(A). Como S C SeSp C S
e ambos Mg e Mp sao coberturas por circuito de custo maximo de G4[Vg]
e G5[Vp| respectivamente, entdo COST(Mp) < |sCs*| e COST(Mp) < |scs*|.
Ademais temos que COST(Ag) = Lp+Ly e COST(Ap) = Lp+Ly,. Portanto,
temos que:

Lg+Ly+Lp = (Lg+Ly)+ (Ly+ Lp) — Ly
= COST(Ag) 4+ cosT(Ap) — Ly
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Vel — over(Ag) + ||Vb|| — over(Ap) — L,
CcOST(ME) + over(Mg) — over(Ag)
+coSsT(Mp) + over(Mp) — over(Ep) — Ly
2|scs™| 4 over(Mg) — over(Ag)
+over(Mp) — over(Ap) — L.

IN

]

Definigao 9.6. Denotamos por V' a unido disjunta de Vi e Vp (ou seja,
mantemos duas cépias para elementos da intersec¢ao de Vg e Vp). Seja W
o conjunto dos arcos entre Vp e Vg correspondentes aos arcos fracos (ou
seja, para cada arco fraco f_ell = (h_ell,t_ell), ha em W um arco da cdpia
de h_ell na uniao disjunta V' correspondente a Vp para a copia de t_ell em
V' correspondente a Vg). Em geral na verdade h_ell e t_ell aparecem uma
unica vez em V', mas podem aparecer duas vezes quando h_ell = j_ell ou
t_ell = ig41). Note que Ow = over(W). Seja A%y o conjunto dos arcos em
V' correspondentes aos arcos de Ag, e A%, definido similarmente. (Ou seja,

N AL =0.) Finalmente, seja A = Ay U AL, UW. De maneira andloga,
definimos M como a “uniao” de Mg e Mp.

VE o—o o o o A

VD e o o o e o o o

Figura 8: O arco tracejado indica um arco de W, enquanto que os vértices e
arcos da linha superior indicam os elementos vindos de Vi e A, e os vértices
e arcos da linha inferior indicam os elementos vindos de Vp e A,.

Note que over(A) = over(Ag)+ over(Ap)+Ow e que M é uma cobertura
por circuitos em G com over(M) = over(Mg) + over(Mp).
Observe que, para completarmos a prova, resta mostrarmos que

over(M) — over(A) — Ly < 2|scs™|.

Seja H o digrafo completo em V. Os lemas 9.3 e 9.5 serao usado na prova
do lema 9.6.
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Lema 9.3. Seja N uma cobertura por circuitos em H tal que N \ A nao
contém nenhum arco em Vp x Vg. Existe uma cobertura por circuitos N’ em
A satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) N"\ A nao contém arcos em Vp x Vg
(2) over(N') > over(N)

(3) para cada arco e em A\ N, existe um arco f < e em N’ que compartilha
cabeca ou cauda com e.

Demonstracao. Se N satisfaz as trés propriedades, entao tome N’ = N. Caso
contrario, vamos mostrar como criar uma cobertura por circuitos C' a partir
de N tal que a propriedade (1) é mantida, mas C' tem mais arcos em comum
com A do que N e tem custo pelo menos o custo de N. Podemos, portanto,
iterar o método até que (3) seja satisfeita.

Seja e = (k,j7) em A\ N que viole a condigao (3). Considere os arcos
f=1(0ij) eg= (k1) de N. Entao temos que e < f e e < g e observe
que, como e € A, os arcos f e g nao pertencem a A. Pelo lema 7.1 (de
Monges), podemos trocar f e g por e e (i,]) em N para produzir uma nova
cobertura por circuitos C' tal que over(C) > over(N). A cobertura C' tem
mais arcos em comum com A do que N. Resta mostrar que (,1) ¢ Vp x Vg
pois e € C'N A e portanto (1) nao se aplica a e.

Suponha que ¢ € Vp, portanto j € Vp ja que f € N. Temos entao que
k € Vp ja que e € A (lembre-se que A nao contém arcos com a cauda em Vg
e a cabega em Vp), e como g € N temos que | € Vp (pois g ¢ Vp x Vi),
concluindo que se ¢ € Vp entao | € Vp. A figura 9 ajuda a visualizar este
fato. m

k € ]
i O

Figura 9: Representacao dos arcos e, f e g.

O seguinte lema serd usado na prova do lema 9.5.
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Lema 9.4. Seja e = (j,i) um arco de retorno. O vértice i pertence a Sg ou
entao é o primeiro vértice de um intervalo minimal em F. Da mesma forma,
o vértice j pertence a Sp ou entao é o ultimo vértice de um intervalo minimal

em F.

Figura 10: Esquema para o lema 9.4.

Demonstracao. Seja P = [k,l] o intervalo minimal mais a esquerda em I;.
Suponha que i < k e i estd em Sp (do contrario, ou i € Sg, oui € S¢ e
é o primeiro do intervalo P, assim nao ha mais nada a provar). Seja ¢’ o
intervalo minimal imediatamente a esquerda de 7. Entao, I, inclui o arco
fraco entre ¢ e ¢, que é pior, por definicao, que todos os arcos no caminho
entre ¢ e ¢, incluindo o arco (i — 1,7) que ainda nao foi escolhido. Isso
contradiz a afirmacao inicial da prova do lema 9.1. Portanto ou i < k e
it € Sg ou entao ¢ = k e portanto é o primeiro vértice de um intervalo
minimal em F. A prova para j é analoga. O]

Lema 9.5. Seja N uma cobertura por circuitos em H. Seja e um arco de
N\ A que nao estd em Vp x Vg. Entao e compartilha cabeca ou cauda com
um arco que o precede em < pertencente a uma das categorias abaixo:

(1) arcos de A, ou

(2) arcos de retorno de um intervalo minimal em F com o qual compartilha
a cabeca, que esta em Vp, ou

(3) arcos de retorno de um intervalo minimal em F com o qual compartilha
a cauda, que esta em Vg.

Demonstra¢ao. Como e ¢ A, temos que e nao foi escolhido pelo GREEDY.
Isso significa que e é um arco de retorno ou vale (1), pois e compartilha
cabeca ou cauda com um arco que o precede em < que foi escolhido pelo
GREEDY e que portanto estd em A.
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Se e = (j,i) é um arco de retorno, pelo lema 9.4, entdo ¢ é um vértice
de Sg ou 7 é o primeiro vértice de um intervalo minimal em F e j é um
vértice de Sp ou j é o tltimo vértice de um intervalo minimal em F. Como
e nao estd em Vp X Vg, entdo oui ¢ Sg ou j ¢ Sp. Portanto e compartilha a
cabega (ou seja, vale (2)) ou a cauda (ou seja, vale (3)) com o arco de retorno
f de um intervalo minimal em F e f < e. O

Lema 9.6. Seja Oy, a soma dos custos dos arcos de retorno. Temos que
over(M) < over(A) +20,,.

Demonstracao. Aplique o lema 9.3 a M, obtendo uma cobertura por circuitos
M'. Como M ¢ de custo maximo, por (2) do lema 9.3, M’ também tem custo
méximo. Portanto, basta agora mostrar que over(M') < over(A) + 20y,.
Na verdade, basta provar que over ( M' \ A) < over (A \ M) + 20y,
ja que os arcos que pertencam a M’ N A podem ser adicionados nos dois
lados da desigualdade sem problemas. O que faremos agora é associar cada
arco e de M’ \ A com um arco f < e, tal que f pertence a A\ M’ ou f é
um arco de retorno. Note agora que todo arco de retorno pode ser cobrado
no maximo 2 vezes (pelos itens (2) e (3) do lema 9.5) e que cada arco de
A\ M’ pode ser cobrado apenas uma vez, ja que ele préprio é precedido por
um de seus arcos adjacentes de M’ \ A (pelo item (3) do lema 9.3). Portanto
temos que over(M' \ A) < over(A\ M') + 20, e portanto over(M') <
over(A) +20,,. O

Definicao 9.7. Denotamos por Cy; a cobertura por circuitos do conjunto Sy
que contém um circuito para cada intervalo minimal em F composto dos arcos
escolhidos pelo GREEDY mais o arco de retorno de cada intervalo minimal

em F.

Lema 9.7. C); é uma cobertura por circuitos de custo minimo no digrafo

Demonstracao. Note que a execucao do algoritmo MGREEDY no conjunto
Sy nos fornece exatamente C'yy. O

Teorema 9.1. O GREEDY é uma 4-aproximacao polinomial para o SCS.

Demonstragao. Seja Wy, a soma dos custos (dados por ﬁ> de C);. Temos

que Ly = Wy + Oy e Wy < |scs*| (ja que, se e é um arco de retorno,
entao over(e) é menor que a seqiiéncia mais longa do intervalo minimal em
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F).

Considere as mais longas seqiiéncias de cada circuito de C);. Pelo

lema 6.2, temos que a soma das sobreposicoes maximas numa superseqiiéncia
comum minima para este conjunto ¢ no méaximo 2W), e portanto, temos que
|scs*| > Op — 2Wy. Assim sendo,

Lg+Ly+Lr—Ow < 2|SCS*| + over(Mg) — over(Ag) + over(Mp)
—over(Ap) — Ly — Ow
< 2|scs*| + over(M) — over(E) — Ly
< 2|scs*| + 20y — Ly
= 2|scs™| + Oy — Wy
< 3|scs™| + Wiy
< 4|scs”.
[
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