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Abstract

This text is a modest invitation to study computational geometry. We address four classical problems:
closest pair, convex hull, segments intersection and polygon division. The closest pair problem con-
sists of, given points in the plane, to find a closest pair of them. We present an elegant divide-and-
conquer algorithm for this problem. There are several algorithms that find the convex hull of a set of
points in the plane. We present four of them: an incremental algorithm, the gift wrapping, Graham scan
and Quickhull. These algorithms are based on a variety of techniques, and show how a fundamental
problem can be solved in several different ways. We apply the successful sweepline method to find
segments intersection and to construct a certain polygon division.

Resumo

Este texto é um convite modesto ao estudo de geometria computacional, feito através de problemas
classicos: par mais proximo, fecho convexo, intersecdo de segmentos e divisdo de poligono. No
problema do par mais préximo, sdo dados pontos no plano, e deseja-se determinar um par mais
proximo destes pontos. Apresentamos um elegante algoritmo de divisdo e conquista para este pro-
blema. Existem varios algoritmos que determinam o fecho convexo de um conjunto de pontos no
plano. Apresentamos quatro deles: um algoritmo incremental, o embrulho de presente, o de Graham
e o Quickhull. Estes algoritmos usam-se de técnicas bem diferentes, e mostram como um problema
fundamental pode ser atacado de diversas maneiras. O bem-sucedido método da linha de varredura
é apresentado usando dois problemas: interse¢do de segmentos e divisdo de poligono.

7.1. Introducao

A procura por algoritmos para resolver problemas geométricos vem desde
a época da antiguidade. Algumas motivagdes praticas para a busca por tais
algoritmos foram os impostos sobre o uso da terra e construcdes de edifica-
¢Oes. Sao bem-conhecidas as construgées geométricas de Euclides, que usa-
vam como instrumentos régua e compasso e consistiam de algumas operagoes
que podiam ser realizadas com esses instrumentos. Um problema cléassico de
construgdo geométrica através de régua e compasso é o chamado Problema
de Apollonius (cerca de 200 A.C.), no qual trés circunferéncias arbitrarias no
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plano eram dadas e pedia-se uma quarta circunferéncia que fosse tangente as
trés circunferéncias dadas. Euclides apresentou um algoritmo que resolve este
problema.

Dentre todos os problemas de constru¢gdo geométrica usando as opera-
¢oes de Euclides, um que atraiu grande atencao foi o problema da construgéao
de um poligono regular de n lados. Para n = 3,4,5,6, a solugcdo é conhecida
desde a antiguidade. Entretanto, para heptagonos regulares, o problema néao
tem solugdo: aos 17 anos, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) mostrou que ndo
existe um algoritmo que, usando somente as operagdes de Euclides, constroi
um heptagono regular. Gauss na realidade mostrou que existe um algoritmo
para construir um poligono regular com p lados, para p primo, se e somente
se p € um nimero de Fermat, ou seja, ¢ da forma 22 + 1 para algum inteiro k
ndo-negativo.

Em 1902, Emile Lemoine introduziu uma medida de simplicidade para os
algoritmos que usam as operacdes de Euclides [Preparata and Shamos 1985].
Esta medida é baseada no nimero destas operagdes realizadas pelo algoritmo.
Para Lemoine, o algoritmo mais simples é aquele que faz menos operacgdes.
A solugéo de Euclides para o Problema de Apollonius requer 508 operagbes
enquanto que um algoritmo proposto por Lemoine requer menos de duzentas.
Estava portanto introduzido em geometria um conceito que é, pelo menos em
esséncia, o que hoje chamamos de complexidade de um algoritmo.

Em geometria computacional estamos interessados em projetar algoritmos
eficientes para resolver problemas geométricos. Pelo que foi exposto acima,
vemos que nao é algo novo. A diferenca é que as construgdes usam um ins-
trumento diferente da régua e do compasso: usam um computador. Um pouco
mais precisamente, em geometria computacional, estamos interessados em
encontrar algoritmos eficientes, ou procedimentos computacionais, para resol-
ver problemas geométricos. Muitos desses problemas tém sua origem em ou-
tras areas, como computagao grafica, robdtica e processamento de imagens.
No projeto de tais algoritmos, sdo comumente utilizados resultados de geome-
tria euclidiana, combinatoria, teoria dos grafos, estruturas de dados e analise
de algoritmos.

Geometria computacional € um termo usado por diversos grupos. Entre-
tanto, o termo tem sido mais utilizado para descrever a subarea da teoria de
algoritmos que trata do projeto e analise de algoritmos eficientes para proble-
mas envolvendo objetos geométricos, principalmente, em espagos de dimen-
sao 2, 3 ou, de uma maneira mais geral, de dimenséo fixa. As entradas para os
problemas sdo primordialmente objetos simples: pontos, retas, segmentos de
retas, poligonos, planos e poliedros. E neste sentido que empregamos o termo
geometria computacional neste curso.

Se a tese de doutorado de Michael lan Shamos (1978) for aceita como o
inicio da geometria computacional, pelo menos da maneira como ela sera tra-
tada aqui, entdo a area tem apenas cerca de 30 anos. Ela desenvolveu-se
rapidamente nas décadas de 80 e 90, e continua a se desenvolver. Por causa
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da area a partir da qual cresceu, algoritmos combinatérios, geometria compu-
tacional tem sempre enfatizado problemas de natureza matematica discreta.
Na maioria dos problemas em geometria computacional, as instancias sdo um
conjunto finito de pontos ou de outros objetos geométricos, e a resposta é al-
gum tipo de estrutura descrita por um conjunto finito de pontos ou segmentos
de retas.

De acordo com Joseph O’Rourke, nem todos os problemas em aberto em
geometria computacional sdo necessariamente dificeis; alguns estao simples-
mente esperando a devida atengdo [O’Rourke 1993]. Este pode ser um bom
motivo para investigarmos problemas desta area.

Na proxima secao, especificamos o modelo de computagéo e a notagao
usada nas analises dos algoritmos. Na Secgéo 7.3, apresentamos o problema
do par mais préximo, e alguns algoritmos para ele. Na Sec¢éo 7.4, apresen-
tamos o classico problema do fecho convexo de um conjunto de pontos no
plano, e varios algoritmos para resolvé-lo. Na Segéo 7.5, apresentamos o mé-
todo da linha de varredura, classica ferramenta para resolucdo de problemas
em geometria computacional, e o aplicamos a um problema de intersecéo de
segmentos. Na Ultima segdo, apresentamos um algoritmo para o problema de
divisdo de um poligono em poligonos mondétonos, que também usa o método
da linha de varredura.

Os problemas e algoritmos discutidos neste texto sdo tratados em varios
livros [Cormen et al. 2001, de Berg et al. 1997, Kleinberg and Tardos 2006,
Laszlo 1996, O’Rourke 1993, Preparata and Shamos 1985], alguns por auto-
res brasileiros [Figueiredo and Carvalho 1991, de Rezende and Stolfi 1994].

7.2. Modelo de computacao

Um algoritmo é uma sequéncia finita de instrugdes ou operagdes que re-
solve um problema. Um modelo de computagdo € uma descri¢cdo abstrata e
conceitual, ndo necessariamente realista, de um computador que sera usado
para executar um algoritmo. Nele sdo especificadas as operacbes elemen-
tares que um algoritmo pode executar e o critério empregado para medir a
quantidade de tempo que cada operagdo consome. Exemplos de operagdes
elementares tipicas séo operagdes aritméticas entre nimeros e comparagoes.

Um modelo de computagdo envolve um compromisso entre realidade e tra-
tabilidade matematica e deve, portanto, capturar as caracteristicas de um com-
putador e ainda ser suficientemente simples para permitir uma analise com-
pleta dos algoritmos. O modelo de computagdo que é comumente usado em
geometria computacional é o real-RAM (real random access machine) com
custos uniformes [Preparata and Shamos 1985, Aho et al. 1974]. Esse modelo
€ capaz de manipular nimeros reais arbitrarios. Supde-se que cada operacao
envolvendo niimeros reais consome apenas uma unidade de tempo, mesmo
uma operagao como raiz quadrada.

Ao analisarmos um algoritmo em um determinado modelo de computacao,
queremos estimar o seu consumo de tempo como uma fung¢é@o do tamanho da
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instancia do problema. Nesta estimativa, ignoramos os fatores constantes e
consideramos apenas o comportamento assintético da fung¢é@o. Neste capitulo,
empregamos a notagao apresentada no capitulo 1 Andlise de Algoritmos deste
livro, bem como as ferramentas matematicas la discutidas.

Do ponto de vista pratico, programas de geometria computacional li-
dam com calculos numéricos que, ao contrario de métodos analiticos, for-
necem solugbes aproximadas e nao exatas. A diferenca entre tais solu-
coes e os valores exatos € chamada de erro. Numa implementagéo, deve-
se levar em consideracdo varios tipos de erros possiveis, como por exem-
plo erros de arredondamento devido a precisdo adotada [de Berg et al. 1997,
Sec. 1.2 e 1.4]. No modelo real-RAM, esses erros nao existem, pois este
manipula nimeros reais arbitrarios. Entretanto, em toda implementagéo de
algum dos algoritmos aqui apresentados, esse ponto ndo deve ser igno-
rado [de Figueiredo and Stolfi 1997, Guibas et al. 1989].

7.3. Problema do par mais proximo

. Esta se¢éo estuda alguns algoritmos para um pro-
/ — blema de proximidade. Trata-se do problema do par

mais préximo (closest pair problem), onde queremos
encontrar dois pontos de uma cole¢cdo dada tais que
*l. a distancia entre eles seja a menor possivel. Este
problema tem aplicagbes em controle de trafego aéreo
ot ou maritimo [Cormen et al. 2001], onde pode-se que-
rer saber quais séo os objetos mais préximos para se
detectar potenciais colisdes.

7.3.1. O problema

Os pontos dados podem estar em um espaco de dimenséao arbitraria, mas
neste texto discutiremos o caso em que os pontos estdo no plano e a distancia
entre eles é a euclidiana. Assim, se (x,y) e (x',)') s@o (as coordenadas de)
dois pontos do plano, a distancia entre eles, denotada por DIST(x,y,x,y), € 0

namero ((x—x)+ (y—)%)"/%.

Problema do par mais proximo. Dada uma colegdo P de pontos
do plano, encontrar dois pontos (distintos) de P tais que a distancia
entre eles seja a menor possivel.

Para simplificar a exposi¢ao, os algoritmos descritos devolvem apenas a
menor disténcia entre dois pontos de P. Se |P| = 1, convencionamos que essa
distancia ¢ infinita. E facil modificar os algoritmos para que resolvam o pro-
blema acima (Exercicio 2).

Uma colegédo de n pontos do plano é representada por dois vetores de
numeros, X[1..n] e Y[l..n]. Especificamente, os pontos da cole¢do s&o
(X1, Y[1),..., (X[n],Y [n]).
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7.3.2. Algoritmo elementar

A primeira ideia para a resolugéo do problema do par mais préximo é sim-
plesmente calcularmos a distancia entre cada par de pontos, enquanto man-
temos a menor distancia encontrada até o momento. O algoritmo abaixo, que
implementa essa ideia, recebe dois vetores X[1..n] e Y[1..n] e devolve a menor
distancia entre dois pontos da cole¢édo representada por X[1..n],Y[1..n].

ELEMENTAR(X,Y,n)

1 d< 4o

2 parai<2aténfaca

3 para j« 1 até i—1 faga

4 se DIsT(X[i],Y[i],X[j],Y[j]) <d

5 entdo d «+ DIST(X[i].Y[i],X[/],Y[/])
6 devolvad

O algoritmo esta correto. Para mostrar que o algoritmo esta correto, basta
verificar que a cada passagem pela linha 2, imediatamente antes da compara-
¢ao de i com n,

d é a menor distancia entre dois pontos da colegao representada

por X[1..i—1],Y[l..i—1].
Este invariante mostra que o algoritmo esta correto, pois na Ultima passagem
pelalinha2temosi=n+1.

Consumo de tempo. Observe que o numero de vezes que a linha 4 é

executada é
n l)
Z 171 Zl =
=2

e esta fungéo estd em ©(n?). Ja a linha 5 é executada O(n?) vezes. Assim
sendo, o algoritmo consome tempo ©(n?).

E possivel projetar um algoritmo mais eficiente que este? Uma ideia que
algumas vezes funciona em geometria computacional € considerar o problema
em um espago de dimensao menor e encontrar um algoritmo mais rapido que
possa ser estendido para espacos de dimensado maior. Vamos entdo fazer um
desvio, e pensar no problema quando os pontos dados estdo em uma reta.

7.3.3. Par mais proximo na reta

Quando os pontos dados estdo numa reta, podemos pensar neles simples-
mente como uma colecdo de numeros. Observe que, na reta, a distancia entre
dois nimeros x e ¥’ é |x—x/|. Neste caso, ha um algoritmo muito simples que
determina a menor distancia entre dois numeros da colecdo. Basta ordenar
0s numeros dados e determinar a menor distancia entre dois consecutivos.
O algoritmo a seguir recebe um vetor X|1..n], representando uma colecéo de
pontos da reta, e devolve a menor distancia entre dois deles.
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ELEMENTARRETA(X ,n)

1 MERGESORT(X,1,n)

2 d oo

3 parai« 2 aténfaga

4 se X[i]—X[i—-1] <d
5 entdo d + X[i| — X[i—1]
6 devolvad

O algoritmo esta correto. Veja o Exercicio 3.

Consumo de tempo. Pela Segao Ordenacéo de Vetor do Capitulo 1 Ana-
lise de Algoritmos deste livro, 0 consumo de tempo da linha 1 & ©(nlgn). O ni-
mero de vezes que o bloco de linhas 4-5 é executado é n— 1. Logo, o consumo
de tempo do algoritmo ELEMENTARRETA é @(nlgn), que é substancialmente
menor que 0 consumo do algoritmo ELEMENTAR.

Infelizmente ndo sabemos estender a ideia deste algoritmo para o plano.
A seguir aplicamos a estratégia de divisdo e conquista para resolver o pro-
blema do par mais préximo na reta, obtendo um algoritmo que também con-
some tempo @(nlgn). O algoritmo obtido € um pouco mais complicado que o
anterior, porém pode ser estendido para resolver o problema no plano.

O algoritmo DISTANCIARETAREC-SH, mostrado mais abaixo, é recursivo.
Ele recebe como entrada um vetor crescente X[p..r], com p < r, e devolve a
menor distancia entre dois numeros em X|[p..r]. Assim, antes de invoca-lo, é
necessario ordenar o vetor X:

DISTANCIARETA-SH(X,n)
1 MERGESORT(X,1,n)
2 devolva DISTANCIARETAREC-SH(X,1,n)

A estratégia é dividir o vetor X[p..r] ao meio, uma metade com os nime-
ros “mais a esquerda” e a outra com os numeros “mais a direita”, resolver o
problema recursivamente para os dois vetores resultantes e, de posse das so-
lucdes para estes vetores, determinar a solugéo para o vetor X[p..r].

de dep dp
* o o 9o o & & & & & & b
X[q] X[g+1]
X[p..q X([g+1..7]
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DISTANCIARETAREC-SH(X, p,r)
ser=p
entdo devolva +oo
sendoser=p+1
entdo devolva X[r] — X[p]
senéo g < |(p+r)/2]
dp < DISTANCIARETAREC-SH(X, p,q)
dp < DISTANCIARETAREC-SH(X,q+1,r)
d < min{dg,dp.X[g+1] — X[q]}
devolva d

©CoOo~NOOOA~WN =

O algoritmo esta correto. A menor distancia entre dois ndmeros
em X|[p..r] € a menor das distancias entre dois nimeros em X|[p..q|, ou en-
tre dois nimeros em X|g+1..r], ou entre um ndmero em X|[p..q] € um em
X[g+1..r]. Como X|[p..q] é crescente, a menor das distancias entre um nu-
meroem X[p..qeumem X|[g+1..r] € X[g+1] —X|q]. Desse argumento indutivo
segue que o algoritmo esta correto.

Consumo de tempo. O consumo de tempo de DISTANCIARETAREC-SH
é medido em relagao ao tamanho n:=r—p+1 do vetor X[p..r]. Seja T(n) 0
tempo consumido pelo algoritmo DISTANCIARETAREC-SH quando aplicado a
um vetor X de tamanho n. O tempo consumido pelas linhas 5, 8 e 9 independe
de n, ou seja, esse consumo de tempo é ©(1). Portanto,

T(n) = T([3D+T([5)) +6(). M

Otermo T([%]) corresponde ao consumo de tempo dalinha6eotermo 7(|5]),
ao consumo da linha 7. A fungéo T'(n) estd em ®(n) (Exercicio 4). O algoritmo
DISTANCIARETAREC-SH consome entdo tempo ®(n). Como o MERGESORT
consome tempo ®(nlgn) quando aplicado a um vetor de tamanho n, temos que
0 consumo de tempo do algoritmo DISTANCIARETA-SH é O(nlgn).

7.3.4. Algoritmo de Shamos e Hoey

O algoritmo aqui descrito € uma generalizagdo do algoritmo anterior
para pontos do plano [Shamos and Hoey 1975]. Aqui ele é denominado de
DISTANCIA-SH e, como o anterior, € uma mera casca para o algoritmo que faz
o verdadeiro servigo, o0 DISTANCIAREC-SH.

O algoritmo DISTANCIAREC-SH recebe X|[p..r] e Y[p..r], representando
uma colecéo de pontos do plano. Analogamente ao DISTANCIARETAREC-SH,
o vetor X é crescente. Com isso, temos uma representacao dos pontos orde-
nados em relagao as suas coordenadas X, da esquerda para a direita.

Em uma de suas fases, DISTANCIAREC-SH necessita acessar os pontos
em ordem de suas coordenadas Y. Por isso ele também recebe como entrada
um vetor a[p..r] com uma permutagao de [p..r] tal que Y[a[p]] < Y[a[p+1]] <
.-+ <Ylalr]]. Isso nos fornece uma representacdo dos pontos ordenados em
relagcdo as suas coordenadas Y, de baixo para cima:
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‘ (1,-2)

Dizemos que X,Y,a é uma representagdo ordenada de pontos. Ja que
DISTANCIAREC-SH(X,Y,qa,p,r) recebe uma representacéo ordenada X|[p..r],
Y[p..r],alp..r] de pontos, entdo as linhas 1-4 de DISTANCIA-SH meramente
rearranjam os vetores X e Y e criam o vetor a para que X,Y,a seja uma tal
representagao.

DISTANCIA-SH(X,Y,n)
1 MERGESORT(X,Y,1,n) > ordena X rearranjando Y simultaneamente
2 parai« | aténfaga
3 ali] +i
4 MERGESORTIND(Y,1,n,a) > ordenacdo indireta
5 devolva DISTANCIAREC-SH(X,Y,a,1,n)

Passamos a descrever o algoritmo DISTANCIAREC-SH, que é recursivo. Se
r < p+2 entdo o problema é resolvido diretamente. Caso contrario, a ideia &,
em cada nivel da recurséo, executar as trés fases a seguir:

Dividir: Seja ¢:= |(p+7)/2]. Obtenhaum vetor b[p..r] talque X[p..q].Y[p..ql,
b[p..q] seja uma representagdo ordenada dos pontos mais a esquerda
eX[g+1..r],Y[g+1..r],b[g+1..r], uma representacdo ordenada dos pon-
tos mais a direita.

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor distancia dg entre dois pon-
tos da esquerda e a menor distancia dp entre dois pontos da direita.

Combinar: Devolva o minimo entre dg, dp e a menor distancia dgp entre um
ponto da esquerda e um ponto da direita.

° (Xq].Yla)) *
dE L] .
\ dEI) *
: . . dp
X[p..q).Y[p..q.b[p..q] X[g+1..1].Y[g+1..7],b[g+1..7]
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Veja o pseudocodigo a seguir. Nele, sdo usados dois algoritmos: DIVIDA e
CoMBINE. O algoritmo DIVIDA recebe uma representagdo ordenada X|p..r],
Y[p..r],alp..r] de pontos e devolve um vetor b[p..r] como na descricdo da
fase dividir acima. O algoritmo COMBINE recebe X|[p..r],Y[p..r],a[p..r] € as
distancias dr e dp, e devolve a menor distancia entre dois pontos da colegao
representada por X[p..r],Y[p..r],alp..r].

DISTANCIAREC-SH(X,Y,a,p,r)
1 ser<p+2
2 entdo > resolva o problema diretamente
3 sendo g« [(p+r)/2|
4 b <+ DIVIDA(X,Y,a,p,r)
5 dp < DISTANCIAREC-SH(X,Y,b,p,q)
6 dp < DISTANCIAREC-SH(X,Y,b,q+1,r)
7 devolva COMBINE(X,Y,a,p,r,dg,dp)

O algoritmo esta correto. Desde que DIVIDA e COMBINE estejam correta-
mente implementados, DISTANCIAREC-SH esta correto, e portanto DISTANCIA-
SH também.

Consumo de tempo. O consumo de tempo de DISTANCIAREC-SH é me-
dido em relagdo ao numero de pontos n:=r— p+ 1. Este consumo depende de
DivibA e COMBINE. O consumo de tempo da implementacdo destes exibida a
frente € ®(n). Assim, se T'(n) é o consumo de DISTANCIAREC-SH, entéo

T(n) = T([31)+T(13)) +O(n).

As parcelas T([4]) e T(|5]) correspondem as linhas 5 e 6 respectivamente.
Da Secao Solugdo de Recorréncias do Capitulo Analise de Algoritmos deste
livro, a fungdo T esta em O(nlgn). Portanto DISTANCIAREC-SH consome
tempo O(nlgn).

No algoritmo DISTANCIA-SH, as linhas 1, 4 e 5 consomem tempo ®(nlgn)
e as linhas 2 e 3 consomem ©(n). Assim 0 seu consumo de tempo é O(nlgn).

A seguir estd uma implementacdo do algoritmo DIVIDA que, por simplici-
dade, supde que na colecdo ndo ha dois pontos com a mesma coordenada X.

DIVIDA(X,Y,a,p,r)
1 g+ [(p+)/2]
2 i+ p—1 j+gq
3 parak<« p até rfaca
4 se X[alk]] <X[q] > (X[a[k]],Y[a[k]]) estd & esquerda da reta x = X[q]?
5 entdo i« i+1
6 b[i] + alk]
7 sendo j <« j+1
8 blj] < alk]
9 devolva b
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O algoritmo DIVIDA esta correto. Como X é crescente e nao ha pontos
com a mesma coordenada X, entdo o numero de pontos com coordenada X
menor ou igual a X[g] € exatamente ¢ — p+ 1. Assim, ao final do DIVIDA, i=¢
e j=r. Além disso, pelo teste da linha 4, os indices de a[p..r] de pontos da
esquerda estdo sendo colocados em b[p..g], em ordem crescente de suas
coordenadas Y. Similarmente os indices de pontos da direita estdo sendo
colocados em b[p..q], também em ordem crescente de suas coordenadas Y.
Portanto, ao final, X[p..q].Y[p..q],blp..q] € X|g+1..r],Y[g+1..7],b[g+]1..r] s&0
representagdes ordenadas dos pontos a esquerda e a direita respectivamente.

Consumo de tempo do algoritmo DIvIDA. E facil ver que o DIVIDA con-
some tempo ®(n), onde n:=r—p+1.

O algoritmo COMBINE é o coragdo do DISTANCIAREC-SH. Uma implemen-
tagdo ingénua dele consumiria tempo quadratico: calcule a distancia entre cada
ponto da colegao representada por X[p..q|,Y[p..q|,a[p..q] e cada ponto da co-
lecao representada por X[g+1..r],Y[g+1..r],alp..r], determine dgp, que é a
menor destas distancias, e devolva a menor entre dgp, dg e dp. E preciso fazer
algo mais refinado que isso.

A primeira observagao importante é que nao é necessario que COMBINE
calcule a distancia entre pontos que estao sabidamente a uma distancia maior
que d := min{dg,dp}. Com isso, COMBINE precisa considerar apenas pontos
que estao a uma distancia menor que d da reta vertical x = X|[q].

L] d d L) L]
° (X1ql,Y(q]) *
s o
* . . o

E facil determinar quais pontos da colecdo estdo a uma distancia menor
que d da reta x = X[g]. Isso é feito pelo algoritmo CANDIDATOS, que recebe
como parametros X [p..r|,a[p..r], parte de uma representacédo ordenada XY, a,
e recebe também um ndmero positivo d. O algoritmo CANDIDATOS devolve um
vetor f[1..r] indicando os pontos da colegao representada por X,Y,a que estdo
auma distancia menor que d da retax = X [g] em ordem de suas coordenadas Y.

CANDIDATOS (X,a, p,r,d)

g |(p+r)/2] 10

2 parak+ paté rfaga

3 se |X[alk]] —X[q]| < d

4 entdor<«t+1 f[t] < alk]
5 devolva (f,1)

'y

10
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Chamemos de F a colegdo dos pontos indicados pelo vetor f. Quantos
pontos ha em F? No pior caso, ha n pontos em F. Logo, se calcularmos a dis-
tancia entre quaisquer dois pontos de F, no pior caso calculariamos ®(n?) dis-
tancias nesta fase. Isso resultaria de novo em um consumo de tempo de ©(n?)
para o COMBINE, 0 que nao é suficiente.

A segunda observacao crucial € que qualquer quadrado de lado d total-
mente contido em um dos lados da reta x = X[¢] contém no maximo 4 pontos
da colecdo. Do contrario, haveria um par de pontos em um dos lados a uma
distancia menor que d.

Para cada ponto em F, ou seja, para cada i com 1 <i <t, considere a reta
horizontal y = Y [f]i]] que passa pelo ponto (X[f[i]],Y[f[{]]). Considere os dois
quadrados de lado d que tém sua base nesta reta: um com seu lado direito na
reta x = X[g] e o outro com seu lado esquerdo na reta x = X|g].

d d

Ha no maximo 8 pontos da colegdo nestes quadrados, incluindo o ponto
(X[f1],Y[f]i]])- Dentre os pontos de F acima da reta y = Y[f[i]], apenas pontos
nestes quadrados tém chance de estar a uma distancia de (X[f[i]],Y[f]i]]) me-
nor do que d. Assim basta comparar (X[f[i]],Y[f]i]]) com os 7 proximos pontos
de F, em ordem de suas coordenadas Y.

COMBINE (X,Y,a,p,r,dE,dp)
1 d+ min{dE,dD}
2 (f,t) < CANDIDATOS (X,a,p,r,d)
3 parai«+ 1atér—1faca
4 para j <« i+ 1 até min{i+7,¢} faga
5 d'+ DIsT(X[f[i). Y/1). X LA YLFLA)
6 sed <d
7 entdod <+ d’
8 devolva d

O algoritmo COMBINE esta correto. Conforme discussao prévia, os pa-
res de pontos para os quais a distancia ndo foi calculada na linha 5 estdo a
distancia pelo menos min{dg,dp}.

Consumo de tempo do algoritmo COoMBINE. O consumo de tempo do
algoritmo COMBINE também é medido em relacdo ao nimero n:=r—p+1de

11
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pontos. CANDIDATOS consome tempo ®(n) e o bloco de linhas 5-7 é executado
nao mais do que 7n vezes. Portanto o consumo de tempo do COMBINE é O(n).

Com isso, concluimos a descri¢cdo do DISTANCIAREC-SH, pois mostramos
os algoritmos DIVIDA e COMBINE. Da correcédo e do consumo de tempo de DiI-
VIDA e COMBINE, segue, como ja vimos, que o DISTANCIAREC-SH esta correto
e consome tempo O(nlgn).

Exercicios

12

1.

Considere o espaco euclidiano 3-dimensional (o R3, com a distancia de-
finida da maneira usual). Este espaco é usualmente denotado por E3.
Ajuste o algoritmo ELEMENTAR para que ele aceite como dados uma co-
legdo de pontos do 3.

Modifique os algoritmos ELEMENTAR e DISTANCIA-SH para que eles de-
volvam as coordenadas de dois pontos da colegéo tais que a distancia
entre eles seja a menor possivel.

Encontre um invariante apropriado que torne evidente a corre¢éo do al-
goritmo ELEMENTARRETA.

Seja F a fungéo definida sobre os inteiros positivos satisfazendo F(1) =1
e

F(n) = F(|3)+F([5])+1.
Demonstre por indugéo em n que n—1 < F(n) <2n—1. Conclua que o
consumo de tempo do DISTANCIARETAREC-SH, dado pela fungdo 7'(n)
que satisfaz (1), esta em O(n).

Simule a execuc¢ao do algoritmo DIVIDA para a representacdo ordenada
X,Y,a dada como exemplo na pagina 8.

Modifique o algoritmo DIVIDA para que ele funcione quando a colegcao
dada tem pontos com mesma coordenada X.

E possivel trocar o nimero 7 na linha 8 do algoritmo COMBINE por um
valor menor? Qual? Encontre um exemplo que mostra que o nimero
que vocé escolheu nao pode ser diminuido

A construgéo do vetor f € necessaria no COMBINE? O algoritmo COMBI-
NEESPERTO abaixo, que promete fazer o mesmo servico que COMBINE,
evita essa construgdo. Dé um exemplo que mostra que COMBINEES-
PERTO esta errado.

COMBINEESPERTO (X,Y,a,p,r,dg,dp)
1 demin{dE,dD}
2 parai«+ patér—1faca

3 para j < i+ 1 até min{i+7,r} faca

4 d' <+ DIST(X[ali]],¥[ali)]. X alj]]. Y[alj]})
5 sed <d

6 entdod < d’

7 devolvad
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7.4. Fecho convexo de um conjunto de pontos

Dados pontos no plano, queremos encontrar o fe-
cho convexo desses pontos. Uma aplicacéao deste pro-
blema se encontra em robdtica, onde se deseja evitar
que um robé em movimento colida com outros obje-
tos [O’Rourke 1993].

Nos anos 60 uma aplicacao da Bell Labs necessi-
tava computar o fecho convexo de aproximadamente
10.000 pontos no plano e o consumo de tempo dos
algoritmos disponiveis era ®(n?), onde n é 0 nimero
de pontos dados. Tendo esse problema como motivagéo, foi projetado o pri-
meiro algoritmo com consumo de tempo O(nlgn) [Graham 1972]. Aqui estdo
descritos varios algoritmos para esse problema.

7.4.1. O problema
Uma combinagdo convexa de uma colegdo de pontos do plano represen-
tada por X[1..n],Y[1..n] € uma soma da forma

o (X[1], Y [1]) + -+~ + 0 (X[n], Y [n]),

comaq; >0,parai=1,..., k,eoy+--+o,=Ll.

O fecho convexo de uma colecdo P de pontos do plano representada por
X[1..n],Y[1..n] s@o os pontos do plano que sdo combinagao convexa de pontos
de P, ou seja,

conv(P) :={ay(X[1,Y[1])+---+au(X[n],Y[n]) :o1 +--+a,=1,e 06> 0 (i=1,...,n)}.

Problema do fecho convexo. Dada uma colegao P de pontos do
plano, determinar o fecho convexo de P.

O préximo passo é definir como representar nos algoritmos o fecho convexo
de uma colecéo de pontos. A representagdo natural é pela colegcao dos pontos
“extremos” do fecho convexo.

Seja P uma colegao de pontos do plano. Um ponto (x,y) de P € extremo
se (x,y) ndo é combinacéo convexa de pontos de P —{(x,y)}. Os pontos extre-
mos da coleg¢do P sdo os mesmos que 0s de conv(P).

Os algoritmos que apresentamos a seguir recebem X[1..n] e Y[1..n], repre-
sentando uma colegao de pontos do plano, e devolvem um vetor H[1..4] com
os indices dos pontos extremos do fecho convexo da colegédo na ordem em
que aparecem na fronteira do fecho convexo quando a percorremos no sentido
anti-horario. O vetor H[1..h] é uma descricdo combinatdria do fecho convexo
da colecéao representada por X[1..n],Y[1..n].
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X [T[3]2]2]T1]
1 2 3 4 5 6 7 8

|
N
f=

(4,2) vy [1[4JO0f-T][2[2]2]3]

1 2 3 4 5 6 7 8

H[2]814[5]7]
2 3 4 5

Os pontos de indice 2, 4, 5, 7 e 8 sdo extremos.
) (17 72)

Uma colecédo de pontos no plano estd em posicdo geral se ela ndo possui
trés pontos colineares. Para simplificar, os algoritmos apresentados supéem
que a colegao de pontos dada esta em posicéo geral.

7.4.2. Predicados geométricos

Dados dois pontos (x1,y1) € (x2,y2), chamamos de reta orientada deter-
minada por (x1,y1) € (x2,y2) a reta que passa por (x;,y;) € (x2,y2) € tem a
orientagdo de (x1,y;) para (x2,y2)-

(x1,1) (x2,¥2)

Os predicados geométricos usados nos algoritmos desta se¢éo sdo o Es-
QUERDA e o DIREITA. Dados trés pontos (x1,y1), (x2,y2) € (x3,y3), 0 predicado
ESQUERDA devolve VERDADEIRO se (x3,y3) esta a esquerda da reta orientada
determinada por (x1,y;) € (x2,y2), € FALSO caso contrario. Ja o predicado Di-
REITA devolve VERDADEIRO se (x3,y3) esta a direita da reta orientada determi-
nada por (x1,y1) € (x2,y2), € FALSO caso contrario.

oo * (3,4)
¢ (0’3) (4,2) ESQUERDA((1,-2),(3,4),(0,3)) = VERDADEIRO
R An i ] ESQUERDA((1,-2),(3,4),(4,2)) = FALSO
] P ESQUERDA((3,4),(1,—-2),(4,2)) = VERDADEIRO
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ DIREITA((1,-2),(3,4),(0,3)) = FALSO
3 / o DIREITA((1,-2),(3,4),(4,2)) = VERDADEIRO
- T DIREITA((3,4),(1,-2),(4,2)) = FALSO
(72371) 1 g (]_2)

O valor de ESQUERDA((x1,y1), (x2,¥2), (x3,y3)) € dado pelo sinal do determi-
nante [Figueiredo and Carvalho 1991, Cap. 2]

X1y
x2 y2 1,
x3 oy3 1
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bem como o valor de DIREITA((x1,y1), (x2,¥2), (x3,¥3))-

O valor deste determinante é (xp —x;)(y3 —y1) — (x3 —x1)(y2 —y1), € 0 de-
notamos por DET(xy,y1,x2,y2,%3,y3). O seu valor absoluto é duas vezes a area
do tridngulo de extremos (x1,y1), (x2,y2) € (x3,y3).

ESQUERDA((x1,y1),(x2,¥2),(x3,y3)) € VERDADEIRO se e somente se esse
determinante é positivo, € DIREITA((x,y1), (x2,¥2),(x3,y3)) € VERDADEIRO se e
somente se ele é negativo [Laszlo 1996]. Note que DET, ESQUERDA e DIREITA
consomem tempo O(1).

Para que a apresentagéo seja mais leve, usamos uma variante do algoritmo
ESQUERDA, que denotamos por ESQ, que recebe uma colecéo de pontos do
plano representada por X[1..n],Y[1..n] e trés indices, i, j e k entre 1 e n. Da
mesma forma, temos um algoritmo DIR.

EsQ(X,Y,i, k)
1 devolva ESQUERDA((X[i],Y[]), (X [j],Y [j]), (X[k], Y [k]))

DIR(X.,Y,i,j,k)
1 devolva DIREITA((X[i],Y[]]), X[J].Y[j]), (X[k],Y [k]))

7.4.3. Um algoritmo incremental

Este primeiro algoritmo é iterativo e examina um ponto da colegao apés o
outro. Ele mantém o fecho convexo dos pontos ja examinados. A cada iteragao,
de posse do fecho convexo corrente, ele constroéi o fecho convexo incluindo o
préximo ponto da colegdo. O pseudocddigo a seguir, que implementa essa
ideia, recebe X[1..n] e Y[1..n], representando uma colegao de pelo menos trés
pontos em posi¢ao geral, e devolve uma descricdo combinatéria H[1..h] do
fecho convexo da colecéo.

As linhas de 1-3 do algoritmo INCREMENTAL constroem o fecho convexo
dos trés primeiros pontos da colegdo. O algoritmo PERTENCE recebe a descri-
¢ao combinatoria H|[1..h] do fecho convexo de um subconjunto da colegéo de
pontos representada por X,Y e um ponto (x,y), e devolve VERDADEIRO se (x,y)
esta neste fecho e FALSO caso contrario. O algoritmo INSEREPONTO recebe a
descrigdo combinatéria H|[1 .. 1] do fecho convexo da colegdo representada por
X[1..k—1],Y[1..k—1] e devolve o fecho convexo da colecéo representada por
X[1..k],Y[1..A].

INCREMENTAL(X,Y,n)

1 se Esa(X,7,1,2,3)
2 entdo H[l]« 1 H[2]+2 H[3«+3 h<«3
3 sendo H[1]«+ 1 H[2]+3 H[}3]+2 h+3
4 parak+« 4 aténfaca

5 se ndo PERTENCE(H,h,X,Y, X [k],Y[k])

6 entdo (H,h) + INSEREPONTO(H,h,X,Y,k)
7 devolva (H,h)
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Abaixo esta uma simulacédo das primeiras itera¢des do algoritmo.

+ 2
8 e

X [T[3[2]-2[T[2[4]0]
T o7 1 2 3 4 5 6 1 8
+1

Yy [1[4]0]-1]2]2]2]3]

: R S 2 3 8
3

4 5 6 7

H

1 2 3 4

O algoritmo esta correto. Desde que PERTENCE e INSEREPONTO este-
jam corretamente implementados, na linha 4, imediatamente antes de k ser
comparado com n,

H[1..h] é uma descricdo combinatéria do fecho convexo da cole-
cao representada por X[1..k—1],Y[1..k—1].

Portanto INCREMENTAL esté correto.

Consumo de tempo. O consumo de tempo do INCREMENTAL depende de
PERTENCE e INSEREPONTO. As implementagdes destes que apresentamos a
frente consomem tempo ®(n) e O(h) respectivamente. Como 4 < n, temos que
INCREMENTAL consome tempo O(n?). Se todos os n pontos sdo extremos do
fecho convexo, INCREMENTAL consome tempo ©(n?).

A seguir, estd uma implementacéo do algoritmo PERTENCE.

PERTENCE(H,h,X,Y,x,y)

H[h+1] < H[l] © sentinela

2 parai« 1 atéhfaga

3 se DIREITAX[H[i]], Y[H[i]], X [H[i+1]], Y [H[i+1]],x,y)
4 entdo devolva FALSO

5 devolva VERDADEIRO

—_
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X [1]3
1

221 J2]4]0]
3 4 5 6 7 8

)

v [ ]
1

0J-T]=2]2]2]3]
3 4 5 6 7

H
4

1 2 3

SIEN

PERTENCE(H,4,X,Y,2,2) = VERDADEIRO
PERTENCE(H,4,X,Y,4,2) = FALSO

O algoritmo PERTENCE esta correto. A correcdo do algoritmo é devida a
convexidade. Se um ponto ndo pertence ao fecho convexo, entdo ele esta a
direita de alguma de suas ‘arestas’.

Consumo de tempo do PERTENCE. Este consumo é O(h).

Agora, passemos a descricdo do algoritmo INSEREPONTO. Como
(X[k],Y[k]) ndo pertence ao fecho corrente, ele é ponto extremo do préximo
fecho. Entdo, para atualizar o vetor H, precisamos determinar o sucessor e o
predecessor de (X [k],Y[k]) na fronteira do proximo fecho.

Considere que H[0] = H[h] e H[h+1] = H[1]. Seja i entre 1 e h tal que
(X[k],Y[k]) fica & direita do vetor que vai do ponto indicado por H[i—1] para o
indicado por H[i] e a esquerda do vetor que vai do ponto indicado por H|i] para
o ponto indicado por H[i+1]. O ponto de indice H|[i] € o sucessor de (X[k],Y[]).
Seja j definido similarmente com esquerda e direita trocadas. O ponto de in-
dice H[j] € o predecessor de (X[k],Y[k]). Com isso, o resultado de INSERE-
PONTO(H,h,X,Y,k) € 0 vetor F com o trecho de H de i até j ‘circularmente’,
acrescido de k.

S
N
=

X [T]3]2]2]T]
T 2 3 4 5

Y [T ]4]JO0J-1[2]2]2]3]
1 2 3 4 5 6 7

H
1 2 3 4

i=2e j=4nalinha9. Ao final

F
1 2 3 4

No bloco de linhas 1-8 do algoritmo INSEREPONTO, determinamos os in-
dices i e j. No bloco de linhas 9-12, transcrevemos para F o trecho do fecho
H{i..j] circularmente e acrescentamos k.



C.G. Fernandes, J.C. de Pina

INSEREPONTO(H,h,X,Y, k)
1 H[0]«+ H[h] H[h+1] <« H[l] 1> sentinelas

2 i+1

3 enquanto EsQ(X,Y,H[i—1],H[i],k) = ESQ(X,Y,H[i],H[i+1],k) faca
4 i—i+1

5 j+i+1

6 enquanto EsQ(X,Y,H[j—1],H[j],k) = EsQ(X,Y,H|[j],H[j+1],k) faca
7 j—Jj+1

8 se Esq(X,Y,H[i—1],H]i],k) entdo i+ j

9 1«1

10 enquantoi# j faca

11 Flt]+H[i] t+t+1 i+ (i modh)+]1

12 Flt]«H[i] t<«t+1 Flt]«k
13 devolva (F,r)

O algoritmo esta correto. O ponto (X[k],Y[k]) ndo esta no fecho e os pon-
tos estdo em posigao geral. Assim, existem exatamente dois indices / tais que
1<¢<heEsQ(X,Y,H[(—1],H[(],k) # EsQ(X,Y,H[(],H[(+1],k). Estes indices
s80 0 i € 0 j mencionados anteriormente, e sdo determinados pelo bloco de
linhas 1-8. A linha 8 garante que H[i] € o sucessor de k no sentido anti-horario
na fronteira do novo fecho.

Consumo de tempo. O numero de vezes que a linha 4 e a linha 7 séo
executadas no total € no maximo ~. Também a linha 11 é executada no maximo
h vezes. Assim o consumo de tempo do INSEREPONTO € O(h).

7.4.4. Algoritmo do embrulho de presente

Este algoritmo é a versdao para o plano de um método que deter-
mina o fecho convexo para pontos em um espago de dimensdo arbitra-
ria [Chand and Kapur 1970, Jarvis 1973].

Intuitivamente, o algoritmo simula o enrolar da cole¢éo de pontos por um
barbante. A ideia €, a partir de um ponto extremo do fecho convexo, encontrar
0 proximo ponto extremo no sentido anti-horario. Ela se baseia no fato de que
em uma descri¢gao combinatoria do fecho convexo temos os indices dos pontos
extremos da coleg@o na ordem em que aparecem na fronteira do fecho convexo
quando a percorremos no sentido anti-horario.

X [T [3[2[2]T[2]47]0]
1 2 3 4 5 6 7 8
y [1[4J0]-1]-2]2[27]3]
1 2 3 4 5 6 7 8
H[4]5[7]
1 2 4
DIR(X,Y,5,7,j) = FALSO para j=1,...,8
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Considere a descricdo combinatéria H[1..h] do fecho convexo de uma co-
lecédo de pontos X[1..n] e Y[l..n]. Para cada k entre 1 e h—1, temos que
DIR(X,Y,H[k|,H[k+1],j) = FALSO para j = 1,...,n. Este fato nos fornece uma
maneira para, a partir do ponto extremo (X[H|[]],Y[H[k]]), determinar o ponto
(X[H[k+1]],Y[H[k+1]]). O algoritmo EMBRULHO a seguir, que se apdia nesta
observacéo, recebe X[1..n] e Y[1..n], com n > 2, representando uma cole¢éo
de pontos em posicéo geral, e devolve uma descricdo combinatéria H[1..h] do
fecho convexo da colecao.

EMBRULHO(X,Y,n)

1 h<0

2 HO)+min{ie[l..n]: X[[]<X[j],1<j<n}

3 repita

4 i<+ (H[h] modn)+1 > qualquer ponto distinto de H[/]
5 para j « 1 até n faca

6 se DIR(X,Y,H[h],i,j) entdo i + j

7 h<h+1

8 H[h] +i

9 atéquei=HI[0] > fechou o poligono

10 devolva (H,h)

O algoritmo esta correto. Como os pontos estdo em posicao geral, H[0]
calculado na linha 2 é o indice de um ponto extremo da colegdo. Na linha 9,
vale que

H[l..h] sdo os h primeiros indices que sucedem H|[0] numa des-
crigdo combinatéria do fecho convexo de X[1..x],Y[1..n].

Nas linhas 4-6, o algoritmo determina o sucessor do ponto de indice H[h] na
fronteira do fecho convexo no sentindo anti-horario. Quando este sucessor é o
ponto de indice H[0], significa que H[1..h] esta completo.

Consumo de tempo. Se / € o numero de pontos extremos do fecho con-
vexo dos pontos X[1..n],Y[l..n], entdo o bloco de linhas 4-8 é executado &
vezes. Para cada uma dessas i execugoes, a linha 6 é executada n vezes.
Portanto, o consumo de tempo do algoritmo € ®(hn). Note que o consumo de
tempo deste algoritmo depende ndo somente do niumero n de pontos dados,
mas também do nimero de pontos i na descricdo combinatéria do fecho de-
volvida. Diz-se que um algoritmo como EMBRULHO para o qual o consumo de
tempo depende do tamanho da resposta produzida é output-sensitive.

A seguir mostramos as duas préximas iteragdbes de EMBRULHO.
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H[E[5[T[7[ - H[3[5[7][2]7 ]~
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6

7.4.5. Algoritmo de Graham

Segundo O’Rourke, é possivel que o primeiro artigo em geometria com-
putacional tenha sido o de Graham que apresenta um algoritmo O(nlgn) para
encontrar o fecho convexo de um conjunto de n pontos no plano [Graham 1972,
O’Rourke 1993].

O algoritmo de Graham faz um certo pré-processamento e posteriormente
é semelhante ao INCREMENTAL. Ele é iterativo, examinando um ponto da cole-
¢ao apds o outro, mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados. O pré-
processamento faz uma “ordenacgao angular” dos pontos em torno do ponto de
menor coordenada Y. O efeito deste pré-processamento € que, em cada itera-
¢ao, o ponto sendo examinado seja ponto extremo do novo fecho. Isso elimina
a necessidade do PERTENCE. Com isso, a tarefa de cada iteragéo se restringe
ao INSEREPONTO. Além disso, devido ao pré-processamento, o sucessor do
ponto examinado é sempre o primeiro ponto que o algoritmo examinou.

O pré-processamento consiste no seguinte.

ORDENA-G(X,Y,n)

1 i< min{ie[l..n]:Y[i]<Y[jl,1<j<n}
2 (X[1],Y[1]) & (X[, Y[])
3 MERGESORT-G(X,Y,2,n)

Depois da linha 2, o ponto (X[1],Y[1]) é extremo. Considere uma ordem
total < dos pontos (X[2],Y[2]),...,(X[n],Y[n]) em que (X[i],Y[i]) < (X[j],Y[j]) se
o ponto (X[i],Y[]]) esta a direita da reta orientada determinada por (X[1],Y[1]) e
(X[j1,Y[j)- O MERGESORT-G rearranja os vetores X[2..n] e Y[2..n] de modo
que (X[2],Y[2]) < --- < (X[n],Y[n]). Ele pode ser implementado com o MERGE-
SORT usando como fungdo de comparagao a seguinte rotina, que recebe X, Y
e dois indices i e j entre 2 e n, e devolve VERDADEIRO se o ponto (X[i],Y[i]) é
considerado menor que (X[j],Y[/]):

MENOR-G(X,Y,i, )
1 devolva DIR(X,Y,1,,i)
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x [I[3f2]2]2]1[4]-1]
1 2 3 4 5 6 7 8

Yy [T]4J0J-1]2]2]2]3]
1 2 3 4 5 6 17 8

O algoritmo GRAHAM recebe X[1..n] e Y[1..n], com n > 3, representando
uma colegao de pontos em posic¢ao geral, e devolve uma descricdo combinaté-
ria H[1..h] do fecho convexo da colecdo.

GRAHAM(X,Y,n)

1 ORDENA-G(X,Y,n)

2 H[l]«1 H[2]+2 H[3+3 h<«3
3 parak+« 4 aténfaca

4 j<h

5 enquanto EsQ(X,Y,H|[j],H[j—1],k) faca
6 j—j—1

7 hj+1 H[h+k

8 devolva (H,h)

A seguir estdo as primeiras iteragdes de GRAHAM para o exemplo anterior.
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~

8 e L

H[T]2]3]57]6]
1 2 3 4 5

EsQ(X,Y,6,5,7) = VERDADEIRO

H[T]2]3[]57]%
1 2 3 4 5

Esa(X,Y,5,3,7) = VERDADEIRO

H1]2]3]%]
1 2 3 4

Esa(X,Y,3,2,7) = FALSO

"
1 2 3 4

O algoritmo esta correto. Note que o GRAHAM é uma implementacéo
mais esperta do INCREMENTAL. Para mostrar que ele esta correto, basta veri-
ficar que a cada passagem pela linha 3, imediatamente antes da comparagéao
de k com n,

HI[1..h] € uma descrigdo combinatéria do fecho convexo da cole-
¢ao representada por X[1..k—1],Y[1..k—1].

Este invariante mostra que GRAHAM esta correto, pois na Ultima passagem pela
linha 3 temos k =n+1.

O invariante vale pela seguinte razao. Primeiro, H[1..3] é uma descricdo
combinatdria do fecho dos trés primeiros pontos, ja que estes estdo ordenados
conforme o pré-processamento. Agora suponha que H|[l..h| seja a descrigao
combinatéria do fecho convexo de X[1..k—1],Y[1..k—1] para k < n. Devido a
ORDENA-G e a hipétese da colecao estar em posicao geral, (X [k],Y[k]) € ponto
extremo do novo fecho e (X[1],Y[1]) € o seu sucessor na fronteira do novo
fecho convexo no sentindo anti-horario. O indice k é adicionado na posi¢ao
correta de H na linha 7. Devido a ORDENA-G e a hipétese da colecdo estar
em posicéo geral, sabemos que ESQ(X,Y,1,H[h],k) = VERDADEIRO. Assim,
adaptando as linhas 3-8 do INCREMENTAL, o predecessor é dado pelo maior j
tal que EsQ(X,Y,H|,],H[j—1],k) = FALSO. A tarefa de determinar esse ; é feita
pelas linhas 4-6.
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Consumo de tempo. A linha 1 consome tempo ®(nlgn). Na linha 3 do
algoritmo, 4 > 3. A linha 6 é executada n — 3 vezes. Assim, o nUmero de vezes
que h é decrementado na linha 5 ndo é superior a n —3. Portanto o bloco
de linhas 2-7 consome tempo ©®(n), e o consumo de tempo do GRAHAM €&
dominado pelo consumo de tempo da linha 1, que é ©(nlgn).

7.4.6. Quickhull

E possivel tratar geometria computacional como o estudo de problemas de
busca e ordenacéo em dimensdes maiores [Mulmuley 1994]. De fato, em um
certo sentido, problemas de ordenagao e busca em uma lista de elementos de
um universo ordenado podem ser vistos como versdes unidimensionais de al-
guns problemas em geometria computacional em dimensdes maiores. Deste
ponto de vista, ndo é nenhuma surpresa o fato de que algoritmos de ordena-
¢ao e busca sejam uma constante fonte de inspiragcdo para o projeto de al-
goritmos em geometria computacional. O algoritmo apresentado nesta segao
foi proposto independentemente, com algumas variagdes, por varias pessoas
quase ao mesmo tempo [Eddy 1977, Bykat 1978, Green and Silverman 1979].
Devido a semelhanga com o QUICKSORT, este algoritmo foi batizado de
QUICKHULL [Preparata and Shamos 1985].

A ideia basica por tras do QUICKHULL é que, para a “maioria” dos conjun-
tos de pontos, € facil descartar muitos pontos que estdo no interior do fecho
convexo e concentrar o trabalho nos pontos que estdo proximos da fronteira.

A semelhanga com o QUICKSORT vem do fato de que o QUICKHULL pro-
cessa 0s pontos, montando duas cole¢des de pontos basicamente disjuntas,
onde o problema é resolvido recursivamente. A partir dos fechos convexos
destas duas colecgdes, o fecho convexo da colecao dada é obtido facilmente. A
seguir, descrevemos uma rotina que chamamos de PARTICIONE, que faz esse
trabalho de montar as duas colegdes. Vale ressaltar que essas duas colegbes
nao formam, como no caso do QUICKSORT, uma parti¢cdo da colecdo dada de
pontos. A rotina detecta pontos da colecdo que estao no interior do fecho, e
ndo os inclui em nenhuma das duas colegdes montadas. Antes de apresentar
o0 PARTICIONE, exibimos duas rotinas usadas nele.
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Lembre-se que DET(x1,y1,x2,y2,x3,y3) € 0 valor do determinante da pa-
gina 14, cujo valor absoluto é duas vezes a area do triangulo de extremos
(x1,¥1), (x2,¥2) € (x3,y3). Considere a rotina

AREA (X,Y,i,j.k)
1 devolva |DET(X[i],Y[i],X[j],Y[j], X [k], Y [k])|/2

que devolve a area do tridngulo cujos extremos sdo os pontos da colecdo de
indices i, j e k.

O algoritmo abaixo recebe uma colegdo de pelo menos trés pontos
X[p..r],Y[p..r] em posicdo geral e, usando AREA, devolve o indice de um ponto
extremo da colegéo distinto de p e r. Este algoritmo sera usado no algoritmo
PARTICIONE.

PONTOEXTREMO (X,Y, p,r)
1 g« p+1 max< AREA(X.Y,p,r,q)
2 parai< p+2atér—1faca

3 se AREA(X,Y,p,r,i) > max
4 entdo g+ i maxeAREA(X,Y,p,r,q)
5 devolva g

O algoritmo PONTOEXTREMO esta correto. O algoritmo devolve o in-
dice de um ponto da colecao mais distante da reta que passa por (X[p],Y[p])
e (X[r],Y[r]). Este é claramente um ponto extremo, ja que a cole¢do esta em po-
sicao geral. Um ponto mais distante da reta que passa pelos pontos (X [p],Y[p])
e (X[r],Y[r]) forma um tridngulo de maior altura tendo (X[p],Y[p]) e (X[r],Y[r])
como base.

X[2]2][3J0JTJT]-T]2]4]
1 2 3 4 5 6

Y [2]-1]J4J-I1J4]JTJ3J2T2]
1 2 3 4 5 6 1 8 9

PONTOEXTREMO(X,Y,1,9) =7

Como a area de um tridngulo é metade do produto do comprimento de sua
base por sua altura, e os triangulos considerados tém todos a mesma base,
entdo um ponto que forma um triangulo de maior altura é um cujo triangulo tem
a maior area. PONTOEXTREMO simplesmente encontra um tal ponto.

Consumo de tempo de PONTOEXTREMO. E facil ver que PONTOEXTREMO
consome tempo ®(n), onde n:=r—p+1.
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O algoritmo PARTICIONE recebe uma colecdo de pelo menos trés pontos
X[p..r],Y[p..r] em posicéo geral tal que os pontos de indice p e r sdo extremos
consecutivos na fronteira do fecho convexo da colegéo no sentindo anti-horario.
Ele rearranja X|[p..r],Y[p..r] e devolve indices p' e gtaisque p<p' <g<re

(i) oponto de indice r permaneceu na mesma posicao, enquanto que o ponto
de indice p foi para a posicao p/,

(i) o ponto de indice ¢ é extremo,

(iiiy X[p..p'—1],Y[p..p'—1] é uma colegao de pontos interiores ao fecho con-
vexo da cole¢ao X|[p..r],Y[p..r].

(iv) X[p'+1..g—1],Y[p'+1..9—1] é a colegao dos pontos que estdo a esquerda
da reta orientada determinada por (X [p'],Y[p']) e (X|q],Y[q])-

(v) X[g+1..r—1],Y[g+1..r—1] é a colegao dos pontos que estdo a esquerda
da reta orientada determinada por (X[q],Y[q]) € (X[r],Y[r]).

PARTICIONE (X,Y,p,r)
1 g+ PONTOEXTREMO(X,Y,p,r)

2 (X[q],Y[q]) & (X[p+1],Y[p+1])
3 per qg+r
4 parak <« r—1 decrescendo até p+2 faga
5 se Esa(X,Y, p,p+1,k)
6 entdo p' < p' =1  (X[p'l,Y[p]) ¢ (X[k],Y[K])
7 sendo se EsQ(X,Y, p+1,rk)

8 entdo g+ q—1 (X[q],Y[q]) <> (X[k],Y[k])
9 PP =1 (XKL.YK) < (X[p].Y[P)
10 geg-1  (X[gl.Y[g) & (X[p+1],Y [p+1])

1

1o o1 XY o K1Y 1)
12 pep—1 XPLYP) e XY )
13 devolva (p',q)

A seguir mostramos uma simulagéo de uma chamada do PARTICIONE.

7 PARTICIONE(X,Y,1,9)

A
= [ ]

o]

el
S RS RISl

oo [ D] B If =
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P
q q
p k r p k pr
X [2]-I[3JOJIJTIJ=2T2T]4] X[2]-I]J3JO0OJTT[T1TT[2]-2]4]
yo[2]3f[af-t[4a]ri[-1]2[2] v [2]3]4[-T][4[1]2[-1]2]
1 2 3 4 5 6 717 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
q
P k Por P k P q r
X [2[-IJ3JO[T[T[2]-2[4] X [2]-T[3[J0[2[T]2[1T4]
Yy [2[3 4141 [2[-T[2]) v [2][3[4[-1]2]T[-1]4]2]
1 2 3 4 5 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P k j q r Pk P q r
X [2]-IT[3[TJ2J0]2[1[4] X[2[-I[2]TJ2[0[3]1TT]4]
Yy 2] 3 [ AT [2 [T 0[a]2] v [2[3 [ 2T [ 0[0[a[4a[7]
1 2 3 4 5 6 717 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P v q r P I q r
X [2]1TJ2J0[2]- I3[ 1 [4] X [2]T[2[0[2[-T[3[1T]4]
vy [2[ T2 ]-0]-1[3[4[4]2]) v [2[T[2][-T][-T[3]4]4]2]
1 2 3 4 5 6 17 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

O algoritmo PARTICIONE esta correto. O item (i) vale, pois o ponto de in-
dice r ndo é trocado de lugar e o de indice p é trocado apenas na linha 12, pelo
de indice p’. O item (ii) vale pela especificagdo do PONTOEXTREMO e pelas
linhas 2 e 10. A cada passagem pela linha 4, imediatamente antes da compa-
ragao de k com p -+ 2, pode-se demonstrar que valem os seguintes invariantes:

e pH1<k<p <q<r,

e 0s pontos de indice p+1 e r s@o extremos consecutivos na fronteira
do fecho convexo de X|g..r],Y[q..r] acrescido de (X[p+1],Y[p+1]) no
sentindo anti-horario,

e 0s pontos de indice p e p+1 sdo extremos consecutivos na fronteira
do fecho convexo de X[p’..q—1],Y[p’..q—1] acrescido de (X[p].Y[p]) e
(X[p+1],Y[p+1]) no sentindo anti-horério,

e 0s pontos da colegdo X[k+1..i—1],Y[k+1..i—1] s&o interiores ao fecho
convexo de X[p..r],Y[p..r].

No inicio da ultima iteracdo, k = p+ 1. Portanto as linhas 10-12 e esses in-
variantes garantem que, ao final, X, Y, p’ e ¢ satisfazem (ii)-(v). O primeiro
invariante e o fato dos vetores X e Y serem alterados apenas por trocas simul-
taneas nos vetores X e Y implicam que a colegédo X|[p..r],Y[p..r] ao final tem
0S mesmos pontos que no inicio.
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Consumo de tempo de PARTICIONE. Sejan:=r—p+1. Alinha 1 consome
tempo ®(n). As linhas 2,3 e 10-13 consomem tempo ©(1). O bloco de linhas
5-9 é executado n — 3 e cada execugdo consome tempo @(1). Logo o consumo
de tempo de PARTICIONE € O(n).

Com isso, fica facil descrever o QUICKHULL. Ele consiste em um pré-
processamento e uma chamada ao algoritmo recursivo QUICKHULLREC, que
€ o semelhante ao QUICKSORT. O algoritmo QUICKHULLREC recebe uma co-
lecéo de pelo menos dois pontos X|[p..r],Y[p..r] em posicao geral tal que os
pontos de indices p e r sdo extremos e os pontos X[p+1..r—1],Y[p+1..r—1]
estdo a esquerda da reta orientada determinada por (X[p],Y[p]) e (X[r],Y[r])
e devolve a descricdo combinatéria do fecho convexo de X[p..r],Y[p..r] que
comega de r. O algoritmo QUICKHULL recebe uma colegdo de pontos
X[1..n],Y[1..n] em posicao geral e devolve uma representagao combinatéria
do seu fecho convexo.

QUICKHULL (X,Y,n)
sen=1
entdo h+1 H[l]«+1
sendo k<« min{i € [1..n]: Y[i] <Y[j],1 <j<n}
(X[1].Y[1)) > (X[K], Y[x])
i< 2
para j + 3 até n faca
se DIR(X,Y,1,i,j) entdo i < j
(X[n],Y[]) > (X[i],Y[i)
(H,h) < QUICKHULLREC(X,Y,1,n,H h)
10 devolva (H,h)

©o~NOOTh~wWN =

O algoritmo QUICKHULL esta correto. As linhas 3-4 rearranjam X e Y de
modo que na posi¢ao 1 fique um ponto com coordenada Y minima. Tal ponto é
extremo pois a colegado dada estad em posicao geral.

As linhas 5-7 sdo semelhantes a uma iteragdo de EMBRULHO, onde se
busca o préximo ponto extremo do fecho, caso a colegdo tenha pelo menos
dois pontos. Ou seja, o indice i imediatamente antes da linha 8 é o indice do su-
cessor de (X[1],Y[1]) na descrigdo combinatéria do fecho convexo da colegéo.
A linha 8 coloca na posicéo n este ponto extremo. Com isso, X[1..n],Y[l..n] na
linha 9 satisfaz a especificagdo de QUICKHULLREC.

Desde que QUICKHULLREC esteja correto, o vetor H na linha 10 contém
uma descrigao combinatéria do fecho convexo de X[1..n],Y[l..n].

Consumo de tempo de QUICKHULL. As linhas 1-8 consomem tempo
®(n). Ja, como veremos a seguir, o algoritmo QUICKHULLREGC consome tempo
O(n?), onde n:=r— p+ 1. Portanto, QUICKHULL consome tempo O(n?).
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O QUICKHULLREC é recursivo.

QUICKHULLREC (X,Y,p,r)
se p=r—1 > haexatamente dois pontos na colegao
entdo h<«2 H[l]«<r H[2l«p
sendo (p',q) « PARTICIONE(X,Y, p,r)
(Hy,h1) < QUICKHULLREC(X,Y,q,r,H,h)
(Ha,hy) < QUICKHULLREC(X,Y,p',q,H,h)
> H < H - H, removendo uma cépia do ¢
6 h+0
7 para i+« 1 até h; faca
8 h<h+1 Hh] « H|i]
9
0
1

abhwn =

para i« 2 até h, faga
1 h<+h+1 Hh] + H|i]
11 devolva (H,h)

P P q
X [2[TJT2JO0[-2]-T[3[TT[4]
1 2 3 4 5 6 71 8

vy [2] U [-2]-1[-T[3[4[4]2]
1 2 3 4 5 6 7

o O[3 5T]

1 2 3 4

Hy

1 2 3

H[9[3[5]7]2]1]
1 2 3 4 5 6

O algoritmo QuiICKHULLREC esta correto. A correcdo do QUICKHULL-
REC & verificada por indugdo no ndmero n:= r— p+ 1 de pontos. E evidente,
pelas linhas 1-2, que o algoritmo dé& a resposta correta quando ha apenas dois
pontos na colegdo. Suponha, portanto, que a colecdo tem pelo menos trés
pontos. Neste caso, o algoritmo executa o bloco de linhas 2-12.

O PARTICIONE rearranja X [p..r],Y[p..r] e devolve dois indices p’ e g entre p
e r tais que (i)-(v) valem. Pelo (iii) da especificacdo do PARTICIONE, 0s pontos
que ndo estdo nas colegdes das chamadas recursivas ndo sao extremos e
portanto séo irrelevantes. Por (ii), 0 ponto de indice ¢ é extremo, e os demais
pontos extremos estdo particionados entre as duas cole¢gées de modo que a
‘concatenagao’ das descricdes combinatérias devolvidas, removida uma das
copias do ¢, formam uma descricdo combinatéria do fecho da colecdo dada.

28



Geometria Computacional

Consumo de tempo de QUICKHULLREC. O consumo de tempo de
QUICKHULLREC é medido em relagdo ao numero n:=r— p+ 1 de pontos
na colegdo X|p..r],Y[p..r]. Seja T(n) o tempo consumido pelo algoritmo
QUICKHULLREC quando aplicado a uma colegao de n pontos. A linha 3 con-
some tempo ©(n). O tempo consumido pelo bloco de linhas 6-12 é proporcional
ao numero de pontos extremos da colegdo. Como esse nimero € no maximo
n, entdo o consumo de tempo desse bloco de linhas é O(n). Portanto,

T(n) = T(m)+T(n2)+06(n), )

onden;:=q—p'+1eny:=r—q+1. Otermo T(n;) corresponde ao consumo
de tempo dalinha4 e o termo T'(n;), ao consumo da linha 5. Vale que ny +ny =
r—p +2 e também que n; >2 e np, >2, ja que p’ < g < r. Do invariante (i)
e das linhas 11-12 de PARTICIONE, temos que p’ > p, logo ny +n, <n+1. A
fungéo T'(n) esta em O(n?) (Exercicio 4). Ou seja, o algoritmo QUICKHULLREG
consome tempo O(n?).

Exercicios
1. Quanto vale o determinante da pagina 14 quando (x1,y1), (x2,y2), €
(x3,y3) s@o colineares?

2. Calcule os determinantes associados as chamadas de ESQUERDA do
exemplo da pagina 14.

3. Escreva uma versao do algoritmo INSEREPONTO que funciona mesmo
que a colecao dada de pontos nédo esteja em posigao geral. Simule o IN-
CREMENTAL com 0 seu algoritmo INSEREPONTO para a colegéo abaixo:

X[oJt]2[4]2]6]
1 2 3 4 5 6

v[oJ1[2]oJo]0]
1 2 3 4 5 6

4. Mostre que T (n) dada pela recorréncia (2) esta em O(n?).

5. Mostre uma colecéo de n pontos, para n arbitrario, para a qual o algoritmo
QUICKHULL consome tempo ®(n?) para dar sua resposta.
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7.5. Intersecao de segmentos

Um dos problemas mais basicos em geometria com-
putacional é o de detectar intersegdo. O calculo de in-
tersegdes no plano e no espago 3-dimensional € uma
operagao basica em diversas areas. Em robdtica e
planejamento de movimento, € importante sabermos
quando dois objetos se intersectam para evitarmos co-
lisbes. Em computagao grafica, ray shooting € um mé-
todo importante para o processamento digital de ce-
nas, e a parte deste que consome mais tempo é justa-
mente determinar intersegdes entre o raio e 0s outros objetos.

7.5.1. O problema

Muitos problemas complexos de interse¢do sdo decompostos em proble-
mas mais simples. Apresentamos nesta se¢ao um algoritmo para uma versao
bem simples de problema de intersegao.

Problema de interse¢dao de segmentos. Dada uma colegao de
segmentos no plano, decidir se existem dois segmentos na cole-
¢ao que se intersectam.

Uma colegdo de n segmentos no plano é representada por dois vetores
e[l..n] e d[1..n] de pontos. A coordenada do ponto ¢[i] & (ex][i],ey]i]) e do
ponto d[i] € (dx[i],dy[i]).

A
1oy ex [6[-2[3]0[3]4]
I ey [3[T]A4]6]S[T]
P 1 2 3 4 5 6
31 1
o~ dy [8 1 T2[S5T7719]
21% 5 6 dy [7[3]4[8]0]2]
& 2 3 4 5 6
—

E facil projetar um algoritmo que resolve esse problema e consome
tempo ®(xn?). Como ja vimos, as vezes considerar o problema em um espago
de dimensdo menor nos ajuda a encontrar um algoritmo mais rapido para es-
pacos de dimens&o maior. Vamos entéo fazer um desvio e pensar no problema
quando os segmentos dados estdo em uma reta.

7.5.2. Intersecdo de intervalos

Quando os segmentos dados estdo numa reta, podemos pensar neles sim-
plesmente como intervalos. Cada intervalo pode ser dado por um par de nime-
ros. Usamos dois vetores ex[1..n] e dx|[1..n] para representar os n intervalos
lex[1]..dx[1]],...,[ex[n]..dx[n]]. O seguinte algoritmo decide se ha intersecao
entre dois dos intervalos dados, supondo que 0s pontos extremos sdo todos
distintos.
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VARREDURA(e,d,n)
1 parai<+ 1aténfaga > paracada intervalo
2 E[i] + ex]i] esq[i] < VERDADEIRO > extremo esquerdo
3 E[i+n] < dx[i] esqli+n] < FALSO > extremo direito
4 MERGESORT(E,esq,1,2n)
5 cont+ 0 resp < FALSO
6 parap+« 1até2nfagca > paracada ponto extremo
7 se esq|p]
8 entao cont < cont+ 1
9 se cont =2 entdo resp < VERDADEIRO
10 senao cont < cont — 1
11 devolva resp

Apbs as linhas 1-3, o valor de esq[p] indica se 0 nimero E[p] é o extremo
esquerdo de um intervalo da colegdo. A linha 4 rearranja simultaneamente os
vetores E[1..2n] e esq[1..2n] de modo que E[1] < --- < E[2n].

Imagine uma formiga que comega a caminhar para a direita a partir do
ponto extremo mais a esquerda. Para saber se ha interse¢éo entre dois dos in-
tervalos, cada vez que a formiga encontra o extremo esquerdo de um intervalo,
ela incrementa um contador que indica o0 numero de intervalos que contém o
ponto em que ela esta. Se o contador assume o valor 2, entdo ha um ponto
em dois dos intervalos dados. Assim ha na colegéo dois intervalos que se in-
tersectam. O algoritmo acima implementa esta ideia. Perceba que o valor do
contador é alterado apenas quando a formiga passa por um extremo de um
dos intervalos dados.

ex [10] O [ 18] dy [[16] 7 [ 22]

1 2 3 1 2 3

oWe  El o 710 16 18 22
esqlil Vv F Vv F V F
cont | 0 1 0 1 0

ex [10] 0 [ 16] dy [18] 7 [ 22]

1 2 3 1 2 3

oWe  Ep o 710 16 18 22
esqlp] v F Vv V F F
cont | 0 1 2 1 0

O consumo de tempo de VARREDURA é ®(nlgn) por causa da linha 4. As
demais linhas consomem tempo @(n).

Este algoritmo € um exemplo simples de aplicacdo de um método mais
geral e poderoso que passamos a descrever.
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7.5.3. Método da linha de varredura

No método da linha de varredura (sweepline), uma linha imaginaria, diga-
mos vertical, move-se da esquerda para a direita. A medida que a linha prosse-
gue, o problema restrito aos objetos que ficaram a esquerda dela é resolvido.
Toda a informagéo da parte do problema que esta a esquerda da linha, e que é
necessaria para estender a solugao parcial corrente, € mantida numa descri¢céo
combinatdria da linha de varredura.

Apesar da metéafora da linha mover-se continuamente da esquerda para a
direita, a sua descrigcdo combinatéria muda apenas em posicdes chaves, cha-
madas de pontos eventos. Podemos imaginar que a linha de varredura avanca
de ponto evento em ponto evento, da esquerda para a direita. Pontos even-
tos sdo entdo mantidos em uma fila, que é usualmente uma lista ordenada de
acordo com o valor da coordenada X dos pontos. Esta fila d4 a ordem em que
estes pontos devem ser processados. Em algumas aplicagdes, a fila de even-
tos estd completamente definida no instante inicial do algoritmo. Em outras,
novos pontos eventos podem ser detectados e inseridos na fila a medida que
a linha avanca.

No algoritmo VARREDURA, a formiga faz o papel da linha de varredura e o
contador é a descrigdo combinatéria da informacédo necessaria naquele caso.
Cada extremo de um intervalo € um ponto evento.

O tratamento de cada ponto evento consiste tipicamente nas seguintes ta-
refas:

Atualizar a fila: remover o ponto evento corrente, junto com qualquer outro
que tenha se tornado obsoleto e, eventualmente, inserir novos pontos
eventos na fila;

Atualizar a linha: atualizar a descrigdo combinatéria da linha de varredura
para que esta represente a situacéo atual;

Resolver o problema: estender a solugéo corrente.

A fila de eventos de VARREDURA consiste em E[i..2n|, a atualizagdo da
linha é feita nas linhas 8 e 10, quando cont é ajustado, e a atualizagéo da
solugéo do problema é feita quando a variavel resp € eventualmente alterada
nalinha 9.

O método da linha de varredura reduz um problema estatico bidimensio-
nal a um problema dinamico unidimensional: o problema de manter a descri-
¢ao combinatéria da linha. O problema unidimensional resultante é geralmente
mais simples que o problema bidimensional original. Veremos duas aplicagoes
do método: a primeira para o problema da intersegéo de segmentos no plano
e a segunda para um problema de divisdo de poligonos.

7.5.4. Predicado geométrico

O predicado geométrico usado no principal algoritmo desta secéo é o IN-
TERSECTA. Ele usa um dos predicados introduzidos na Subsecgdo 7.4.2. O
INTERSECTA recebe dois segmentos e devolve VERDADEIRO se 0s segmentos
se intersectam, e FALSO caso contrario.
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INTERSECTA(X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3,X4,Y4)

1 se ESQUERDA(x1,y1,Xx2,y2,%3,y3) # ESQUERDA(x1,y1,X2,Y2,%4,Y4)

2 e ESQUERDA(x3,y3,%4,y4,X1,y1) # ESQUERDA(X3,y3,%4,Y4,X2,2)
3 entdo devolva VERDADEIRO

4 sendo devolva FALSO

ESQUERDA(1,2,4,2,2,1) = FALSO
4 ESQUERDA(1,2,4,2,3,4) = VERDADEIRO
3 ESQUERDA(2,1,3,4,1,2) = VERDADEIRO

ESQUERDA(2,1,3,4,4,2) = FALSO
INTERSECTA(1,2,4,2,2,1,3,4) = VERDADEIRO
ESQUERDA(3,4,6,1,1,2) = FALSO
ESQUERDA(3,4,6,1,4,2) = FALSO
INTERSECTA(1,2,4,2,3,4,6,1) = FALSO

N

Para melhorar a legibilidade, temos a seguinte variante do INTERSECTA,
que recebe uma colecéo ¢[l..n|,d[1..n] de segmentos e dois indicesi e j, e
devolve VERDADEIRO se 0s segmentos de indices i e j da colecao se intersec-
tam, e FALSO caso contrario.

INTER(e,d, i, j)
1 devolva INTERSECTA(ex]i], ey [i], dx [i]. dy[i],ex j], er [j].dx |j], dy|j])

7.5.5. Algoritmo de Shamos e Hoey

Uma ideia natural para projetar um algoritmo eficiente € evitar o teste de
intersecdo entre pares de segmentos que ndo tem chance de se intersectar.
Como podemos fazer isto? Primeiro, pode-se eliminar os casos faceis. Dois
segmentos cuja projegao no eixo X sejam disjuntas ndo se intersectam. Abaixo,
os segmentos de indices 2 e 5 ndo precisam ser submetidos ao teste de inter-
secao.

Se a projec¢ao no eixo X de dois segmentos tem intersecao, entdo ha uma
linha vertical que intersecta ambos. Para determinarmos estes pares de seg-
mentos, usamos 0 método da linha de varredura. Imaginamos uma linha verti-
cal varrendo o plano da esquerda para a direita. Enquanto a linha varre o plano,
mantemos todos os segmentos intersectados por ela na descrigdo combinato-
ria da linha. Estes sdo os candidatos a realizarmos o teste de intersecao. Os
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segmentos que intersectam a linha pontilhada mais a esquerda na figura acima
sdo {4,5,6}. Infelizmente, fazer o teste de intersegcéo entre cada dois segmen-
tos que sédo simultaneamente intersectados pela linha de varredura ainda resul-
taria num algoritmo que consome tempo ®(»?) no pior caso, pois a linha pode
intersectar Q(n) segmentos simultaneamente.

A segunda observagao é que, se mantivermos os segmentos na ordem em
que intersectam a linha de varredura, entéo basta, como veremos, realizarmos
o teste de intersegéo entre pares de segmentos que sdo consecutivos nesta
ordem em algum momento.

O algoritmo que vamos apresentar nesta subsegdo implementa essa
ideia [Shamos and Hoey 1976]. Quando a linha de varredura é a reta x =1,
a ordem =<, em que os segmentos intersectados pela linha sdo mantidos é a
seguinte. Para dois segmentos de indices i e j intersectados pela linha, i <; j
se o0 ponto de intersecdo da linha com o segmento i fica abaixo do ponto de
interse¢cdo com o segmento j. No exemplo acima, 6 <55 <54e5<76<71. A
descricdo combinatéria da linha é esta ordem, que é alterada apenas quando
a linha atinge um ponto extremo de um dos segmentos ou um ponto de inter-
segao entre segmentos. No entanto, o algoritmo aqui apresentado para assim
que detecta o primeiro ponto de intersec¢éo. Logo, a descrigdo combinatéria da
linha serd alterada apenas em pontos extremos.

Usamos uma arvore de busca binaria balanceada (ABBB) T para repre-
sentar a descricdo combinatéria da linha. Mais precisamente, T representa a
ordem =<, quando a linha de varredura for a reta x = ¢, ou seja, 0s segmentos
armazenados em T sdo exatamente aqueles que intersectam aretax=rt e eles
estao armazenados de acordo com a ordem =;.

w

3 2<1
3 9<6=<5<7<2<1<8<3
\]:\;

I e
-2

[ere]
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O algoritmo utiliza as seguintes rotinas de manipulagado de uma ABBB:
CRIE(T): cria uma ABBB T vazia;
INSIRA(T,i): insere i na ABBB T, usando <, com 7 = ex|[i];
REMOVA(T,i): remove i da ABBB T, usando <, com 7 = dx|i];

PREDECESSOR(T,x,y): devolve o predecessor em T de um segmento que
passa pelo ponto (x,y), usando <y;

SUCESSOR(T,x,y): devolve o sucessor em T de um segmento que passa pelo
ponto (x,y), usando <.

O consumo de tempo de cada uma destas rotinas € O(lgm), onde m € o nimero
de elementos em T [Cormen et al. 2001].

O algoritmo INTERSEGAO-SH recebe uma colegéo e[l..n],d[1..n] de seg-
mentos, e devolve VERDADEIRO se ha dois segmentos na cole¢do que se inter-
sectam, e FALSO caso contrario. Para simplificar, INTERSECAO-SH sup6e que
nao ha dois pontos extremos com a mesma coordenada X e ndo ha dois seg-
mentos que se intersectam em mais do que um ponto. Ou seja, casos como 0s
abaixo ndo sao tratados.

e‘x|

1
1 ey |3 ]1
3 1 1 > 3 4 5 6
RI.
4

S dy [TTTZ[a 7[5
[ 6 dy (423 ]2 ]T]T]

2

\/

O algoritmo INTERSEGAO-SH utiliza uma rotina FILADEEVENTOS que re-
cebe os vetores ¢[1..n] e d[1..n] de pontos, representando uma cole¢édo de n
segmentos, e troca eli] por d[i] para todo i tal que ex[i] > dx|i], de modo que e]i|
indique o extremo esquerdo do segmento i e d[i] indique o direito. Além disso,
INTERSEGAO-SH devolve um vetor E[1..2n], com os pontos de e[1..n] e d[1..n]
ordenados pelas suas coordenadas X, um vetor segm|1..2n] onde segm[p| € 0
indice do segmento da colegéo do qual E[p] é extremo, e um vetor booleano
esq[1..2n] onde esq[p] € VERDADEIRO se E[p]| é o extremo esquerdo do seg-
mento de indice segm[p] da colegdo, e FALSO caso contrario. O consumo de
tempo de FILADEEVENTOS é O(nlgn).

FILADEEVENTOS(e,d,n)

1 parai<+ laténfaga > paracadasegmento

2 se ex|i] > dx|[i] entdo eli] > d[i]

3 E[i] « e[i] segmli] i esq[i] + VERDADEIRO
4 Eli+n] <+ d[i] segml[i+n]<i  esqi+n] <« FALSO
5 MERGESORT(E, segm,esq,1,2n)
6 devolva (E,segm,esq)
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Para o exemplo do inicio desta subsec¢éao, os vetores E, segm € esq devolvi-
dos pela rotina FILADEEVENTOS seriam

Ex [2]-T[TTTT2727T2 37374576 ]
g [BTT]af2Ta]3[T[5T2]2[0]T]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
seem [3[2 [T 123 [3[6 1T [5[4[516]

esq [VIV]IVIFJV]FIV][FIV]IF]TFITF]

INTERSECAO-SH(e,d,n)
1 (E,segm,esq) < FILADEEVENTOS(e,d,n)

2 CRIE(T)

3 para p <« 1 até 2n faca

4 i < segm|[p]

5 pred < PREDECESSOR(T,Ex|p],Ey|[p])

6 suc < SUCESSOR(T,Ex[p],Ey[p])

7 se esq|p)

8 entdo INSIRA(T,i)

9 se (pred # NIL e INTER(e,d, i,pred))

ou (suc # NIL e INTER(e,d, i, suc))

10 entdo devolva VERDADEIRO
11 sendo REMOVA(T, i)
12 se pred # NIL € suc # NIL e INTER(e,d,pred, suc)
13 entdo devolva VERDADEIRO

14 devolva FALSO

O algoritmo esta correto. E evidente que se o algoritmo devolve
VERDADEIRO entao essa resposta € correta: ha intersegao entre dois dos seg-
mentos. Assim, se ndo ha intersegao entre dois dos segmentos da colegéo, o
algoritmo devolve FALSO. Falta entdo mostrar que, sempre que ha dois seg-
mentos que se intersectam na colecao, ele devolve VERDADEIRO.

Depois da linha 1, vale que E[1],...,E[2n] sdo todos os pontos extremos
dos segmentos da colegéo e Ex[1] < --- < Ex[2n]. Seja E[0] um ponto arbitrario
a esquerda do ponto E[1]. Para um numero ¢, denotamos por <,+ a ordem
induzida pela linha de varredura assim que ela passou da reta x =1.

A cada passagem pela linha 4, valem os seguintes invariantes:

e T representa a ordem <, onder = Ex[p—1];

e ja foram submetidos ao teste de intersec¢ao todos os segmentos que sdo
consecutivos em <+ parat = Ex[l],...,Ex[p].

O primeiro invariante decorre do teste da linha 7, que detecta se a linha de
varredura atingiu o comec¢o ou o fim do segmento i, definido na linha 4, e das
linhas 8 e 11, que atualizam T adequadamente.
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O segundo invariante decorre do seguinte. Se i € inserido em T, a linha 9
faz o teste de i com os segmentos consecutivos na ordem =<; com ¢ = Ex|[p],
isto é, seu predecessor e seu sucessor em <;, se existirem. Como n&o ha dois
pontos extremos com a mesma coordenada X, temos que neste caso <=~ .
Se i é removido de T, a linha 12 testa a intersecdo entre o predecessor e 0
sucessor de i em <;, se ambos existirem. Estes dois segmentos sdo conse-
cutivos em <;:. Estes sdo os Unicos testes de intersecdo necessarios para
manter o segundo invariante.

Suponha que ha dois segmentos na colegdo que se intersectam. Por hi-
potese, sempre que dois segmentos se intersectam, isso ocorre em um Unico
ponto. Escolha dois segmentos s e r da colegcao que se intersectam num ponto
(x,y) com x o menor possivel. Observe que s e r sdo consecutivos em <+
parar = Ex[j] onde j = max{q : Ex[g]<x}. Entdo, pelos invariantes, o algoritmo
termina com p < j, devolvendo VERDADEIRO.

Consumo de tempo. O consumo da linha 1 é ®(nlgn) e dalinha2 é O(1).
O bloco de linhas 4-13 é executado 2n vezes. Como T armazena no ma-
ximo n segmentos, cada execucdo deste bloco consome tempo O(lgn). Logo,
o consumo total deste bloco de linhas é O(nlgn) e o consumo de tempo do
INTERSECAO-SH é O(nlgn).

Exercicios
1. Ajuste INTERSEGAO-SH para que aceite pontos extremos com mesma
coordenada X.

2. Escreva uma versao de INTERSECAO-SH que, dada uma cole¢éo de seg-
mentos, devolva todas as intersegdes entre os segmentos. Para simpli-
ficar, suponha que n&o existam pontos extremos e intersecées com a
mesma coordenada X e que intersegdes entre mais do que dois seg-
mentos n&o ocorram.

3. Descreva os campos de um n6 da ABBB T que armazena a descri¢cdo
combinatéria da linha de varredura usada em INTERSEGCAO-SH. Utili-
zando essa descricdo do nd, escreva o algoritmo PREDECESSOR(T, x,y)
usando o predicado ESQUERDA.

7.6. Divisdo em poligonos mondtonos

O interesse aqui € decompormos um certo dominio complexo em uma co-
lecdo de objetos simples. A regido mais simples na qual podemos decompor
um objeto plano é um tridngulo. Dado um poligono, queremos adicionar dia-
gonais que nao se cruzem de modo a dividi-lo em triangulos. Esse processo &
chamado de triangulagéao do poligono.

O algoritmo que veremos nesta sec¢ao utiliza o método da linha de varredura
para dividir um poligono dado em poligonos ditos monétonos. Em conjunto
com um algoritmo de Garey, Johnson, Preparata e Tarjan [Garey et al. 1978],
que triangula em tempo linear poligonos mon6tonos, este algoritmo pode ser
usado como pré-processamento, para triangular um poligono de n vértices em
tempo O(nlgn).
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7.6.1. Poligonos e poligonos monodtonos

Uma curva poligonal é uma sequéncia finita (vi,a;,vs,...,a,—1,v,) onde
vi,...,v, S0 pontos no plano e a; € um segmento com extremos v; e v; | para
i=1,...,n—1. Os pontos vy,...,v, sdo chamados de vértices e os segmentos
ai,...,a,_1 de arestas. Uma curva poligonal é fechada se v = v,. Considere os
indices dos vértices e arestas de um poligono ciclicamente, ou seja, v, = vy,
Vo =vn, an = ay € ay = a,_1. Uma curva poligonal fechada é simples se sem-
pre que dois segmentos a; € a; com i # j se intersectam, entdo j=i—1e a
intersecdo € exatamente o vértice v;, ou j =i+ 1 e a intersecdo é exatamente
0 vértice vy .

V)
V4
Vs
V7
V3
Vg

curva poligonal fechada nao-simples fechada simples

Um poligono é a regiao fechada do plano limitada por uma curva poligo-
nal fechada simples. A sua descrigdo combinatdria € uma sequéncia de seus
vértices listados na ordem em que aparecem ao percorrermos a fronteira do
poligono no sentido anti-horario, sem repetigcdes. A descrigdo combinatoéria do
poligono mostrado abaixo € (vy,...,v17). O fecho convexo de um conjunto de
pontos nada mais é do que um poligono.

V2 V17 Vie

Vi
Vi

V4 V7 Vg Vi1

Um poligono é chamado de Y -mondtono se a intersecao dele com toda reta
horizontal € um segmento de reta, um ponto ou é vazia. Acima, o poligono da
esquerda ndo € Y-mondtono, ja o da direita é.

Para simplificar a exposi¢éo, vamos assumir que o poligono nao possui dois
vértices com a mesma coordenada Y.
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7.6.2. O problema

Sejam u e v dois vértices de um poligono P. O segmento uv é uma diagonal
de P se ele esta contido em P e intersecta a fronteira de P apenas em u e v.
A adigdo de uma diagonal a um poligono P o divide naturalmente em dois
poligonos.

Problema da divisdao em poligonos monoétonos. Dado um po-
ligono P, encontrar um conjunto de diagonais de P que o dividam
em poligonos Y-monotonos.

O poligono abaixo é dividido em cinco poligonos Y-mon6tonos pela adi¢cao
das quatro diagonais indicadas.

Uma ponta interior de um poligono € um vértice v; para o qual ambos v;
e v;;| estdo acima ou ambos estao abaixo de v; e 0 angulo interno determinado
por v;_1,vi,viy1 € maior que m. Se ambos estdo acima, v; € uma ponta para
baixo, sendo é uma ponta para cima. Acima, a € d sdo as pontas interiores
para cima, e b, ¢ € e SA0 as pontas interiores para baixo.

Pontas interiores sdo fontes locais de ndo-monotonicidade: um poligono é
Y-monotono se ndo possui pontas interiores. De fato, suponha que P nédo é Y-
mondtono. Temos que mostrar que P contém uma ponta interior. Como P néao é
Y-monotono, existe uma reta horizontal ¢ que intersecta P em mais de um com-
ponente conexo. Podemos escolher ¢ tal que o componente mais a esquerda
seja um segmento e ndo um simples ponto. Seja p o extremo esquerdo deste
segmento e ¢ 0 seu extremo direito. Se seguirmos a fronteira de P em sentido
anti-horario a partir de ¢, ela intersecta ¢ novamente em algum ponto r. Se r # p
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entao o vértice mais alto que encontramos neste percurso € necessariamente
uma ponta interior para cima.

ponta interior

ponta interior ——

Se r = p e seguirmos a fronteira de P a partir de ¢ no sentido horario, ela
intersecta ¢ num ponto . Observe que ¥ # p, ja que a fronteira de P intersecta ¢
mais do que duas vezes. Assim, o vértice mais baixo que encontramos no
percurso de ¢ até ' é necessariamente uma ponta interior para baixo.

Um poligono tera sido dividido em poligonos Y-monétonos assim que nos
livramos das suas pontas interiores. Fazemos isto adicionando diagonais que
vao para cima a partir de pontas interiores para cima e que vao para baixo a
partir de pontas interiores para baixo.

Vamos descrever um algoritmo que resolve o problema da divisdo em po-
ligonos mondtonos através dessa ideia, usando a técnica da linha de varre-
dura [Lee and Preparata 1977].

Um poligono com n vértices é representado por vetores X[1..n] e Y[1..n],
com os vértices na ordem em que aparecem em sentido anti-horario na fron-
teira do poligono.

7.6.3. Trapézios e pontas interiores

Um trapézio € um quadrilatero que possui duas arestas paralelas. Para
cada vértice v de um poligono P, trace um segmento horizontal maximal pas-
sando por v e contido em P. Esses segmentos dividem P naturalmente em
trapézios cujas arestas paralelas sdo horizontais.
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Observe que, como nédo ha vértices com a mesma coordenadaY, o vértice v
€ 0 Unico vértice no seu segmento maximal. Assim, todo trapézio dessa divisao
tem exatamente um vértice de P na sua aresta horizontal superior, chamado de
vértice de suporte superior, € outro na sua aresta horizontal inferior, chamado
de vértice de suporte inferior. Se um tal vértice estiver no interior de uma
aresta do trapézio, ele sera chamado de vértice interior de suporte. Abaixo,
a esquerda, destacamos os trapézios que tém vértices interiores de suporte.
Todo vértice interior de suporte € uma ponta interior e vice-versa.

Se ligarmos cada vértice interior de suporte ao outro vértice de suporte
do trapézio, estes segmentos serdo diagonais que dividem P em poligonos Y-
monétonos. De fato, cada ponta interior deixa de ser uma ponta interior pois
passa a ter, nos dois subpoligonos gerados por esta diagonal, um vizinho acima
e outro abaixo dela.

Os algoritmos mostrados a seguir utilizam a rotina PONTAPARABAIXO, que
recebe o indice x de um vértice de suporte superior de um trapézio do poligono,
o vetor Y[1..n] com as coordenadas Y dos vértices do poligono e devolve VER-
DADEIRO se o vértice de indice x € uma ponta interior para baixo, e FALSO caso
contrario. A rotina PONTAPARABAIXO consome tempo 0(1).

PONTAPARABAIXO(x,Y,n)
1 x —x—1 xt¢ex+1
2 sex =0entdox «n
3 sex"=n+1entdoxt +1
> x~ ex' sdo o predecessor e o sucessor de x na fronteira do poligono
4 seY[x|>Y[x]eYx"]>Y[x] © xépontainterior para baixo?
5 entdo devolva VERDADEIRO
6 sendo devolva FALSO

7.6.4. Algoritmo de Lee e Preparata

O algoritmo que descrevemos aqui € uma implementagéo da ideia sugerida
na subsecao anterior [Lee and Preparata 1977]. Ele utiliza a técnica da linhade
varredura. Abaixo descrevemos quais sdo os pontos eventos, o funcionamento
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da fila de pontos eventos, da estrutura da linha de varredura e como cada tipo
de ponto evento é processado pelo algoritmo, que recebe X|[1..n] e Y[1..n],
representando um poligono.

Pontos eventos

Os pontos eventos sdo os vértices do poligono. A fila de pontos eventos é
determinada estaticamente e consiste em um vetor E[1..n] com uma permuta-
¢ao dos indices de 1 a n dos vértices do poligono tal que

Y[E[1]] > Y[E]2]] > --- > Y[E[n]].
Linha de varredura

Descrevemos um trapézio do poligono pela tripla ((i, j),x, (k,)), onde

e (i,j) € o parde indices dos vértices da aresta do poligono que contém o
lado esquerdo do trapézio, sendo que i esta acima de j,

e x € 0 vértice de suporte superior do trapézio, e

e (k1) é o par de indices dos vértices da aresta do poligono que contém o
lado direito do trapézio, sendo que k esta acima de [.

Imaginamos a linha varrendo o poligono de cima para baixo. Dizemos que
um trapézio € ativo se ele intersecta a linha de varredura. A descricdo combi-
natoria da linha guarda os trapézios ativos na ordem em que séo intersectados
por ela, da esquerda para a direita. Assim, quando a linha de varredura é a
retay =t, temos que ((i, j),x, (k,1)) <; (({',j'),%', (K',I')) se a interse¢do da linha
com o trapézio ((i,j),x,(k,l)) estd & esquerda da interse¢cdo com o trapézio
(1", 7)., (K, 1),

Usamos novamente uma ABBB T para representar a descricdo combina-
toéria da linha. Mais precisamente, T representa a ordem <, quando a linha
de varredura for a reta y =1, ou seja, os trapézios armazenados em T sao 0s
ativos e eles estdo armazenados de acordo com a ordem <;.
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O algoritmo utiliza as seguintes rotinas para manipular 7'
CRIE(T): cria uma ABBB T vazia;

INSIRA(T,i, j,v.k,l): insere o trapézio ((i,j),v,(k,/)) na ABBB T, usando <,
coms=Y[;

REMOVA(T,v): devolve NIL se ndo ha trapézio em T que contenha o vértice v,
do contrario remove de T um trapézio que contenha o vértice v e devolve
a sua descrigdo combinatdria, usando <, com ¢ =Y |v].

O consumo de tempo de cada uma destas rotinas é O(lgm), onde m é o nimero
de trapézios em T [Cormen et al. 2001].

Processamento dos pontos eventos

A atualizagao da descricdo combinatéria da linha de varredura depende do
tipo do ponto evento. Seja v o ponto evento corrente, v~ 0 seu predecessor
e v o0 seu sucessor na fronteira do poligono. Dividimos o processo em trés
casos. O primeiro caso ocorre quando um dos vértices v~ e v esta acima de v
e 0 outro esta abaixo. O segundo caso ocorre quando os dois estdo abaixo
de v, e o terceiro caso, quando os dois estdao acima de v.

Caso 1 Caso 2 Caso 3

No primeiro caso, temos que substituir em T o trapézio ativo que tem v
como vértice de suporte inferior pelo que tem v como vértice de suporte supe-
rior. Além disso, se o vértice de suporte superior do trapézio removido for uma
ponta para baixo, tracamos uma diagonal de v até ele.

A rotina TRATACASO1 implementa esse caso. Ela recebe a ABBB T' com
a descricdo combinatéria da linha de varredura imediatamente acima do vér-
tice v, trés indices u, v, € w de vértices consecutivos na fronteira do poligono tais
que um dentre u e w esta abaixo de v e o0 outro acima, as coordenadas Y[1..n]
dos vértices do poligono, e um vetor DJ1..t] com diagonais do poligono. Ela
ajusta T de maneira a que passe a representar a linha de varredura imediata-
mente abaixo de v, e eventualmente acrescenta ao vetor D uma diagonal com
uma das pontas em v, a fim de eliminar uma ponta para baixo.
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(as,s,aq) (as,s,a9)

(a21,1,a20) :> (a21,1,a20)

(a10,5,a12) (a10,5,a12)

(a18,%,a6) (a19,v,a6)

TRATACASO1 (T, u,v,w,Y,n,D,t)

seY[u] <Y[w|entdou <+ w

((¢,7),x,(k,1)) + REMOVA(T,v)

sev=j > otrapézio esta a direita de v?
entdo INSIRA(T,v,w,v,k,[)
senao INSIRA(T, i, j,v,v,w)

se PONTAPARABAIXO(x,Y,n)
entdor<rt+1 D[t] + (x,v)

NOoO O W=

O segundo caso ocorre com 0s vértices v e r na situagao ilustrada a frente.
Estes s@o os dois casos possiveis: num o ponto evento estd em um trapézio
ativo que deixara de ser ativo, e no outro ele ndo esta em nenhum trapézio
ativo.

Se v estd em um trapézio ativo, como na situacao ilustrada, entao ele é uma
ponta interior para cima e sera processado da seguinte maneira. Removemos
de T o trapézio que contém v e inserimos os dois trapézios que passam a
ser ativo, tendo v como vértice de suporte superior. Ademais, tragamos uma
diagonal de v até x, onde x € o vértice de suporte do trapézio que foi removido
deT.

Se v ndo esta em um trapézio ativo, entdo um Unico trapézio passa a ser
ativo, tendo as arestas incidentes a v como arestas laterias e v como vértice de
suporte superior.

A rotina TRATACASOZ2 implementa esse caso. Ela recebe a ABBB T com
a descricdo combinatdria da linha de varredura imediatamente acima do vér-
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tice v, trés indices u, v, e w de vértices consecutivos na fronteira do poligono tais
que u e w estdo abaixo de v, as coordenadas X dos vértices do poligono, e um
vetor D[1..t] com diagonais do poligono. Ela ajusta T de maneira a que passe
a representar a linha de varredura imediatamente abaixo de v, e eventualmente
acrescenta uma diagonal ao vetor D.

(as,s,a9) (ag,s,a9)
(a21,1,a) —> (a19,v.a3)
(a10,8,a12) (a10,8,a12)
(ar9,x,a6) (a1,r,a2) (as,v.a6)

TRATACASO2(T,u,v,w,X,D,t)
1 se X[u] >X[w]entdou <> w
2 trap < REMOVA(T,v)
3 se trap =NIL
4 entdo INSIRA(T,v,u,v,v,w)
5 senao ((i, j),x, (k1)) < trap
6 INSIRA(T, i, j,v,v,u)
7 INSIRA(T, v, w,v,k,[)
8 t+t+1 D[]+ (x,v) > vépontainterior para cima

O terceiro caso ocorre com o0s vértices v e z na situacao ilustrada a frente.
Estes sdo os dois casos possiveis: num o ponto evento estda em um trapézio
ativo que deixara de ser ativo, e no outro ele esta em dois trapézios ativos que
deixardo de ser ativos.

Se v estd em um trapézio ativo apenas, entdo basta remover este trapézio
de T e se o vértice de suporte superior deste trapézio for ponta interior para
baixo, tragamos uma diagonal de v para este vértice.

Se v esta em dois trapézios ativos, entdo removemos estes dois trapézios,
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que tém como vértices de suporte superiores, digamos, x € y, € caso x ou y
sejam pontas interiores para baixo, tragamos diagonais de v para eles.

A rotina TRATACASOS implementa esse caso. Ela recebe a ABBB 7' com
a descricdo combinatéria da linha de varredura imediatamente acima do vér-
tice v, trés indices u, v, e w de vértices consecutivos na fronteira do poligono tais
que u e w estdo acima de v, as coordenadas Y dos vértices do poligono, e um
vetor D[1..t] com diagonais do poligono. Ela ajusta 7 de maneira a que passe
a representar a linha de varredura imediatamente abaixo de v, e eventualmente
acrescenta uma ou duas diagonais ao vetor D.

(as,s,aq) (ag,s,a9)

|:“> (az1,v,a3)

(ar9,x,a3)

(a10,5,a12) (a10,5,a12)

(aa1,u,ax) (as,x,a6) (a4,x,a6)

TRATACASO3(T,v,Y,n,D,t)
1 ((4,)),x, (k,0)) < REMOVA(T,v)
2 se PONTAPARABAIXO(x,Y,n)
entdor<rt+1 D[t] + (x,v)
se j#Avouk=#v >haum outro trapézio em 77?
entdo ((¢,j'),y, (K',l')) + REMOVA(T,v)
se PONTAPARABAIXO(y,Y,n)
entdo r<r+1 Dlt] + (y,v)
sel=v
entdo INSIRA(i, j,v,k',1")
sendo INSIRA(Y, j, v, k,1)

AW

O OWoo~NO O,
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O consumo de tempo das rotinas TRATACASO1, TRATACASO2 e TRATA-
CAs03 é O(lgm), onde m é o numero de trapézios em 7. Temos que m < n,
assim esse consumo é O(Ign).

Algoritmo

Finalmente estamos prontos para apresentar o pseudocédigo do algoritmo
de Lee e Preparata. As linhas 1-3 constroem a fila E[1..n] de pontos eventos,
formada pelos indices de 1 a n de modo que Y[E[1]] > --- > Y[E[n]]. O bloco
6-14 de linhas trata cada ponto evento conforme discutimos.

DIVIDEEMMONOTONO-LP(X,Y,n)

1 parak+ 1aténfaca
2 E[k] + k
3 MERGESORT(Y,X,1,n,E) > ordenagao indireta decrescente de ¥
4 CRIE(T) 1«0
5 parak+« 1 aténfaga
6 v < E[k]
7 v o—v—1 vF v+l
8 sev  =0entdov < n
9 sevh =n+1entdovt 1
10 seY | <YP] <YpTouYpt]<Yp] <Y[v]
11 entdo TRATACASO1(T,v=,v,v",Y,n,D,t)
12 sendose Y[y | <Y[
13 entdo TRATACASO2(T,v—,v,v" X,D,t)
14 senao TRATACASO3(T,v,Y,n,D,t)

15 devolva (D,t)

O algoritmo esta correto. Primeiramente, cada par de pontos (x,v) inse-
rido no vetor D nas rotinas TRATACASO1, TRATACASO2 e TRATACASO3 é uma
diagonal do poligono. De fato, x e v sdo vértices de suporte de um mesmo
trapézio: aquele que deixou de ser ativo e foi removido de T imediatamente
antes do par ser incluido em D. Assim, o segmento com extremos x e v esta
contido no poligono. Ademais, como pelo menos um entre x e v € ponta interior,
e portanto vértice de suporte interior deste trapézio, este segmento intersecta
a fronteira do poligono apenas em seus extremos e logo é uma diagonal.

Cada trapézio do poligono estara ativo em alguma iteragdo. Como ja ob-
servado, uma ponta interior € vértice de suporte de algum trapézio. Uma ponta
interior para baixo é eliminada na iteragdo em que deixou de ser ativo o trapézio
do qual ela é vértice de suporte superior. Isso pode ocorrer no TRATACASO1
ou no TRATACAS03. Uma ponta interior para cima é eliminada quando deixou
de ser ativo o trapézio do qual ela é vértice de suporte inferior. Isso ocorre no
TRATACASO2.

Consumo de tempo. As linhas 1-2 consomem tempo ®(n) enquanto que
a linha 3 consome tempo ©(nlgn). Em cada execugao do bloco de linhas 6-14,
exatamente uma entre TRATACASO1, TRATACASO2 ou TRATACASO3 é acio-
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nada. Uma execuc¢do do bloco de linhas 6-9 consome tempo ©(1). Assim, o
consumo total de tempo do bloco de linhas 6-14 é O(nlgn), ja que este bloco
é executado n vezes. Com isso, o algoritmo de Lee e Preparata consome
tempo @(nlgn).

Exercicios
1. Ajuste DIVIDEEMMONOTONO-LP para que aceite vértices com mesma
coordenada Y.

2. Prove que a soma do numero de vértices dos subpoligonos obtidos pela
adi¢ao das diagonais encontradas pelo algoritmo DIVIDEEMMONOTONO-
LP é O(n), onde n € o nimero de vértices do poligono dado.

3. Descreva os campos de um né da ABBB T que armazena a descrigao
combinatéria da linha de varredura usada em DIVIDEEMMONOTONO-LP.
Utilizando essa descrigao, escreva um algoritmo BUSQUE(T,v), que re-
cebe a arvore T e o indice de um vértice do poligono representado por
X|[1..n],Y[1..n] e devolve NIL caso nao haja um trapézio em T que con-
tém v, e caso contrario devolve um trapézio de T que contenha v. Seu
algoritmo deve usar o predicado ESQUERDA.

7.7. Conclusbes

Neste texto, pudemos apresentar apenas alguns problemas e técnicas em
geometria computacional. Deixamos de lado um grande numero de topicos
centrais, tais como diagramas de Voronoi, triangula¢éo de Delaunay, localiza-
¢ao de pontos, grafos de visibilidade, problema de galeria de arte, etc. Tais
tépicos, dentre outros, podem ser encontrados em varios dos livros aqui cita-
dos. Esperamos assim mesmo que o que foi apresentado desperte o interesse
do leitor pela esta fascinante area.
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