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Visao geral do minicurso

A

# Introducao (Secs. 7.1 e 7.2)

ula 1:

#» Par de pontos mais proximos (Sec. 7.3)

Aula 2:
#® Fecho convexo (Sec. 7.4)
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Visao geral do minicurso

A

# Introducao (Secs. 7.1 e 7.2)

ula 1:

#» Par de pontos mais proximos (Sec. 7.3)

Aula 2:
#® Fecho convexo (Sec. 7.4)

Aula 3:
# Metodo da linha de varredura (Secs. 7.5 e 7.6)
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Combinacao convexa

-

P: colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y[1..n].
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Combinacao convexa

-

P: colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y[1..n].

-

Combinacao convexa de pontos de P°: soma da forma
ar(X[1,Y[1]) +--- 4+ an(X]n], Y|n),

como; >0,parar=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.
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Combinacao convexa
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Combinacao convexa
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Combinacao convexa

-

P: colecao de pontos do plano, dada por X|[1..n|,Y[1..n].

-

Combinacao convexa de pontos de P°: soma da forma
ar(X[1,Y[1]) +--- 4+ an(X]n], Y|n),

como; >0,parar=1,...,n,e a1 +---+ a,=1.
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Fecho convexo

fFecho convexo de P: conjunto de combinag0des convexas T
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X1, Y[1]) + - - - + ap(X[n], Y [n]) :
a4+ F+a,=1,ea; >20(0=1,...,n)}.
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Fecho convexo

fFecho convexo de P: conjunto de combinag0des convexas T
de pontos de P, ou seja,
conv(P) :={a (X1, Y[1]) + - - - + ap(X[n], Y [n]) :
a4+ F+a,=1,ea; >20(0=1,...,n)}.

Problema: Dada uma colecao P de pontos do plano,
determinar o fecho convexo de P. J
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Pontos extremos

-

Ponto (z,y) de P é extremo se ndo € combinacao convexa
de pontos de P\ {(z,y)}.
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Pontos extremos

-

Ponto (z,y) de P é extremo se ndo € combinacao convexa
de pontos de P\ {(z,y)}.

-

Pontos extremos de conv(P) sao pontos extremos de P.
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Representacao do fecho convexo

-

Representacao do fecho convexo: vetor H|1..h| com
indices dos pontos extremos na ordem em que aparecem
na fronteira do fecho convexo (sentido anti-horario).

-
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Representacao do fecho convexo

-

Representacao do fecho convexo: vetor H|1..h| com
indices dos pontos extremos na ordem em que aparecem
na fronteira do fecho convexo (sentido anti-horario).

-

LOS pontos de indice 2, 4, 5, 7 e 8 s&0 extremos. J
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Predicados geomeétricos

fESQUERDA((:Ul, Y1), (x2,92), (£3,y3)) = VERDADE
DIREITA((LI?l7 yl), (372, yg), (1’3, yg)) = FALSO

(22, y2)
O
(23, y3)

(z1,91)



Predicados geomeétricos

 ESQUERDA((x1, 1), (72, 2), (13, 3)) = FALSO
DIREITA((x1,v1), (x2,92), (3,y3)) = VERDADE

(22, y2)
O

(3, y3)

(z1,91)



Predicados geomeétricos

 ESQUERDA((x1, 1), (72, 2), (13, 3)) = FALSO -
DIREITA((x1,v1), (x2,92), (3,y3)) = VERDADE
(2,92)
O
O
(73,93)

(z1,91)

Vamos supor gue nao ha trés pontos colineares.



Predicados geomeétricos
fESQUERDA((%, y1), (72,92), (3,93)): T



Predicados geomeétricos

fESQUERDA((:Ul,yl), (x2,12), (x3,y3)): sinal do determinante T

r1 y1 1
ro Yo 1
r3 yz 1




Predicados geomeétricos

fESQUERDA((:Ul,yl), (x2,12), (x3,y3)): sinal do determinante T

1 Y1 1
vy Yo 1| = (w2 —x1)(ys —y1) — (23 — 1) (y2 — y1)-
r3 y3 1




Predicados geomeétricos

fESQUERDA((:Cl,yl), (x2,12), (z3,y3)): sinal do determinante T

1 Y1 1
vy Yo 1| = (w2 —x1)(ys —y1) — (23 — 1) (y2 — y1)-
r3 y3 1

O valor absoluto deste numero é duas vezes a area do
triangulo de extremos (x1,y1), (z2,y2) € (73, y3).

(332, 92)

|

JAI 2009 —p. 8



Abreviaturas

fColegéo X|1..n],Y[1..n] de pontos.
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Abreviaturas
fColegéo X|[1..n|,Y[1..n] de pontos.

ESQ(X,Y i, j, k) =
ESQUERDA((X 4], Y'[i]), (X 7], Y[j]), (X[E], Y'[k]))

Em pseudocaddigo:

EsSQ(X,Y,i,j,k)
1 devolva ESQUERDA((X[i], Y[i]), (X|j],Yj]), (X|E],Y[k]))

Similarmente
DIR(X,Y,i,7,k) =
DIREITA((X[i], Y[i]), (X[], Y[j]), (X[k]. Y [K]))

DIR(X,Y,,7, k)
\_ 1 devolva DIREITA((X[i], Y[i]), (X 7], Y[7]), (X k], Y[E]))
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com 0sS trés primeiros pontos.

>
—_
V)
DO
|
[\
—
[\
N
-)

4o + H | 1| 3|2
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com 0sS trés primeiros pontos.

>
—_
V)
DO
|
[\
—
[\
N
-)

4e + H|1]| 3|2

®O 1 2 3

LO qguarto ponto, (-2, —1), pertence ao fecho corrente? J
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com 0sS trés primeiros pontos.

>
—_
V)
DO
|
[\
—
[\
N
-)

de 1 mlils3]o

®O 1 2 3

LO qguarto ponto, (-2, —1), pertence ao fecho corrente? Néo.J
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com 0sS trés primeiros pontos.

>
—_
V)
DO
|
[\
—
[\
N
-)

LAtualizamos o fecho para incluir o ponto (—2, —1). J
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Um algoritmo incremental

-

Proximas iteracoes...

O quinto ponto, (1, —2), pertence ao fecho corrente? Nao.
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Um algoritmo incremental

-

Proximas iteracoes...

O quinto ponto, (1, —2), pertence ao fecho corrente? Nao.
LO sexto ponto, (2,2), pertence ao fecho corrente? Sim. J
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Um algoritmo incremental

-

Proximas iteracoes...

>
—_
V)
DO
|
[\
—
DO
N
-)

O setimo ponto, (4,2), pertence ao fecho corrente? Nao.
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Um algoritmo incremental

-

Proximas iteracoes...

>
—
V)
DO
|
[\
—
DO
N
-)

O setimo ponto, (4,2), pertence ao fecho corrente? Nao.
Atualizamos o fecho para incluir o ponto (4, 2).
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X, Y, n)
1 se EsSQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H|l|—1 H[2|«—2 H[3]«<—3 h+«3
3 sendo H[l|«+— 1 H[]2]«<—3 H[3|+2 h+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X, Y, n)
1 se EsSQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H|l|—1 H[2|«—2 H[3]«<—3 h+«3
3 sendo H[l|«+— 1 H[]2]«<—3 H[3|+2 h+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

PERTENCE(H, h, X, Y, z,y): devolve VERDADE se (z,y) esta
no fecho convexo, dado por H[1..h], da colecao
X[1..k—1],Y[1..k—1] de pontos, FALSO caso contrario.
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X, Y, n)
1 se EsSQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H|l|—1 H[2|«—2 H[3]«<—3 h+«3
3 sendo H[l|«+— 1 H[]2]«<—3 H[3|+2 h+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

PERTENCE(H, h, X, Y, z,y): devolve VERDADE se (z,y) esta

no fecho convexo, dado por H[1..h], da colecao

X[1..k—1],Y[1..k—1] de pontos, FALSO caso contrario.
LConsumo de tempo: no pior caso, O(h). J
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.
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4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

INSEREPONTO(H, h, X, Y. k): recebe o fecho convexo
H|1..h)dacolecao X|1..k—1],Y|1..k—1] de pontos e
devolve o fecho convexo da colecédo X|[1..%],Y[1..k].
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X, Y, n)
1 se EsSQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H|l|—1 H[2|«—2 H[3]«<—3 h+«3
3 sendo H[l|«+— 1 H[]2]«<—3 H[3|+2 h+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

INSEREPONTO(H, h, X, Y. k): recebe o fecho convexo
H|l1..h) da colecao X[1..k—1],Y[1..k—1] de pontos e
devolve o fecho convexo da colecédo X|[1..%],Y[1..k].
~ Consumo de tempo: no pior caso, O(h). o
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X, Y, n)
1 se EsSQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H|l|—1 H[2|«—2 H[3]«<—3 h+«3
3 sendo H[l|«+— 1 H[]2]«<—3 H[3|+2 h+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

Invariante do para da linha 4.
H|[1..h] e fecho convexo da cole¢ao X|[1..Lk—1],Y[1..k—1].
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Um algoritmo incremental

fldeia: examinar um a um os pontos da colecao, T
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

INCREMENTAL(X, Y, n)
1 se EsSQ(X,Y,1,2,3)
2 entao H|l|—1 H[2|«—2 H[3]«<—3 h+«3
3 sendo H[l|«+— 1 H[]2]«<—3 H[3|+2 h+3
4 parak < 4 até n faca
5 se nao PERTENCE(H, h, X, Y, X k|, Y |k|)
6 entao (H,h) < INSEREPONTO(H, h, X, Y k)
/ devolva (H,h)

Invariante do para da linha 4.
H|[1..h] e fecho convexo da cole¢ao X|[1..Lk—1],Y[1..k—1].

LConsumo de tempo: O(n?), pois h < n sempre na linha 5. J
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Pertence

ﬁDERTENCE(H, h, X)Y,z,y) T
1 H[h+1] <« H[1] > sentinela
2 parai«< 1 até h faca
3 se DIREITA((X[H[i|], Y [H[i]]), (X[H[i+1]], Y[H[i+1]]), (z,y))
4 entao devolva FALSO
5 devolva VERDADE



Pertence

E’ERTENCE(H, h, X)Y,z,y) T
1 H[h+1] <« H[1] > sentinela
2 parai«< 1 até h faca
3 se DIREITA((X[H[i|], Y [H[i]]), (X[H[i+1]], Y[H[i+1]]), (z,y))
4 entao devolva FALSO
5 devolva VERDADE

>

anRN I\
|
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|
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H
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3}
o
~3
00

PERTENCE(H,4, X,Y,2,2) = VERDADE
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Pertence

E’ERTENCE(H, h, X)Y,z,y) T
1 H[h+1] <« H[1] > sentinela
2 parai«< 1 até h faca
3 se DIREITA((X[H[i|], Y [H[i]]), (X[H[i+1]], Y[H[i+1]]), (z,y))
4 entao devolva FALSO
5 devolva VERDADE

X113 ]2|-2|1,24]0
Y | 1140 |-1|-2]2]2]|3
1 2 3 4 5 6 7 8

T
DO
W
Ot

PERTENCE(H,4, X,Y,4,2) = FALSO

o
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Pertence

ﬁDERTENCE(H, h, X)Y,z,y) T
1 H[h+1] <« H[1] > sentinela
2 parai«< 1 até h faca
3 se DIREITA((X[H[i|], Y [H[i]]), (X[H[i+1]], Y[H[i+1]]), (z,y))
4 entao devolva FALSO
5 devolva VERDADE

X132 -2]1|24]0
Y |1[4|0|-1|-2|2|2)|3
1 2 3 4 5 6 7 8

T
DO
W
Ot

LConsumo de tempo: O(h). J
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Insere Ponto

ﬁNSEREPONTO(H, h,X,Y, k) T
1 H|0] — H|h] H|h+1] < H|1l] > sentinelas
2 1 +—1
3 enquanto EsQ(X,Y, H[i—1], H[i], k) = EsQ(X,Y, H[i], H[i+1], k) faca
4 1 <— 1+ 1
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Insere Ponto

ﬁNSEREPONTO(H, h,X,Y, k) T
1 H|0] — H|h] H|h+1] < H[1] © sentinelas
2 1+ 1

3 enquanto EsqQ(X,Y, H[i—1], H[i], k) = ESQ(X,Y, H[i], H[i+1], k) faca
4 1<— 141

O j—1+1

6 engquanto EsqQ(X,Y, H[j—1], H[j],k) = EsQ(X,Y, H[j]|, H[j+1], k) facs
7 j—7+1

|
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Insere Ponto

ﬁNSEREPONTO(H, h,X,Y, k) T

1 H|0] — H|h] H|h+1] < H[1] © sentinelas
2 1+ 1
3 enquanto EsqQ(X,Y, H[i—1], H[i], k) = ESQ(X,Y, H[i], H[i+1], k) faca
4 1 <— 1+ 1
O j«—1+1
6 enquanto EsQ(X,Y, H[j—1], H[j], k) = ESQ(X,Y, H[j], H[j+1],k) faca
4 7 +—74+1
8 se EsqQ(X,Y, H[i—1],H[i], k) entao 7 <> j
O t—1

10 enquanto i # j faca

11 Flt]«— H[i] t—t+1 i« (imodh)-+1

Flt| — Hli] t—t+1 Ft|—k
devolva (F,t)

|
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Insere Ponto

ﬁNSEREPONTO(H, h,X,Y, k) T

1 H|0] — H|h] H|h+1] < H|1l] > sentinelas
2 11
3 enquanto EsQ(X,Y, H[i—1], H[i], k) = EsQ(X,Y, H[i], H[i+1], k) faca
4 1<+— 1+ 1
O j+—1+1
6 enquanto EsqQ(X,Y, H[j—1], H[j], k) = EsQ(X,Y, H[j], H[j+1], k) faca
4 7—7+1
8 se EsqQ(X,Y,H[i—1],H[i], k) entao i <> j
O t«—1

10 enquanto : # j faca

11 Flt]— Hli| t—t+1 i« (imodh)-+1

Flt| — Hli] t—t+1 Ft|]—k
devolva (F,t)

|
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Insere Ponto

ﬁNSEREPONTO(H, h,X,Y, k) T

1 H|0] — H|h] H|h+1] < H|1l] > sentinelas
2 11
3 enquanto EsQ(X,Y, H[i—1], H[i], k) = EsQ(X,Y, H[i], H[i+1], k) faca
4 1 — 1+ 1
O j+—1+1
6 engquanto EsqQ(X,Y, H[j—1], H[j],k) = EsQ(X,Y, H[j]|, H[j+1], k) facs
4 7—7+1
8 se EsqQ(X,Y,H[i—1],H[i], k) entao i <> j
O t«—1

10 enquanto : # j faca

11 Flt]— Hli| t—t+1 i« (imodh)-+1

Flt| — Hli] t—t+1 Ft|]—k
devolva (Ft)

LConsumo de tempo: O(h). J
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Insere Ponto

P
—
V)
DO
|
DO
p—
DO
M~
-)

i=2ej=4nalinha9.

o |
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Insere Ponto

Ao final

- -
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Um algoritmo incremental

-

Uma paradinha para olhar uma animacao!



Embrulho de presente

-

ldeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

o |
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Embrulho de presente

-

ldeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

2
4. X 1 3 2 =21 1 9 410
s 7 Y |1[4|0|-11-2|2]2]|3
L 1 2 3 4 5 6 7 8
o * i e R
4 [T
[ 1 2 3 4

ESQ(X,Y,5,7,7) = VERDADE paraj =1,...,8

o |
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Embrulho de presente

-

ldeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

P
—_
OV)
DO
|
DO
—_
DO
S
-)

ESQ(X,Y,5,7,7) = VERDADE paraj =1,...,8
ESQ(X,Y,7,2,7) = VERDADE paraj =1,...,8

o |
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Embrulho de presente

-

deia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do

-

fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

ESQ(X,Y,5,7,7) = VERDADE
ESQ(X,Y,7,2,5) = VERDADE
LESQ(X, Y,2,8,5) = VERDADE

>
o

para j =1, ...
para j =1, ...
para j =1, ...

|
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Embrulho de presente

-

ldeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

o |
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Embrulho de presente

-

ldeia: repetidamente, a partir de um ponto extremo do
fecho convexo, encontrar o proximo no sentido anti-horario.

EMBRULHO(X,Y, n)

1 h«<0
2 H[0]—min{i €[l..n]: X[i] < X[j],1<j<n}
3 repita
4 i «— (H|hJmodh) +1 > qualquer ponto distinto de H[h)]
5 para j — 1 até n faca
6 se DIR(X,Y, H|h|,7,7) entdo i < j
7 h—h+1
8 Hh] «i
9 atéquei= H[0] > fechou o poligono
Llo devolva (H, h) J
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Embrulho de presente

- N

EMBRULHO(X, Y, n)

1 h«0
2 H[0]—min{i €[l..n]: X[i] < X[j],1<j<n}
3 repita
4 i «— (H|hJmodh) +1 > qualquer ponto distinto de H [h)]
5 para j — 1 até n faca
6 se DIR(X,Y, H|h|,7,7) entdo i < j
7 h—h+1
8 Hh] «i
9 atéquei= H[0] > fechou o poligono
10 devolva (H, h)

|
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Embrulho de presente

- N

EMBRULHO(X, Y, n)

1 h«0

2 HO]«—min{ie[l..n]: Xi| <X[j],1<j5<n}

3 repita

4 i «— (H|hJmodh) +1 > qualquer ponto distinto de H [h)]
5 para j — 1 até n faca

6 se DIR(X,Y, H|h|,7,7) entdo i < j

7 h—h+1

8 Hh] «i

9

atée que i = H|0] > fechou o poligono
10 devolva (H, h)

Invariante: H|[1..h| contém pontos extremos da colecao,
“consecutivos” no sentido anti-horario.

|
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Embrulho de presente

- N

EMBRULHO(X, Y, n)

1 h«0

2 HO]«—min{ie[l..n]: Xi| <X[j],1<j5<n}

3 repita

4 i «— (H|hJmodh) +1 > qualquer ponto distinto de H [h)]
5 para j — 1 até n faca

6 se DIR(X,Y, H|h|,7,7) entdo i < j

7 h—h+1

8 Hh] «i

9

atée que i = H|0] > fechou o poligono
10 devolva (H, h)

Consumo de tempo: O(nh),
onde h € 0 numero de pontos no fecho convexo.

|
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Embrulho de presente

-

Uma paradinha para olhar uma animacao!



Algoritmo de Graham

ldeia: primeiro fazemos uma “ordenacao angular” dos
pontos em torno do ponto de menor Y-coordenada.
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Algoritmo de Graham

ldeia: primeiro fazemos uma “ordenacao angular” dos
pontos em torno do ponto de menor Y-coordenada.

% Y |[1[4|0|-1|-2]2

|
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Algoritmo de Graham

ldeia: primeiro fazemos uma “ordenacao angular” dos

pontos em torno do ponto de menor Y-coordenada.

7

\

X
Y

>

-

—2

2

—1

—2
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Pre-processamento do Graham

fORDENA G(X,Y,n)

1 k-« min{ie|[l. n]

2 (X[}, Y]

3 MERGESORT-G(X,

\

1]) = (X

Vi <
Yk])

Y.2,)n

W | = | W

>~ O | DN

ot N | =

o | = =




Pre-processamento do Graham

~ ORDENA-G(X,Y,n) o
1 ke—min{z e [l..n]:Y[i] <Y[j],1<j<n}
2 (X1, Y[l]) & (X H Yk])
3 MERGESORT-G(X,Y, 2, n)
j=3
- ®
°\5/i2 X|2(4]3|2]1]1|-1]-2
LA ¥ Y |-2|2(4]0]2]1]3]|-1
%4/ 1 2 3 4 5 6 7 8

DIR(X,Y,1,7,7) diz
Lse 0 ponto (j X1i|,Yi]) € “menor” ou ndo que (X|[j], Y[j]). J



Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

o |
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Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com 0sS trés primeiros pontos.

o —l

o |
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Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

Comecamos com 0sS trés primeiros pontos.

o —l
o —l

o |
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Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

7 7
[ ] [

Se Se

H| 1234 H|1[2]3]|5
1 2 3 4 1 2 3 4
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Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

o —l
o —l
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Algoritmo de Graham

N N

ApOs pre-processamento: examinar um ponto apdos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y n)
1 ORDENA-G(X,Y,n)
2 H[l|—1 H[2|<—2 H[3 <3 h+<3
3 parak «— 4 até n faca
4 enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H h—1], k) faca
5 h«<—h-—1
6 h«—h+1 Hh|—k
/ devolva (H,h)

o |
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Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca T
4 enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H h—1],k) faca > h>2
5 h«—h-—1
6 h—h+1 H[h| «k



Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca T
4 enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H h—1],k) faca > h>2
5 h«—h-—1
6 h—h+1 H[h| «k

3 EsQ(X,Y,6,5,7) = VERDADE
(.
N 2
L H|{1|2|3|5]|§
e 1 2 3 4 5

o |
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Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca T
4 enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H h—1],k) faca > h>2
5 h«—h-—1
6 h—h+1 H[h| «k

3 EsQ(X,Y,5,3,7) = VERDADE
7
\,5. : Hl1]2]3]x
7‘///6
,\be 1 2 3 4

o |
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Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca T
4 enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H h—1],k) faca > h>2
5 h«—h-—1
6 h—h+1 H[h| «k

* 3 EsQ(X,Y,3,2,7) = FALSO
|5 2
\ o \\ H|1|2]|3
N6 1 2 3
* 4

o |
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Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca T
4 enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H h—1],k) faca > h>2
5 h«—h-—1
6 h—h+1 H[h| «k

EsQ(X,Y,3,2,7) = FALSO

o |
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Algoritmo de Graham

f 3 parak < 4 até n faca T
4 enquanto EsQ(X.,Y, H|h|, Hlh—1|,k) faca > h >2
5 h«—h-—1
6 h—h+1 H[h| «k

EsQ(X,Y,3,2,7) = FALSO

LH[l .. h] funciona como uma pilha. J
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Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y n)
ORDENA-G(X,Y, n)
H{ll«—1 H[]2|«<2 H[3+«—3 h+<3
para k «— 4 até n faca
enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H|h—1], k) faca
h<«—h-—1
h«—h+1 Hhl «—Fk
devolva (H, h)

~NOoO OTh WDN B

o |
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Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y n)
ORDENA-G(X,Y, n)
H|{l|«—1 H[2|«<—2 H[3]+<—3 h+«3
para k «— 4 até n faca
enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H|h—1], k) faca
h«—h-—1
h«—h+1 Hh|—Fk
devolva (H, h)

~NOoO OTh WDN B

Consumo de tempo:
Pré-processamento: ©(nlgn)

o |

JAI 2009 — p. 27



Algoritmo de Graham

ApOs pré-processamento: examinar um ponto apos o outro,
mantendo o fecho convexo dos pontos ja examinados.

GRAHAM(X,Y n)
ORDENA-G(X,Y, n)
H|{l|«—1 H[2|«<—2 H[3]+<—3 h+«3
para k «— 4 até n faca
enquanto EsQ(X,Y, H|h|, H|h—1], k) faca
h«—h-—1
h«—h+1 Hh|—Fk
devolva (H, h)

~NOoO OTh WDN B

Consumo de tempo:
Pré-processamento: ©(nlgn)
Restante: ©(n).

o |
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Algoritmo de Graham

-

Uma paradinha para olhar uma animacao!



Quickhull
-

ldeia: descartar muitos pontos que estao no interior do
fecho convexo e concentrar o trabalho nos pontos que
estao proximos da fronteira.

o |
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Quickhull
-

Com um pouco mais de detalhe...



Quickhull
-

Com um pouco mais de detalhe...

-

Pré-processamento:

Rearrange os pontos dados de modo que o primeiro e 0
ultimo sejam extremos “consecutivos” na fronteira do fecho.

o |
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Quickhull
-

Com um pouco mais de detalhe...
Pré-processamento:

Rearrange os pontos dados de modo que o primeiro e 0
ultimo sejam extremos “consecutivos” na fronteira do fecho.

® n
w

o I

JAI 2009 — p. 30



Quickhull
fParticione: T

Encontre ponto extremo “oposto” a estes dois pontos.

® n
)

o I
//I
- /
/
]
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Quickhull
fParticione: T

Encontre ponto extremo “oposto” a estes dois pontos.

Particione 0s pontos em trés grupos:

0s dentro do triangulo,

os “acima” do lado vermelho do triangulo,
os “acima” do lado azul do triangulo.

N
|
DO
%)
-
—t
p—t
|
p—
DO
M~
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Quickhull
fParticione: T

Encontre ponto extremo “oposto” a estes dois pontos.

Particione 0s pontos em trés grupos:

0s dentro do triangulo,

os “acima” do lado vermelho do triangulo,
os “acima” do lado azul do triangulo.

DO
p—t
DO
-
|
N
|
ot
o
—
M~

JAI 2009 — p. 31



-

Quickhull

QUICKHULL (X,Y,n)

1

o

1 sen=1

2 entao h—1 HJ[l| 1

3 sendao k «— min{i € [1..n|: Y[i| <Y[j,1 <j <n}
4 (X[1),Y[1)) < (X[k], Y[&])

5 ) — 2

6 para j < 3 até n faca

7 se DIR(X,Y,1,7,7) entao i « j

8 (X[n],Y[n)) < (X[i], Y[i])

9 (H,h) «— QUICKHULLREC(X,Y,1,n,H,h)
O devolva (H,h)

|
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Quickhull
o N

QUICKHULL (X,Y,n)
1l sen=1
2 entao h—1 HJ[l| 1
3 senao k «— min{z € [1..n|:Y|i
4 (X[, Y1) < (X[k], Y [K])
5 P — 2
6 para j < 3 até n faca
7 se DIR(X,Y,1,7,7) entao i « j
8
9
0

VA
=
=,
—
/\
<o
/\
S
H,—J

(X|n],Y(n]) < (X4, Y]d])
(H,h) «— QUICKHULLREC(X,Y,1,n, H, h)

10 devolva (H,h)

Consumo de tempo:
LO(n) mais o tempo do QUICKHULLREC. J
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l sep=r—1

OO wWwN

©O© 00 NO

10

Quickhull

fQUICKHULLREC (X,Y,p,r,H, h)

entaio h— 2 H[l| «r
senao (p’, q) «— PARTICIONE(X,Y,p,r)
(Hy,h1) <« QUICKHULLREC(X,Y,q,r,H, h)
(Hs, ho) +— QUICKHULLREC(X,Y,p',q, H, h)
> H «— H; - H, removendo uma copia do g

h 0

> ha exatamente dois pontos na colecao

H[2] < p

parai < 1 até h; faca

h«—h+1

h«—h+1

11 devolva (H, h)

o

H

H

h
para i < 2 até ho faca
0

«— Hy 1]

«— Holi]

|
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Quickhull

fQUICKHULLREC (X,Y,p,r,H, h) T
1l sep=r—1 > haexatamente dois pontos na colecéo
entao h«— 2 H[l|«—r H]2]«p
senao (p’, q) «— PARTICIONE(X,Y,p,r)
(Hy,h1) <« QUICKHULLREC(X,Y,q,r,H, h)
(Hs, ho) +— QUICKHULLREC(X,Y,p',q, H, h)
> H «— H; - H, removendo uma copia do g
h «— 0
parai < 1 até h; faca
h«h+1 H[h] < Hi|il
para i < 2 até ho faca
10 h—h+1 Hh — Holi
11 devolva (H, h)

Consumo de tempo:
O(n?), como 0 QUICKSORT, onde n =r — p + 1. J

JAI 2009 — p. 33
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Particione
. PARTICIONE (X,Y,p,r) .

1 ¢« PONTOEXTREMO(X,Y, p,r)
:23 ({([CJ],Y[Q]) — (X[p+1],Y|p+1])

pe=r q<r
4 para k — r — 1 decrescendo até p + 2 faca
5 se EsQ(X, Y,p,p+1,k)
6 entdo p' —p' —1 (X[p'],Y[p']) < (X[k],Y[E])
7 sendo se EsSQ(X, Y, p+1,r, k)
8 entao ¢ «— q—1  (Xlq), Ylq]) < (X[k], Y{k]
9 | p'—p'=1 (X[EY[k]) < (X[P]Y[p
10 g—q-1  (X|g|.Y]q]) « (X[p+1], Y [p+1])
11 p—p' =1 (X[P]Y[p]) < (X[p+1],Y[p+1])
12 p'—p' =1 (X[p],Y[p]) & (X[pl, Yp])
13 devolva (¢, q)




Particione
. PARTICIONE (X,Y,p,r) .

q — PONTOEXTREMO(X,Y, p,r)
(Xlg],Ygl) & (X[p+1], Y [p+1])

1

2

3 p—r qgr

4 para k — r — 1 decrescendo até p + 2 faca
5 se EsQ(X,Y,p,p+1,k)
6
7
8
9

entdo p' —p' —1 (X[, Y[p]) < (X[k], Y[k])

sendo se EsSQ(X, Y, p+1,r, k)
entao ¢ «— q—1  (Xlq), Ylq]) < (X[k], Y{k]
p'—p'—=1 (X[, Y[k]) « (X[p], Y[y

10 g«—qg—1 (X
11 p/—p' =1 (X]
12 p—p' —1 (X]
13 devolva (¢, q)

,Y{q]) & (X[p+1],Y[p+1])
LY[p']) « (X[p+1],Y[p+1])
LYI[p']) « (X[pl,Yp])

l

/

q
P
P

LConsumo de tempo: ©(n) onden =r —p+ 1. J
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Quickhull
-

Uma paradinha para olhar uma animacao!
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