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Introducdo

Antiguidade:

> construcdes geométricas de Euclides
(régua e compasso)

» problema de Apollonius (cerca de 200 aC)

Solucdo de Euclides: 508 operacdes “elementares”

Solugdo de Lemoine (1902): menos de 200 operacdes
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Par de pontos mais préximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que est3o a distancia minima.

Lembre-se que, para dois pontos (x, y) e (x’,y’) no plano,

Dist(x, y,x',y') = \/(x—x’)2+(y—y’)2.
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Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que est3o a distancia minima.

Entrada: colecdo de n pontos representada por
vetores X[1..n] e Y[1..n].
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dois pontos a distdncia minima.
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Par de pontos mais préximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que est3o a distancia minima.

Entrada: colecdo de n pontos representada por
vetores X[1..n] e Y[1..n].
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Saida: menor distancia entre dois pontos da colec3o.




Par de pontos mais préximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Entrada: vetores X[1..n] e Y[1..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecdo
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Par de pontos mais préximos

Problema: Dados n pontos no plano,
determinar dois deles que estdo a distdncia minima.

Entrada: vetores X[1..n] e Y[1..n]
Saida: menor distancia entre dois pontos da colecdo

Primeira solucdo: algoritmo quadratico,
que testa todos os pares de pontos.

Elementar(X, Y, n)
1 d+ +o0
2 para i< 2 até nfaca
3 para j < 1 até i — 1 faca
4 se Dist(X[i], Y[i], X[J], Y[J]) < d
5 entdo d < Dist(X[i], Y[i], X[j], Yi])
6 devolva d
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1 d< +oo

2 para [ + 2 até n faca

3 para j < 1 até j — 1 faca

4 se Dist(X[], Y11, X[J], Y[/]) < d

5 entdo d < Dist(X[], Y[i], X[j], Y1)
6 devolva d

Invariante: d & a menor distancia entre
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Elementar(X, Y, n)
1 d< +oo

2 para [ + 2 até n faca

3 para j < 1 até j — 1 faca

4 se Dist(X[], Y11, X[J], Y[/]) < d

5 entdo d < Dist(X[], Y[i], X[j], Y1)
6 devolva d

Invariante: d & a menor distancia entre
os pontos da colecdo X[1../—1], Y[1..i—1].

Consumo de tempo: linha 4 é executada

n n—1

Si-1)=Yi= M = o(n?).

i=2 i=1



Algoritmo elementar

Elementar(X, Y, n)
1 d++x
2 para [ + 2 até n faca
3 para j < 1 até j — 1 faca
4 se Dist(X[], Y11, X[J], Y[/]) < d
5 entdo d < Dist(X[], Y[i], X[j], Y1)
6 devolva d

Invariante: d & a menor distancia entre
os pontos da colecdo X[1../—1], Y[1..i—1].

Consumo de tempo: linha 4 é executada

n n—1
Yi-1) = Y= MY — em)

E possivel projetar um algoritmo mais eficiente que este?
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Problema: Dados n pontos numa reta, determinar dois deles que
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mais proximos.

Tempo consumido: O(nlg n).



Par mais préximo na reta

Problema: Dados n pontos numa reta, determinar dois deles que
estdo a distdncia minima.

Primeira solugdo: ordene os pontos, e encontre os dois consecutivos
mais proximos.

Tempo consumido: O(nlg n).

Problema com essa solucdo:

ndo sei como generaliza-la para o plano...
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Divisdo e conquista
Esse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisdo: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instancias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinacdo: combinar as solucdes das instdncias menores
para gerar uma solucdo da instancia original.
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Divisdo e conquista

Esse paradigma envolve os seguintes passos:

Divisdo: dividir a instancia do problema em instancias
menores do problema.

Conquista: resolver o problema nas instadncias menores
recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o
suficiente).

Combinagdo: combinar as solucdes das instdncias menores
para gerar uma solucdo da instancia original.
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DistanciaRetaRec: divisdo e conquista.



Par mais préximo na reta

Pré-processamento: ordenar os pontos.

DistanciaReta(X, n)
1 MergeSort(X,1,n)
2 devolva DistanciaRetaRec (X, 1, n)

DistanciaRetaRec: divisdo e conquista.

Tempo consumido pelo DistanciaReta:
O(nlg n) mais o tempo do DistanciaRetaRec.
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DistanciaRetaRec (X, p, r) > Divisdo e conquista
1 sep=r > s6 um ponto
2 ent3o devolva +oo
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Par mais préximo na reta

DistanciaRetaRec (X, p, r) > Divisdo e conquista
1 sep=r > s6 um ponto

2 ent3o devolva +oo

3 sendo q < [(p+r)/2]

4 de + DistanciaRetaRec(X, p, q)

5 dp < DistanciaRetaRec(X,q + 1, r)

6 d < min{dg, dp, X[q+1] — X|[q]}

7 devolva d

Consumo de tempo:
T(n) = T(ln/2])+ T([n/2]) +©(1)

onde n=r — p+ 1. Quanto vale T(n)? T(n) = O(n).
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Par mais préximo na reta

Voltando...

DistanciaReta(X, n)
1 MergeSort(X, 1, n)
2 devolva DistanciaRetaRec (X, 1, n)

MergeSort consome tempo O(nlg n).

DistanciaRetaRec consome tempo ©(n).



Par mais préximo na reta

Voltando...

DistanciaReta(X, n)
1 MergeSort(X, 1, n)
2 devolva DistanciaRetaRec (X, 1, n)

MergeSort consome tempo O(nlg n).

DistanciaRetaRec consome tempo ©(n).

Tempo consumido pelo DistanciaReta: O(nlg n).
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Par mais préximo no plano

Obtivemos um algoritmo O(nlg n) para pontos na reta.
Como generalizar essa ideia para o plano?

Divide... Conquista... Combina...

[ ) ° . [ )
° L]
dep
o=@ °
* . . dp
[ )

esquerda direita
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Pré-processamento: ordenar os pontos pela X-coordenada

Distancia-SH(X, Y, n)
1 MergeSort(X, Y,1,n)
2 devolva DistanciaRec-SH (X, Y, 1, n)

Consumo de tempo:
O(nlg n) mais o tempo do DistanciaRec-SH.
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DistanciaRec-SH (X, Y, p, r)
Dividir: X[p..q], Y[p--q] (esquerda)
X[g+1..r], Y[g+1..r] (direita)
onde g := [(p+r)/2].
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DistanciaRec-SH (X, Y, p, r)
Dividir: X[p..q], Y[p..q] (esquerda)
X[g+1..r], Y[g+1..r] (direita)
onde g := [(p+r)/2].

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor
distancia de entre dois pontos da esquerda e a menor
distancia dp entre dois pontos da direita.

Combinar: Devolva o minimo entre dg, dp e a menor
distancia degp entre um ponto da esquerda e um
ponto da direita.
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DistanciaRec-SH (X, Y, p, r) > Divisdo e conquista
1 ser<p+2
2 entdo > resolva o problema diretamente
3 sendo g+« [(p+7r)/2]
4 de + DistanciaRec-SH (X, Y, p, q)
5 dp < DistanciaRec-SH (X, Y, g+1,r)
6 devolva Combine (X, Y, p,r,de,dp)

Suponha que Combine é linear.

Consumo de tempo do DistanciaRec-SH:
T(n) = T([n/2]) + T(Ln/2]) + O(n)

onde n=r — p+ 1. Quanto vale T(n)? T(n)= O(nlgn).
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Como fazer o Combine linear?

Combine precisa considerar apenas
pontos que estdo a uma distancia menor que
d = min{dg, dp} da reta vertical x = X|q].
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o Combine linear?

Combine precisa considerar apenas
pontos que estdo a uma distdncia menor que
d = min{dg, dp} da reta vertical x = X|q].

.d ) d
(X[al, ’:[q])
e

Infelizmente todos os pontos podem estar nesta faixa...
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o Combine linear?

|deia...

Para cada ponto na faixa, olhamos apenas para pontos da faixa
que tenham Y-coordenada no maximo d mais que este ponto.
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ha no maximo 4 pontos porque d < de e d < dp.



Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o Combine linear?

d d
[ ) ° o [ )
° [ ]
\dE R
d .
L )
o °
[ ]
° ° dp
[ )

Quantos pontos assim ha?

Em cada um dos dois quadrados de lado d,
ha no maximo 4 pontos porque d < de e d < dp.

Logo ha n3o mais que 7 pontos assim (excluindo o ponto).
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Algoritmo de Shamos e Hoey

Como fazer o Combine linear?

Mas como ter acesso rapido a estes pontos?

No Combine, precisamos ter acesso aos pontos
ordenados pelas suas Y-coordenadas.

Facamos o DistanciaRec-SH devolver os pontos
ordenados pelas suas Y-coordenadas!



Divisdo e conquista

DistanciaRec-SH (X, Y, p,r)
Dividir: X[p..q], Y[p..q] (esquerda)
X[g+1..r], Y[g+1..r] (direita)
onde g := [(p+r)/2].

Conquistar: Determine, recursivamente, a menor
distancia de entre dois pontos da esquerda e a menor
distancia dp entre dois pontos da direita, e reorganize
os pontos para que estejam ordenados por suas
Y-coordenadas.

Combinar: Devolva o minimo entre dg, dp e a menor
distancia degp entre um ponto da esquerda e um
ponto da direita.
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DistanciaRec-SH (X, Y, p, r) > Divisdo e conquista
1l ser<p+2
2 entdo > resolva o problema diretamente

3 sendo g< [(p+1r)/2] xr< X][q]

4 de + DistanciaRec-SH (X, Y, p, q)

5 dp < DistanciaRec-SH (X, Y,q+1,r)
6 Intercale (Y, X, p, q,r)

7 devolva Combine (X, Y, p, r,de, dp, x¢)
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Algoritmo de Shamos e Hoey

DistanciaRec-SH (X, Y, p, r) > Divisdo e conquista
1l ser<p+2
2 entdo > resolva o problema diretamente

3 sendo g< [(p+1r)/2] xr< X][q]

4 de + DistanciaRec-SH (X, Y, p, q)

5 dp < DistanciaRec-SH (X, Y,q+1,r)
6 Intercale (Y, X, p, q,r)

7 devolva Combine (X, Y, p, r,de, dp, x¢)

N3o se esqueca de ordenar na base!

Intercale e Combine sdo algoritmos lineares.
Consumo de tempo:
T(n) = T(ln/2])+ T([n/2]) + O(n)

onde n=r — p+ 1. Como antes, T(n) = O(nlgn).
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A rotina abaixo identifica os pontos que est3o na faixa,
ordenados pela Y-coordenada.

Candidatos (X, p,r, d, xf) J
1 t+0 :
2 para k < p até r faca .
3 se | X[k] — x¢| < d \
4 entdo t <+ t+1
5 flt] <« k
6 devolva (7. 1)
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Candidatos (X, p,r, d, xf)
1 t+0

2 para k « p até r faca 5 fz j g g
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Algoritmo de Shamos e Hoey

A rotina abaixo identifica os pontos que est3o na faixa,
ordenados pela Y-coordenada.

Candidatos (X, p,r, d, xf)

1 t<0

2 para k « p até r faca 5 fz j g
3 se | X[k] — x¢| < d 1 2 3
4 entdo t < t+1 f
5 flt] < k xx=1 d=+5
6 devolva (f,t)

Consumo de tempo:
E facil ver que o consumo & ©(n) onde n=r — p+ 1.
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6 sed <d
7 entdo d « d’
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Primeira versio do Combine:

Combine (X, Y,p,r,de,dp, xf)
1 d<+ min{dE, dD}

2 (f, t) + Candidatos (X, p,r, d,Xf) > pontos na faixa

3 parai/<+1atét—1faca

4 para j < i+ 1 até min{i +7,t} faga > <7 préximos
5 d’ < Dist(X[F[/]]. Y[7[i]], X[£U1] YIFLD)

6 sed <d

7 entdo d « d’

8 devolva d

Consumo de tempo:
E facil ver que o consumo & ©(n) onde n=r — p+ 1.
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Segunda versdo do Combine:

Combine (X, Y,p,r,dg,dp, xf)

1 d<+ min{dE, dD}

2 (f, t) <+ Candidatos (X, p,r,d, Xf) > pontos na faixa
3 parai<+1atét—1faca

4 Jj—i+1

5 enquanto j <te Y[f[/]]—Y[f[l” < dfaga > <7 préximos
6 d’ < Dist(X[F[/]]. Y[7[i]], X[£U1] YIFLD)

7 sed <d

8 entdo d « d’

9 Jj—Jj+1
10 devolva d
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Segunda versdo do Combine:

Combine (X, Y,p,r,dg,dp, xf)

1 d<+ min{dE, dD}

2 (f, t) <+ Candidatos (X, p,r,d, Xf) > pontos na faixa
3 parai<+1atét—1faca

4 Jj—i+1

5 enquanto j <te Y[le]]—Y[f[l” < dfaga > <7 préximos
6 d’ < Dist(X[F[/]]. Y[7[i]], X[£U1] YIFLD)

7 sed <d

8 entdo d « d’

9 Jj—Jj+1
10 devolva d

Consumo de tempo: ©(n) onde n=r —p+ 1.
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Exercicio: Adapte os algoritmos vistos nesta aula para que
devolvam dois pontos da colecdo que estejam a distadncia minima
(em vez de devolver a distancia apenas).

Exercicio: O algoritmo de divisdo e conquista funciona
se trocarmos o 7 na implementacdo com o comando para por 67
E se trocarmos o 6 por 57

Tarefa de implementacdo:
UVA 10245 — The Closest Pair Problem
http://uva.onlinejudge.org/external /102/10245.pdf

Material coberto nas duas primeiras aulas:
Secs 7.1 — 7.3 do livro das JAL

Agora, vamos ver uma animacdo deste algoritmo!



