Quicksort e Select Aleatorizados

CLRS Secs 7.3, 74 e 9.2
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Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r] de modo que p<g<re
Alp..q-1] < Alg] < Alg+1..r]

PARTICIONE (A, p, )

1 x« Alr] > x éo “pivd”
2 i« p-1

3 paraj<« p até r—1 faca

4 se A[j] < x

5 entao /i «—i+1

6 Alil < AlJ]

7 Ali+l] & A[r]

8 devolva i+1

Invariantes: no comeco de cada iteracdo de 36,
(i0) Alp..i] < x (i1) Ali+1..j-1]>x (i2) Alr] = x
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Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r] de modo que p<g<re
Alp..q-1] < Alq] < A[g+1..r]

PARTICIONE (A, p, r)

1 x<« Alr] > x é o “pivd”
2 ji«p-1

3 paraj<«< paté r—1 faca

4 se A[j] < x

5 entdo /j«— i+1

6 Ali] & Alj]

7 Ali+l] & Alr]

8 devolva j+1

Consumo de tempo: ©(n) onde n:=r—p.
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Alile Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Alile Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORTALEAT (A, p,r)

1 sep<r
2 entao g « PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORTALEAT (A, p,qg—1)

4 QUICKSORTALEAT (A, g+1,r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Alile Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORTALEAT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao g « PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORTALEAT (A, p,qg—1)
4 QUICKSORTALEAT (A, g+1,r)

Para um vetor em que todos os elementos s3o iguais,
qual é o consumo de tempo do QUICKSORTALEAT?

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025 6/40



Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Alile Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORTALEAT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao g « PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORTALEAT (A, p,qg—1)
4 QUICKSORTALEAT (A, g+1,r)

Para um vetor em que todos os elementos s3o iguais,
qual é o consumo de tempo do QUICKSORTALEAT?

Para um vetor A sem repeticdes,
qual é o consumo esperado de tempo?
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Consumo esperado de tempo

Basta contar o niimero esperado de comparacoes
na linha 4 do PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p, r)

1 x<« Alr] > x é o “pivd”
2 i« p-1

3 paraj< paté r—1 faca

4 se A[j] < x

5 entdo /« i+1

6 Ali] & AlJ]

7 Ali+l] & A[r]

8 devolva j+1
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Consumo de tempo esperado

A: vetor com n nimeros, sem repeticdo

Xsp = numero de comparacdes entre o a-ésimo e
o b-ésimo menor niimero de A na linha 4
do PARTICIONE do QUICKSORTALEAT

Queremos calcular

X total de comparacdes “A[j] < x”

n-1 n

I\/]
™1
&
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Consumo de tempo esperado

Supondo a< b,

1 se o primeiro pivd que, para i em {a,..., b},
Xop = é o i-ésimo nimero do vetor A ocorre comi=aoui=>b
0 caso contrério

Qual a probabilidade de X, valer 1?7
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Consumo de tempo esperado

Supondo a< b,

1 se o primeiro pivd que, para i em {a,..., b},
Xop = é o i-ésimo nimero do vetor A ocorre comi=aoui=>b
0 caso contrério

Qual a probabilidade de X, valer 1?7
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Consumo de tempo esperado

Supondo a< b,

1 se o primeiro pivd que, para i em {a,..., b},
Xop = é o i-ésimo nimero do vetor A ocorre comi=aoui=>b
0 caso contrério

Qual a probabilidade de X, valer 1?7

2

PriXa=ll = p550

= E[Xab]
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Consumo de tempo esperado

Supondo a< b,

1 se o primeiro pivd que, para i em {a,..., b},
Xop = é o i-ésimo nimero do vetor A ocorre comi=aoui=>b
0 caso contrério

Qual a probabilidade de X, valer 1?7

PriXp=1) = p—ot = E[Xu)
n-1 n

Novamente X = Z Z Xap
a=1 b=a+1

Quanto vale E[X]?

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025 13 /40



Consumo de tempo esperado

2n(%+%+---+%) < 2n(1+1lnn) CLRS (A7), p.1060
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORTALEAT é O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORTALEAT é O(nlogn).
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k-ésimo menor elemento

CLRS 9
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k-ésimo menor

Problema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de A[1l..n].

Suponha A[1..n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10
22199 (32|88 |34 |33 |11|97|55]66
1 4 10
11122 32|33 |34 |55|66 88|97 |99
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Mediana

Mediana é o {%J—ésimo menor ou o [%]—ésimo menor elemento.

Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

2219932883433 119755 66| A

11122 |32|33 |34 |55|66|88| 97 |99 | ordenado
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k-ésimo menor

Recebe A[l..n] e ktalque 1< k<n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[1..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[k]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).
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k-ésimo menor

Recebe A[l..n] e ktalque 1< k<n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[1..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[k]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

D4 para fazer melhor?
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Menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve o valor do menor elemento.

MENOR (A, n)
menor « A[1]
para k < 2 até n faca
se A[k] < menor
entdo menor < A[k]
devolva menor

AN -

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é ©(n).
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Segundo menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve
o valor do segundo menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)

1 menor « min{A[1],A[2]} segmenor « max{A[1], A[2]}
2 para k < 3 até n faca

se A[k] < menor

4 entao segmenor < menor

5 menor « A[k]

6 sendo se A[k] < segmenor
7
8

w

entdo segmenor « A[k]
devolva segmenor
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Segundo menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve
o valor do segundo menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)

1 menor « min{A[1],A[2]} segmenor « max{A[1], A[2]}
2 para k < 3 até n faca

se A[k] < menor

4 entao segmenor < menor

5 menor « A[k]

6 sendo se A[k] < segmenor
7
8

w

entdo segmenor « A[k]
devolva segmenor

O consumo de tempo do SEG-MENOR é ©(n).
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Algoritmo linear?

Serad que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?
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Algoritmo linear?

Serad que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, 1)

1 k< RaNDOM(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE(A,p, r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)

1 se p=r entdo devolva A[p]

2 q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 sek=qg-p+1

4 entdo devolva A[g]
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, 1)

1 k< RaNDOM(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE(A,p, r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p = r entdo devolva A[p]
q < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
se k=qg—p+1
entdo devolva A[g]
se k<qg—p+1
entao devolva SELECT-ALEA (A, p,qg—1,k)

SOl W
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, 1)

1 k< RaNDOM(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE(A,p, r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p = r entdo devolva A[p]
q < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
se k=qg—p+1
entdo devolva A[g]
se k<qg—p+1
entao devolva SELECT-ALEA (A, p,qg—1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1,r, k—(g—p+1))

~NOoO ok wWw N
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, 1)

1 k< RaNDOM(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE(A,p, r)

SELECT-ALEA (A, p,r, k)
se p = r entdo devolva A[p]
q < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)
se k=qg—p+1
entdo devolva A[g]
se k<qg—p+1
entdo devolva SELECT-ALEA (A, p,g—1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1,r, k—(g—p+1))

~NOoO ok wWw N

Para um vetor A sem repeticGes,
qual é o consumo esperado de tempo?
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Consumo de tempo esperado
Podemos assumir, sem perda de generalidade,

que o vetor A é uma permutacao de 1 a n.

Para inteiros a e b tais que 1 < a< b < n, defina

X,p = numero de comparacles entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X,, ndo é a mesma de antes,
pois o algoritmo para a qual é definida é outro.

De novo, queremos calcular

X = total de comparagdes “Alj] < x”

I\/]
[
&
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a< b,

1 se
Xab:{
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a< b,

X, = 1 se primeiro pivd em {a,...,n} é aou b
3= 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?7
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a< b,

0 caso contrario

1 se primeiro pivd em {a,...,n} é aou b
)<ab =

Qual a probabilidade de X, valer 1?7

2

Pl = T
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.

Supondo a< b,

0 caso contrario

1 se primeiro pivd em {a,...,n} é aou b
Xab =

Qual a probabilidade de X, valer 1?7

2
PriXe=ll = o

n-1 n
Como antes, X = Z Z Xsb-
a=1 b=a+1

E[X]= 7777
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Consumo de tempo esperado

n-1 n n-1 n
Y ) BXal =) ) PriX,=l)

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1

E[X]

n-1 n

Y )

a=1 b=a+1
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Consumo de tempo esperado

E[X]
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n-1 n n-1 n
) ) EXal =) ) PriXw=l)
a=1 b=a+1 a=1 b=a+1
n-1 n )
e et SRR
i 2(n-a)
n—a+1
a=1
n-1
Zz < 2n
a=1
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Consumo de tempo esperado

n-1 n n-1 n
EX] = ) ) ElXw] =) ) PriX,=1)
a=1 b=a+1 a=1 b=a+1
B n-1 n )
e et SRR
3 §2(n—a)
B n—a+1
a=1
n-1
< 2 < 2n
a=1

Exercicio: Refaca os célculos para um k arbitréario.
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do
algoritmo SELECT-ALEA é O(n).
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do
algoritmo SELECT-ALEA é O(n).

Outros comentarios:

» Espaco do quicksort, recursao de cauda.
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do
algoritmo SELECT-ALEA é O(n).

Outros comentarios:

» Espaco do quicksort, recursao de cauda.

» Exercicios das dltimas listas.
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