Introducao

CLRS1.1,1.2,21e22
AU 3.3,34e36

Essas transparéncias foram adaptadas das transparéncias do Prof.
Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Ordenacgao
A[1..n] é crescente se A[1] <--- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que ele fique
crescente.

Entra:

1 n
133]55[33]44[33[22[11]99][22]55]77]
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Ordenacao
A[1..n] é crescente se A[1] <--- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que ele fique
crescente.
Entra:

1 n
133]55[33]44[33[22[11]99][22]55]77]

Sai:

1 n
|11]22]22[33]33[33|44|55|55]|77]99 |
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Ordenagao por insercao
chave = 38
1 J n
120 25[35[40]4455|38|99|10]65]50 ]|
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Ordenagao por insercao
chave = 38
1 i n
120]25[35]40[44[55[38]99[10]65]50]
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Ordenagao por insercao

chave = 38
1 i n
120 25[35[40]44 5538|9910 65]50 ]|

1 i j n
[20[25[35[40[44| |55]99]|10]65]50]|
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Ordenacao por insergao

chave = 38
1 i n
120 25[35[40]44 5538|9910 65]50 ]|

1 i j n
[20[25[35[40[44| |55]99]|10]65]50]|
1 i j n
[20[25[35[40] [44]55]99]|10]65]50]|
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Ordenacao por insergao

chave = 38
1 i n
120 25[35[40]44 5538|9910 65]50 ]|

1 i j n
[20[25[35[40[44| |55]99]|10]65]50]|
1 i j n
[20[25[35[40] [44]55]99]|10]65]50]|
1 i J n
[20]25]35] [40[44[55]99[10]65]50]
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Ordenacao por insergao

chave = 38
1 i n
120 25[35[40]44 5538|9910 65]50 ]|

1 i j n
[20[25[35[40[44| |55]99]|10]65]50]|
1 i j n
[20[25[35[40] [44]55]99]|10]65]50]|
1 i J n
[20]25]35] [40[44[55]99[10]65]50]
1 i J n

[20]25]35]38]40]44[55]99[10]65]50]
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Ordenagao por insercao

chave 1 n
99 \20\25\35\38\40\44\55\99\10\65\50\
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Ordenagao por insercao

chave 1 J n
10 [20[25]35[38[40]44[55[99]10]65]50]
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Ordenagao por insercao

chave 1 j n
10 [10]20]25[35]38]40 44 [55]99]65]50]

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025 12/53



Ordenagao por insercao

chave 1 J n
10 [10[20]25[35[38]40[44[55]99]65]50]

chave 1 j n
65 [10]20|25[35[38]40[44][55]99]65]50|
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Ordenagao por insercao

chave 1 j n
10 [10]20]25[35]38]40 44 [55]99]65]50]

chave 1 j n
65 [10]20|25[35[38[40|44][55]65]99]50]|

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025 14 /53



Ordenagao por insercao

chave 1 ' n
10 [10[20]25[35[38]40]44 55 \99 | 65 | 50 |

chave 1 j n
65 [10]20|25[35[38]40[44][55]65]99]50]|

chave 1
50 [10]20]25[35]38[40[44][55]65]99 \50\
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Ordenagao por insercao

chave 1 i n
10 [10[20]25[35[38[40]44]55 |99 [ 65 [ 50 |

chave 1 j n
65 [10]20|25[35[38[40|44][55]65]99]50]|

chave 1 '
50 [10]20[25[35]38|40]44][50]55]65 \99\
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Ordenagao por insercao

Algoritmo rearranja A[1l..n] em ordem crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca
2 chave « A[/]

3 je—j -1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali+1]« A[i] > desloca

6 fe—i-1

7 Ali+1] « chave > insere
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Ordenagao por insercao

Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
0 j«2
1 enquanto j < n faca

2

SO B W

oo ~

chave < A[/]

je—j-1
enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
Ali+1]« A[i] > desloca

j—i—-1

Ali+1] < chave > insere
je—j+1
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

Nimero minimo, médio ou maximo?
Melhor caso, caso médio, pior caso?

casos
———————————————————————— pior

0 médio

[}

0

O

2

2 — -melhor

)

(g

[0}

el

o
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(o]
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3

c

A B C D E F G
entradas L= = sa
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

LINHAS 3-6 (A, J, chave)

3

4
5
6

fe—j -1 > 2<j<n
enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
Ali+1] < A[/]
je—i-1

linha atribuicdes (niimero maximo)

3 ?
4 ?
5 ?
6 ?
total ?
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

LINHAS 3-6 (A, J, chave)

3

4
5
6

fe—j -1 > 2<j<n
enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
Ali+1] < A[/]
je—i-1

linha atribuicdes (niimero maximo)

3 =1
4 =0
5 ?
6 ?
total ?
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

LINHAS 3-6 (A, J, chave)

3 fe—j—-1 > 2<j<n

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali+1] < A[/]

6 je—i-1

linha atribuicdes (niimero maximo)

3 =1
4 =0
5 <j-1
6 ?
total ?
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

LINHAS 3-6 (A, J, chave)

3 fe—j—-1 > 2<j<n

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali+1] < A[/]

6 je—i-1

linha atribuicdes (niimero maximo)

3 =1

4 =0

5 <j-1

6 <j-1

total < 2j-1<2n-1
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)

1 paraj<2aténfaca > j< j+1 escondido
2 chave « A[/]

3 LINHAS 3-6 (A, /, chave)

7 Ali + 1] « chave

linha atribuicdes (ndmero maximo)

1 ?
2 ?
3-6 ?
7 ?
total ?
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Quantas atribuigoes (<) algoritmo faz?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)

1 paraj<2aténfaca > j< j+1 escondido
2 chave « A[/]

3 LINHAS 3-6 (A, /, chave)

7 Ali + 1] « chave

linha atribuicdes (ndmero maximo)

1 =n-1+1

2 = n-1

3-6 < (n-1)2n-1)
7 =n-1
total < 2n?-1
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Analise mais fina

linha atribui¢des (ndmero maximo)

1 = n-1+1

2 =n-1

36 < 3+5+--+(2n-1)=(n+1)(n-1)=n*-1
7 =n-1

total < n?+3n-3
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n?+3n—-3 versus n

n n®+3n-3 n?
1 1 1
2 7 4
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n?+3n—-3 versus n

n n®+3n-3 n?
1 1 1
2 7 4
3 15 9
10 127 100
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n?+3n—-3 versus n?
n n?+3n-3 n?
1 1 1
2 7 4
3 15 9
10 127 100
100 10297 10000
1000 1002997 1000000
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n?+3n—-3 versus

n
n n?+3n-3 n?
1 1 1
2 7 4
3 15 9
10 127 100
100 10297 10000
1000 1002997 1000000
10000 100029997 100000000
100000 10000299997 10000000000

n2 domina os outros termos
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Exercicio 1.B

Se a execucdo de cada linha de cédigo consome
1 unidade de tempo, qual o consumo total?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca
2 chave « A[/]

3 je—j -1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali+1]« A[i] > desloca

6 fe—i—-1

7 Ali+1] < chave > insere
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linha

Solucao

todas as execucdes da linha

~NOo kN

n
n—1

n—1

2+3+--+n = (n=1)(n+2)/2
1+2+---+(n-1) = n(n-1)/2
1424
n-—1

IIA A IA
+
3
=
I
=
3
|
—
NS
N

total
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Exercicio 1.C

Se a execucdo da linha i consome t; unidades de tempo,
parai=1,...,7, qual o consumo total?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para < 2 até n faca
2 chave « A[/]

3 je—j -1

4 enquanto / > 1 e A[/] > chave faca
5 Ali+1]« A[i] > desloca

6 fe—i—-1

7 Ali+1] < chave > insere
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Solucao para t; =1

linha todas as execucdes da linha

1 n

2 = n-1

3 = n-1

4 < 243+--+n = (n=1)(n+2)/2
5 < 1+42+---+(n-1) = n(n-1)/2
6 < 142+---+(n-1) = n(n-1)/2
7 = n-1

total < (3/2)n° +(7/2)n—4
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Solucao

linha todas as execucdes da linha

1 = n Xty
2 = n-1 Xt
3 = n-1 Xt3
4 < 243+--+n = (n=1)(n+2)/2 xty
5 < 142+--4(n-1) = n(n-1)/2 Xty
6 < 142+---+(n-1) = n(n-1)/2 xtg
7 = n-1 Xt7
total < 7
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Solucao

linha todas as execucdes da linha

1 = n Xty
2 = n-1 Xt
3 = n-1 Xt3
4 < 243+--+n = (n=1)(n+2)/2 Xty
5 < 1+42+---4+(n-1) = n(n-1)/2 Xty
6 < 142+---+(n-1) = n(n-1)/2 X tg
7 = n-1 Xt7
total < ((ta + ts + tg)/2) x n°

+ (ti+tb+t3+1t/2—t5/2—tg/2+t7) X n

(tr + t3 + ty + t7)
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Solucao

linha todas as execucdes da linha

1 = n Xty
2 = n-1 Xt
3 = n-1 Xt3
4 < 243+--+n = (n=1)(n+2)/2 xty
5 < 142+--4(n-1) = n(n-1)/2 Xty
6 < 142+---+(n-1) = n(n-1)/2 xtg
7 = n-1 Xt7
total < oxnP+cxn+q

¢y, €1, Cy Sao constantes que dependem da maquina.

2

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025

n= é para sempre! Estd nas entranhas do algoritmo!
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Notagao O

Intuitivamente. . .

O(f(n)) = funcbes que ndo crescem mais
rapido que f(n)

funcdes menores ou iguais a
um mdltiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 999912 n?/1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025
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Notagao O

Intuitivamente. . .

O(f(n)) = funcbes que ndo crescem mais
rapido que f(n)
funcdes menores ou iguais a
um mdltiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 9999n°2 n?/1000 etc.
crescem todas com a mesma velocidade

> n?+99n é O(n?)

> 3302 é O(n?)

> 9n+2 é O(n?)

» 0,00001n3 —200n% n3o é O(n?)
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Definicao

Sejam T(n) e f(n) funcBes dos inteiros nos reais.
Dizemos que T (n) é O(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng
tais que

T(n) < cf(n)

para todo n > ng.

consumo de tempo

t
ng tamanho da entrada
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Mais informal
T(n) é O(f(n)) se existe ¢ >0 tal que

para todo n suficientemente GRANDE.

T(n) < cf(n)

consumo de tempo

ng tamanho da entrada
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Exemplos

T(n) é O(f(n)) l1&-se “T(n) € O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Andlise de Algoritmos — 2° sem 2025 43 /53



Exemplos

T(n) é O(f(n)) l1&-se “T(n) € O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n2% é O(n3).
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Exemplos
T(n) é O(f(n)) l1&-se “T(n) € O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n2% é O(n3).
Prova: Para n>0, temos que 0 < 10n% < 10 n3.
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Exemplos
T(n) é O(f(n)) l1&-se “T(n) € O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n2% é O(n3).
Prova: Para n>0, temos que 0 < 10n% < 10 n3.

Outra prova: Para n> 10, temos 0 < 10n2 < nxn?=1n3.
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Exemplos
T(n) é O(f(n)) l1&-se “T(n) € O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n2% é O(n3).
Prova: Para n>0, temos que 0 < 10n% < 10 n3.

Outra prova: Para n> 10, temos 0 < 10n2 < nxn?=1n3.

Exemplo 2
lgn é O(n).
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Exemplos
T(n) é O(f(n)) l1&-se “T(n) € O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n2% é O(n3).
Prova: Para n>0, temos que 0 < 10n% < 10 n3.

Outra prova: Para n> 10, temos 0 < 10n2 < nxn?=1n3.

Exemplo 2
lgn é O(n).
Prova: Para n>1, tem-se que lgn<1n.
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Mais exemplos

Exemplo 3
20n3 +10nlogn+5 é O(n3).
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Mais exemplos

Exemplo 3
20n3 +10nlogn+5 é O(n3).
Prova: Para n>1, tem-se que

2003 +10nlgn+5 < 2003 + 100> + 503 = 35 3.
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Mais exemplos

Exemplo 3
20n3 +10nlogn+5 é O(n3).
Prova: Para n>1, tem-se que

2003 +10nlgn+5 < 2003 + 100> + 503 = 35 3.

Outra prova: Para n> 10, tem-se que

2On3+10nlgn+5S2On3+nnlgn+n§20n3+n3+n3 =22n3.
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Uso da notagao O
O(f(n)) = {T(n) : existem c e ny tq T(n) < cf(n),n> no}
“T(n) é O(f(n))" deve ser entendido como “T(n) € O(f(n))".
“T(n) = O(f(n))" deve ser entendido como “T(n) € O(f(n))".
“T(n) < O(f(n))" é feio.
“T(n) > O(f(n))" nio faz sentido!
“T(n) é g(n)+O(f(n))" significa que existe constantes positivas c

e ng tais que
T(n)<g(n)+cf(n)

para todo n > ng.
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Nomes de classes O

classe nome

O(1) constante
O(lgn) logaritmica
O(n) linear
O(nlgn) nlogn
O(n?) quadratica
O(n3) clbica
O(n¥) com k >1 | polinomial
O(2m exponencial
O(a") com a>1 | exponencial
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