Topicos de Analise de Algoritmos

Analise amortizada

Analise do Union-Find

CLRS cap 21
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Colecdo de conjuntos disjuntos

Queremos uma ED boa para representar uma
particdo de um conjunto, e as seguintes operacdes sobre a particdo:

» MakeSet(x): cria um conjunto unitario com o elemento x;

» Find(x): devolve o identificador do conjunto da particdo que
contém x;

» Union(x, y): substitui os conjuntos da particdo que contém x e y
pela unido deles.

O identificador de um conjunto &€ um elemento do conjunto:
0 seu representante.

Como podemos armazenar cada conjunto da parti¢io?
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Union-Find: florestas enraizadas

MakeSet (x)
1 pai[x] + x
2 rank[x] <0 > altura da arvore

Heuristica dos tamanhos:
no union, pendura a arvore mais baixa na mais alta

Union (x,y) > x e y representantes distintos

1 se rank[x] > rank[y]

2 entdo paify] < x

3 se rank[x] = rank[y]

4 entdo rank[x] « rank[x] +1
5 sendo pai[x] « y

Note que o rank[x] sé é alterado enquanto x é raiz de uma arvore.
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Union-Find: florestas enraizadas

Heuristica da compressdo dos caminhos:
quando busca um representante, aproveita para comprimir a arvore.

Find (x)
1 se pai[x] # x
2 entdo pai[x] < Find (pai[x])

3 devolva pai[x]

Consumo amortizado de tempo de cada operagio:
O(lg" n),

onde Ig* n & o namero de vezes que temos que aplicar
o lg até atingir um nimero menor ou igual a 1.

Na verdade, & melhor do que isso,
e ha uma analise justa.
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lg* n & o menor k tal que
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——
k



Funcdo log-estrela

lg* n & o menor k tal que
lglg...lgn <1
——
k

nllg*n
1] o
2] 1
3| 2
4| 2
5 3
15| 3
16| 3
17| 4
65535 | 4
65536 | 4
65537 | 5
100000000000000 - - - 000000000000 | 5

80




Union-Find

MakeSet (x)
1 pai[x] < x
2 rank[x] <0

Find (x)
1 se pai[x] # x
2 entdo pai[x] < Find (pai[x])

3 devolva pai[x]

Union (x,y) > x e y representantes distintos

1 se rank[x] > rank[y]

2 entdo paily| « x

3 se rank[x] = rank[y]

4 entdo rank[x] < rank[x] + 1
5 sendo pai[x]| < y



Union-Find

Union (x, y)

1 X'« Find (x)
2 y'+ Find (y)

3 sex' #y

4 entdo Link (x',y’)

Link (x, y) > x e y representantes distintos

1 serank[x] > rank[y]

2 entdo paily] < x

3 se rank[x] = rank[y]

4 entdo rank[x] < rank[x] +1
5 sendo pai[x]| « y
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Analise

Dada sequéncia de MakeSet, Find e Union,
converta-a em uma sequéncia de MakeSet, Find e Link.

Sequéncia de m opera¢des MakeSet, Find e Link
das quais 17 s3o MakeSet.

Custo amortizado de cada operagdo: O(Ig* n).

Seja IgM x = Ig x.
Para i > 2, seja Igl) x = Ig(Igl =) x).

A funcdo Ig* n é definida da seguinte maneira:

lg*n = min{i: g n<1}).
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Analise

Para cada né x da floresta, o grupo de x é o conjunto

G(x) = {y : lg*(rank[y]) = Ig*(rank[x])}.

Quantos grupos diferentes podemos ter?
Resposta: <1+ Ig*n

rank assume valores entre 0 e Ig n,
assim os grupos vdo de 0 a Ig*(lg n) < Ig* n.
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Analise: a funcdo potencial

Para cada né x da floresta, o grupo de x é o conjunto

G(x) = {y : lg*(rank[y]) = Ig*(rank[x])}.

Funcdo potencial:
® = [{x : G(x) = G(pailx])}|

(nimero de nés no mesmo grupo que seu pai)
Raizes contribuem com 1, logo ® é pelo menos o nimero de arvores.
Ideia: Se o potencial & o namero de arvores, ent3o a altura

das arvores é no maximo 1+ Ig* n e o custo do Find & O(lg* n).
Se altura é maior, o potencial serd maior também.
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G(x) = {y : lg*(rank[y]) = Ig*(rank[x])}
Fungdo potencial: & = [{x : G(x) = G(pai[x])}|
®,: funcdo potencial antes da operacdo

®4: funcdo potencial depois da operacio

O custo amortizado de cada operacio é:

> MakeSet(x): ¢ = c+Py—d, = 1+1 = 2.

» Link(x,y): ¢ = c+dy—d, = 14+, -, < 1 pois
se pai[x] é alterado para n6 x

e novo pai[x] é tal que G(x) # G(pai[x]), entdo &y — b, = —1,
se novo pai[x] é tal que G(x) = G(pai[x]), entdo ¢4 — P, = 0.



Analise: calculo dos custos amortizados

G(x) = {y : lg*(rank[y]) = Ig*(rank[x])}
Fungdo potencial: & = [{x : G(x) = G(pai[x])}|
®,: funcdo potencial antes da operacdo

®4: funcdo potencial depois da operacio

O custo amortizado de cada operacio é:

> MakeSet(x): ¢ = c+Py—d, = 1+1 = 2.

» Link(x,y): ¢ = c+dy—d, = 14+, -, < 1 pois
se pai[x] é alterado para n6 x

e novo pai[x] é tal que G(x) # G(pai[x]), entdo &y — b, = —1,
se novo pai[x] é tal que G(x) = G(pai[x]), entdo ¢4 — P, = 0.

Ademais, incremento de rank[y] pode fazer o potencial diminuir.
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r = Find(x)
k = nimero de nés do caminho P de x a r

Entdloc=k e ¢ = k+dy— D,.
Quanto vale &, — .7

Partic3o dos arcos da floresta:
para cada vértice u, o arco entre u e paifu] é

» vermelho se G(pai[u]) = G(u) = G(r),

onde r é a raiz da arvore em que u se encontra.

» azul se G(pai[u]) # G(u).
> se G(pai[u]) = G(u) # G(r).

®: nimero de arcos vermelhos mais
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Custo amortizado do Find(x)

r = Find(x) k = comprimento do caminho P de x a r

&= k+by— b,

Partic3o dos arcos da floresta:
para cada vértice u, o arco de u para pailu] é

» vermelho se G(pai[u]) = G(u) = G(r).
» azul se G(pai[u]) # G(u).
> se G(pai[u]) = G(u) # G(r).
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r = Find(x) k = comprimento do caminho P de x a r

&= k+by— b,
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para cada vértice u, o arco de u para pailu] é

» vermelho se G(pai[u]) = G(u) = G(r).
» azul se G(pai[u]) # G(u).
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Custo amortizado do Find(x)

r = Find(x) k = comprimento do caminho P de x a r

&= k+by— b,

Partic3o dos arcos da floresta:
para cada vértice u, o arco de u para pailu] é

» vermelho se G(pai[u]) = G(u) = G(r).
» azul se G(pai[u]) # G(u).

> se G(pai[u]) = G(u) # G(r).
Ao final de Find(x), nés de P tém r como pai.
(Arcos viram azuis.)
® decresce do niimero de em P.

Entdo ¢ = v + a, onde v é o niimero de arcos vermelhos e
a é o niimero de arcos azuis em P.

o—)o—)o—)'s
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Custo amortizado do Find(x)

rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
Arco azul: passamos de um grupo para outro.

Namero de arcos azuis no caminho de qualquer né a uma
raiz € no maximo o nimero de grupos, que é < 1+ Ig* n.

Ouseja, a<1l+lg'n
e o custo amortizado do Find fica

A

& =v+a < v+1+1g'n
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O que falta?

¢;: custo amortizado da i-ésima operacio
¢;: custo real da i-ésima operacdo

Queremos mostrar que

m

Zc,- = O(mlg* n).

i=1

Assim, o custo amortizado por operagdo & O(Ig" n).

Lembre-se que Y7, & = >, i+ &f — Do,
onde ®¢ é o potencial final da floresta.

Como ¥y =0e ®f >0, temos que Y i ¢, < >, ¢

Basta entdo mostrar que Y i"; & = O(mlg* n).



Delimitando a soma dos custos amortizados

Por operacdo:
MakeSet(x):
Link(x, y):
Find(x):

= c+dy—, = 2.
:C+¢d—¢ < 1.
=v+a < v+1+lghn

o>
|

o O



Delimitando a soma dos custos amortizados

Por operacdo:

MakeSet(x): ¢ = c+dy— D, = 2.
Link(x, y): ¢ =c+dy—-d, < L
Find(x): ¢ =v+a < v+1+1ghn.

Portanto, para as m operacdes,

Yt G < 2(m— 1)+ (141" n) + 32, vi,

onde f & o nimero de operacdes Find na sequéncia,
v; € 0 se a i-ésima operacdo n3o é Find e
é o namero de arcos vermelhos em P se é Find(x).
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Y6 < 2Am =)+ (1 +1g"n)+ 3", v,
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tém o campo pai alterado no Find.
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Delimitando a soma dos custos amortizados

Yt G < 2(m =)+ f(1+1g"n) + 32, vi,

Para delimitar >_ ; v;, lembre-se que
um arco é vermelho se G(pai[u]) = G(u) = G(r).

Se um u deixa de ser ponta inferior de arco vermelho,
n3o volta a ser ponta inferior de arco vermelho.

Todos os nés de P,
exceto os dois Gltimos (a raiz e o filho dela no caminho),
tém o campo pai alterado no Find.

Se o pai de um né é alterado, rank do seu pai aumenta
pois rank cresce estritamente ao subirmos nas arvores.
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y: ponta inferior de um arco vermelho

Enquanto isso, o campo pai[y] sofre alteragdo quantas vezes?

Seja t(S) = min{k cZ: |g* k> S} (tipo de inversa do Ig* n).

Em palavras,
t(s) € o menor rank de alguém do grupo s.

Exemplos: t(3) =5, t(4) =17 e t(5) =

==

S OBRWNE

15
16
17
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Delimitando a soma dos custos amortizados

y: ponta inferior de um arco vermelho

Enquanto isso, o campo pai[y] sofre alteragdo quantas vezes?

Seja t(S) = min{k cZ: |g* k> S} (tipo de inversa do Ig* n).

k

Em palavras,
p , 1
t(s) € o menor rank de alguém do grupo s. 5
3
4
Exemplos: t(3) =5, t(4) =17 e t(5) = 5
5 — ot(g)-1 15
Entdo t(g +1) =2 + 1. 16

17
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Delimitando a soma dos custos amortizados
y: ponta inferior de um arco vermelho

Enquanto isso, o campo pai[y] sofre alteragdo quantas vezes?

Seja t(s) =min{k € Z :Ig*k > s}  (tipo de inversa do Ig" n).
Em palavras, t(s) é o menor rank de alguém do grupo s.
Se g = Ig*(rank[y]), entdo pai[y] se altera e

y permanece ponta inferior de arco vermelho
no maximo t(g + 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.



Delimitando a soma dos custos amortizados

y: ponta inferior de um arco vermelho

Enquanto isso, o campo pai[y] sofre alteragdo quantas vezes?

Seja t(S) = min{k eZ: |g* k > S} (tipo de inversa do Ig* n).

Em palavras, t(s) é o menor rank de alguém do grupo s.

Se g = Ig*(rank[y]), entdo pai[y] se altera e
y permanece ponta inferior de arco vermelho
no maximo t(g + 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.

Logo m lg* n

Svo< 24 3y lgt(ankly]) = g} ez + ).

i=1 g=1



Delimitando a soma dos custos amortizados
y: ponta inferior de um arco vermelho
Enquanto isso, o campo pai[y] sofre alteragdo quantas vezes?
Seja t(S) = min{k eZ: g5k > S} (tipo de inversa do Ig* n).
Em palavras, t(s) é o menor rank de alguém do grupo s.
Se g = Ig*(rank[y]), entdo pai[y] se altera e

y permanece ponta inferior de arco vermelho
no maximo t(g + 1) — t(g) < t(g + 1) vezes.

Logo m lg* n
Sovi < 2f+ )y lg ankly]) = g}l (e + ).
i=1 g=1

2f: por 2 possiveis arcos vermelhos da raiz e de seu filho no caminho.



Delimitando a soma dos custos amortizados

lg*n

Zv, < 2043 Wy lg"(rankly]) = g}lt(g + 1)

g=1

Agora queremos delimitar |{y : Ig*(rank[y]) = g}|.



Delimitando a soma dos custos amortizados

lg*n

Zv, < 2+ ) [y g (rankly]) = g}t + 1)

g=1

Agora queremos delimitar |{y : Ig*(rank[y]) = g}|.

O namero de nds y tais que rank[y] = r € no maximo n/2".
(Subéarvore com raiz de rank r tem pelo menos 2" nés.)



Delimitando a soma dos custos amortizados

lg*n

Zv, < 2043 Wy lg"(rankly]) = g}lt(g + 1)

g=1

Agora queremos delimitar [{y : Ig*(rank[y]) = g}|.

O namero de nds y tais que rank[y] = r € no maximo n/2".
(Subéarvore com raiz de rank r tem pelo menos 2" nés.)

Além disso, t(g) = min{k € Z : Ig" k > g} < rank[y].



Delimitando a soma dos custos amortizados

lg*n

Zv, < 2043 Wy lg"(rankly]) = g}lt(g + 1)

g=1
Agora queremos delimitar [{y : Ig*(rank[y]) = g}|.
O namero de nds y tais que rank[y] = r € no maximo n/2".
(Subéarvore com raiz de rank r tem pelo menos 2" nés.)

Alem disso, t(g) = min{k € Z : Ig" k > g} < rank[y]. Logo

t(g+1)—1
{y:lg*Cankl) =g}l = Y [y :rankly] =r}]

r=t(g)



Delimitando a soma dos custos amortizados

lg*n

Zv, < 2043 Wy lg"(rankly]) = g}lt(g + 1)

g=1

Agora queremos delimitar |{y : Ig*(rank[y]) = g}|.

O namero de nds y tais que rank[y] = r € no maximo n/2".
(Subéarvore com raiz de rank r tem pelo menos 2" nés.)

Alem disso, t(g) = min{k € Z : Ig" k > g} < rank[y]. Logo

t(g+1)—1
Hy :lg*(rank[y]) = g}| = Z [{y : rank[y] = r}|
r=t(g)
RN
or 2t(g or

r:t(g) r=0



Delimitando a soma dos custos amortizados

lg*n

Zv, < 2043 Wy lg"(rankly]) = g}lt(g + 1)

g=1

Agora queremos delimitar |{y : Ig*(rank[y]) = g}|.

O namero de nds y tais que rank[y] = r € no maximo n/2".
(Subéarvore com raiz de rank r tem pelo menos 2" nés.)

Alem disso, t(g) = min{k € Z : Ig" k > g} < rank[y]. Logo

t(g+1)—1
|{y . |g*(1'2111k[y]) — g}| = Z |{y . 1-&1111([)/] = r}|
r=t(g)




Finalizando

Portanto concluimos que

m
DY

i=1

lg* n

2f + Z {y : lg*(rank[y])

IN

t(g+1)
< 2f+2n Z e

=gllt(g +1)



Finalizando

Portanto concluimos que

m lg* n
Z vi < 2f+ Z {y : lg*(rank[y])
i=1 g*O
(g+1)
< 2f42n Z e

Mas t(g + 1) = 2t&)-1 4 1 < 2t(8),

=gllt(g +1)



Finalizando

Portanto concluimos que

m lg* n
Z vi < 2f+ Z {y : lg*(rank[y])
i=1 g*O
(g+1)
< 2f42n Z e

Mas t(g + 1) = 2t€)-1 4 1 < 2t(8),

Entdo Y7, vi < 2f+2n(1+Ig*n)e

=gllt(g +1)



Finalizando

Portanto concluimos que

m lg* n
dovi < 24> |{y:lgt(rank]y]) = g}|t(g + 1)
i=1 g*O
t(g+1)
< 2f+2n Z e

Mas t(g + 1) = 2t€)-1 4 1 < 2t(8),
Entdo Y7, vi < 2f+2n(1+Ig*n)e

Sy < 3T & < 2m+2n+2f +2mlgtn = O(mlg* n).



Finalizando

Portanto concluimos que

m lg* n
dovi < 24> |{y:lgt(rank]y]) = g}|t(g + 1)
i=1 g*O
t(g+1)
< 2f+2n Z e

Mas t(g + 1) = 2t€)-1 4 1 < 2t(8),
Entdo Y7, vi < 2f+2n(1+Ig*n)e
Sy < 3T & < 2m+2n+2f +2mlgtn = O(mlg* n).

Logo o custo amortizado por operagdo é O(Ig" n).



