Topicos de Analise de Algoritmos

Analise amortizada

Parte das notas de aula de um curso do Robert Tarjan.

“Amortized Analysis Explained "

por Rebecca Fiebrink, Princeton University



Aulas passadas

Exemplos de analise amortizada:

» odémetro binario
» analise agregada
» analise por créditos
» analise com funcdo potencial

» pilha com operacdo lnica
» analise agregada
» analise por créditos
» analise com fungdo potencial

» tabelas dinamicas

» analise por créditos
» analise com fungdo potencial
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Considere uma lista ligada.
Custo do acesso ao /-ésimo elemento: /.
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Heuristica MTF:
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Custo do acesso ao /-ésimo elemento: /.

Custo de trocar dois elementos consecutivos de lugar:
constante, descontado o tempo de acessar um deles.
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Move to front

Considere uma lista ligada.
Custo do acesso ao /-ésimo elemento: /.

Custo de trocar dois elementos consecutivos de lugar:
constante, descontado o tempo de acessar um deles.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Com MTF, custo do acesso ao i-ésimo elemento: 2/ — 1.
Considere uma sequéncia de acessos a lista.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo étimo de acesso?



Move to front

Lista ligada e sequéncia de acessos a ela.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Acesso ao /-ésimo elemento custa 2/ — 1.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo étimo de acesso?



Move to front

Lista ligada e sequéncia de acessos a ela.

Heuristica MTF:
ao acessar o elemento x, mova-o para o inicio da lista.

Acesso ao /-ésimo elemento custa 2/ — 1.

Qual é o custo de MTF se comparado
com um algoritmo étimo de acesso?

A: algoritmo arbitrario de acesso a lista.

Analise amortizada:

custo do MTF < 4 vezes o custo de A.
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Funcdo potencial e custo real do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o niimero de inversdes
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

Primeiro suponha que A n3o troca ninguém de lugar.

Seja x o elemento acessado.

Seja k a posicdo de x na lista de MTF.

Seja / a posicdo de x na lista de A.

Custo pelo acesso a x por MTF: 2k — 1.

Custo pelo acesso a x por A: i



Custo amortizado do acesso
Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.
k: posicdo de x na lista de MTF.

i: posicdo de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
pares com x e cada um dos k — 1 elementos trocaram de posic3o.
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Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

k: posicdo de x na lista de MTF.

i: posicdo de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
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Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

k: posicdo de x na lista de MTF.

i: posicdo de x na lista de A.

Em MTF, depois do acesso,
pares com x e cada um dos k — 1 elementos trocaram de posic3o.

Existem / — 1 elementos na lista de A na frente de x.

< min{k—1,/—1} inversdes depois do acesso

> (k —1) — min{k—1,/—1} inversdes

Ent3o
AP <2(2min{k—1,/—1} — (k — 1)) = 4min{k—1,/—1} — 2(k — 1).



Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

A® < 4min{k—1,i—1} — 2(k — 1).

Custo amortizado:
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Custo amortizado do acesso

Funcdo potencial ®: 2 vezes o namero de inversées
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

A® < 4min{k—1,i—1} — 2(k — 1).

Custo amortizado:

c+ AP

2k —14+4min{k—1,/—1} —2(k — 1)
1+ 4min{k—1,/—1}

4/.

¢

VAN VAN VAN

Lembre-se que o custo de A é /.

Logo o custo amortizado por acesso de A &€ no maximo 4.
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Funcdo potencial ®: 2 vezes o niimero de inversdes
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

O custo amortizado por acesso € no maximo 4
em relacdo ao custo de A... se A n3o fizer trocas...
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Custo amortizado de acesso com trocas de A

Funcdo potencial ®: 2 vezes o niimero de inversdes
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

O custo amortizado por acesso € no maximo 4
em relacdo ao custo de A... se A n3o fizer trocas...

Com uma troca, o custo de A sobe de 1.

E o potencial, como se altera?  Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A &/ + t,
onde t & o nimero de trocas de A apds o acesso de x,
e A® < 4min{k—1,/—1} —2(k — 1) + 2t.

Custo amortizado: & < 4/ +2t < 4(i +t).



Custo amortizado de acesso com trocas de A

Funcdo potencial ®: 2 vezes o niimero de inversdes
da lista de MTF em relac3o a lista de A.

O custo amortizado por acesso € no maximo 4
em relacdo ao custo de A... se A n3o fizer trocas...

Com uma troca, o custo de A sobe de 1.

E o potencial, como se altera?  Sobe ou desce de 2.

Ou seja, o custo de A &/ + t,
onde t & o nimero de trocas de A apds o acesso de x,
e A® < 4min{k—1,/—1} —2(k — 1) + 2t.

Custo amortizado: & < 4/ +2t < 4(i +t).

Custo amortizado por operacdo de A &€ no maximo 4.



Splay trees

ABB: arvore binaria de busca

Operagdo SPLAY(x, S), onde S é uma splay tree:
quando x é acessado, move-se x para a raiz por rotagdes.

As rotacdes sdo feitas numa ordem especifica, de duas em duas.
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Splay trees

ABB: arvore binaria de busca

Operagdo SPLAY(x, S), onde S é uma splay tree:
quando x é acessado, move-se x para a raiz por rotagdes.

As rotacdes sdo feitas numa ordem especifica, de duas em duas.
Eventualmente no final uma rotacdo simples é necessaria.

1(» R

ORA — A ®
AWA AWA

Acima, o r splay step.
Além destes, o | splay, o rl splay e o Il splay step.

Splay steps sdo realizados até que x seja raiz.



Splay trees

ABB: arvore binaria de busca

Operagdo SPLAY(x, S), onde S é uma splay tree:
quando x é acessado, move-se x para a raiz por rotagdes.

Custo de pior caso do SPLAY: ©(n),
onde n é o niimero de elementos na splay tree.

Queremos mostrar que uma splay tree tem
comportamento mais parecido com o de uma ABBB.

(ABBB: ABB balanceada)



Splay trees: analise
S: splay tree

Custo: namero de rotacdes.

Mostraremos que o custo amortizado por SPLAY é O(lg n).
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Splay trees: analise
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x participa de todos os splay steps de SPLAY(x, 5).
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Splay trees: analise
S: splay tree

Custo: namero de rotacdes.

Mostraremos que o custo amortizado por SPLAY é O(lg n).

x participa de todos os splay steps de SPLAY(x, 5).
Analise amortizada dos splay steps.

Si(w): subarvore de S enraizada em w no instante i
si(w) = |Si(w)] > namero de nés na subarvore

Tome ri(w) = Ig si(w).
ri(w) indica o potencial local em cada né w.

Seja ®; =", ri(w).
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Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.

1(» o
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Custo real: 2

Alteracdo no potencial:

P =i =3, ri(w) =2, ria(w) =32, (ri(w) — rimi(w))



Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.

, (i eA Ae )

—
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AWA A B

Custo real: 2

Alteracdo no potencial:
=i =2, rilw) =22, rici(w) =32, (ri(w) — rii(w))
= (ri(x) = rica(x)) + (rily) = rica(y)) + (ri(2) = ri-1(2))



Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.

, (i eA Ae )

—

ORA B @
AWA A B

Custo real: 2

Alteracdo no potencial:

b= =3, n(w) =22, ri1(w)
= (ri(x) = ria(x)) + (ri(y)
= (ri(y) + ri(2)) = (ri-1(x)



Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.

, (i eA Ae )

—

ORA B @
AWA A B

Custo real: 2

Alteracdo no potencial:
=i =2, rilw) =22, rici(w) =32, (ri(w) — rii(w))
= (ri(x) = rica(x)) + (ri(y) = rica(y)) + (1 (Z)—f: 1(2))
= (ri(y) + ri(2)) = (ri-1(x) + ri-1(y)) r(x) = ria(2)
< ri(y) +ri(z) = 2r1(x) > ri-1(x) < ri-a(y)



Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.
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Custo real: 2

Alteracdo no potencial: ®; — ®; 1 < ri(y) + ri(z) — 2r;-1(x)



Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.
@ ®
2(7 b\ AR
& B @
Ay A\ b

Custo real: 2

Alteracdo no potencial: ®; — ®;_1 < ri(y) + ri(z) — 2ri_1(x)

Custo amortizado: & <2+ ri(y) + ri(z) — 2ri—1(x)



Analise amortizada dos splay steps

Caso do rr splay step.
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Queremos uma delimitacdo que dependa apenas de x.



Analise amortizada dos splay steps
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Analise amortizada dos splay steps
Custo amortizado: & <2+ ri(y) + ri(z) — 2ri—1(x)
Queremos uma delimitacdo que dependa apenas de x.

Como ri(y) < ri(x), temos que
Custo amortizado: & < 2+ ri(x) + ri(z) — 2ri—1(x)



Analise amortizada dos splay steps
Custo amortizado: & <2+ ri(y) + ri(z) — 2r-1(x)
Queremos uma delimitacdo que dependa apenas de x.

Como ri(y) < ri(x), temos que

Custo amortizado: & < 2+ ri(x) + ri(z) — 2ri—1(x)

N3o gostamos do termo 2, pois ele, somado para todos os
splay steps envolvidos num SPLAY(x, S), pode ndo dar O(lg n).

Por isso ndo fazemos o mesmo com o z.
O z vai nos ajudar a eliminar esse 2.



Caso do rr splay step
1 (2 ()
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Caso do rr splay step
1('
2(7 A
ol
YA

log a+log b a+b
Temos que =£5252 < log( )

2
ria(x)+ri(z) =

IA

N

®

ARRE
B @
AYA

—

Logo

lg si—1(x) + lgsi(z)

5 |g (S,'l(X)z—l- S,'(Z))
21625
2 lg si(x) — 2.



Caso do rr splay step

, (i eA Ae )

—

ORA B @
AWA A B

Temos que % < log(2£?). Logo

rici(x)+ri(z) < 2lgsi(x)—2 = 2r(x) —2.



Caso do rr splay step

, (i eA Ae W

—

ORA B @
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Temos que '2€211%8b < |og(2tby | 500

rici(x)+ri(z) < 2lgsi(x)—2 = 2r(x) —2.
Entdo
< 24 ri(x) + ri(z) = 2ri-1(x)
< 24 ri(x) 4+ (2ri(x) = rici(x) —2) = 2ri-1(x)
= 3(ri(x) — ri1(x)).



Caso do Ir splay step

Custo real: 2

Exercicio: Mostre que, neste caso,

®j— ®j 1 <2(ri(x) = ria(x)) — 2.



Analise amortizada dos splay steps

Analogamente podemos mostrar que
G < 3(/’,‘(X) — r,',l(X))

para rl splay steps, Ir splay steps, e Il splay steps.



Analise amortizada dos splay steps

Analogamente podemos mostrar que

& < 3(ri(x) = rici(x))
para rl splay steps, Ir splay steps, e Il splay steps.
Para | splay steps e r splay steps, vale que

¢ < 3(ri(x) —ri—i(x)) + 1.



Analise amortizada dos splay steps

Analogamente podemos mostrar que
& < 3(ri(x) = rici(x))
para rl splay steps, Ir splay steps, e Il splay steps.
Para | splay steps e r splay steps, vale que
¢ < 3(ri(x) —ri—i(x)) + 1.

Se s é o namero de splay steps em SPLAY(x, S) e n o nimero de nos,

3Zr, —ri—i(x))+1

3(fs( ) —rn(x)) +1
< 3lgn+1.

™
o
N



Analise amortizada dos splay steps

Lembre-se que ®; = >~ ri(x).
Ou seja, ®; > 0 para todo J.
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Porém, em geral, ndo vale que &5 =0, ou ®y < d,.
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Vamos considerar na anélise insercBes em splay trees,
de modo que possamos comecar de uma arvore vazia, com ®g = 0.



Analise amortizada dos splay steps

Lembre-se que ®; = >~ ri(x).
Ou seja, ®; > 0 para todo J.

Ent&o vale que o custo do SPLAY(x, S) é

S

s
ZC/ZZ — O+ < 3lgn+1— D, + P
i=1 i=1

Porém, em geral, ndo vale que &5 =0, ou ®y < d,.

Vamos considerar na anélise insercBes em splay trees,
de modo que possamos comecar de uma arvore vazia, com ®g = 0.

E disso sera possivel concluir que o custo amortizado
por operacdo em uma splay tree é O(Ig n).



Insercées em splay trees

A insercdo em splay trees é igual a insercio em ABB,
seguida de uma chamada a SPLAY no elemento inserido.

Sejam y; o pai de x apds a insercdo, e
yi opaide y;_1 parai=2,...,k, onde y, é a raiz da arvore.
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Insercées em splay trees

A insercdo em splay trees é igual a insercio em ABB,
seguida de uma chamada a SPLAY no elemento inserido.

Sejam y; o pai de x apds a insercdo, e
yi opaide y;_1 parai=2,...,k, onde y, é a raiz da arvore.
Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio

AP =

M=

(r'(yj) = r(x))
j=1

k
= Z(Ig(s(yj) +1) —lg(s()))

j=1



Insercées em splay trees

A insercdo em splay trees é igual a insercio em ABB,
seguida de uma chamada a SPLAY no elemento inserido.

Sejam y; o pai de x apds a insercdo, e
yi opaide y;_1 parai=2,...,k, onde y, é a raiz da arvore.
Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio

k k

Ad = D () = r(y) = D (le(s(y) + 1) — lg(s(1)))

j=1 j=1

k
_ s(yj) +1
B ;Ig s(y;)



Insercées em splay trees

A insercdo em splay trees é igual a insercio em ABB,
seguida de uma chamada a SPLAY no elemento inserido.

Sejam y; o pai de x apds a insercdo, e
yi opaide y;_1 parai=2,...,k, onde y, é a raiz da arvore.
Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio

k

A = Y (Fy)—rly) =

j—l J

= Z|g
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Insercées em splay trees

Seja y1 o pai de x apés a insercio, e y; o pai de y;_1 para
i=2,...,k, onde y é a raiz da arvore.

Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio
k

k
Ad = N (Fy) = r(y) = > (lg(s(y) +1) = lg(s(1)))

j=1 j=1

s(y) +1
= ) lg——— = lg(
J; s(yj) i

x

s(y;) + 1)
s(yvj)

—_



Insercées em splay trees

Seja y1 o pai de x apés a insercio, e y; o pai de y;_1 para
i=2,...,k, onde y é a raiz da arvore.

Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r' potencial local depois da insercio

k
Ad = Z(f () = r(y)) = > (lg(s(y) + 1) —lg(s(%)))
=1
_ (vj)+1 _ £ s(yj)+1
- Zlg s(y) |g(jl:[1 o)
s(y2) slys)  s(yk)  sly)+1ly
= lg( (1) s(n)  sli-1) s ) (pos slyr41 < s000)



Insercées em splay trees

Seja y1 o pai de x apés a insercio, e y; o pai de y;_1 para
i=2,...,k, onde y é a raiz da arvore.

Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio

k k
_ sy)+1 _ s(yj)+1
a0 = 2 e = U=
s(2)  sQs) sly)  sby)+Ly
= Ig(s(y1) s(y2)  s(yk—1)  s(yvk) ) (bois sL)+1.< s0510)
_ s(yk) +1
= 5 )



Insercées em splay trees
Seja y1 o pai de x apés a insercio, e y; o pai de y;_1 para
i=2,...,k, onde yx é a raiz da arvore.
Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio
k k
s(yj) +1 s(y) +1
Ad = lg——— =g —
2 e~ eI
_ s(y2) s(y3) s(yk)  s(yw)+l
= g( . .
s(v1) s(y2)  s(yk-1)  s(y«)
)

ST 0) < ig(n+1) < lgn+ 1.

) (pois s(y))+1 < s(yj+1))



Insercées em splay trees
Seja y1 o pai de x apés a insercio, e y; o pai de y;_1 para
i=2,...,k, onde yx é a raiz da arvore.
Considere a variacido do potencial causado pela inserc3o.

r: potencial local antes da insercdo
r": potencial local depois da insercio
k k
s(yj) +1 s(y) +1
Ad = lg——— =g —
2 e~ eI
_ s(y2) s(y3) s(yk)  s(yw)+l
= g( . .
s(v1) s(y2)  s(yk-1)  s(y«)
)

ST 0) < ig(n+1) < lgn+ 1.

) (pois s(y))+1 < s(yj+1))

Entdo c <0+Ign+1=Ign+1. (inser¢do n3o faz rotagdes)



QOutras opera¢des

Lembre-se que o custo real de cada operacio é
o namero de rotacBes que a operacdo executa.

Assim, buscas, minimos, maximos todos tém custo real 0 e n3o
alteram o potencial. Ou seja, tém custo amortizado nulo.

Falta analisar a remoc3o.
A remoc3o também tem custo real 0, mas o potencial se altera.
O que podemos dizer sobre Ad para uma remocio?



Concluindo a analise

Comegamos da arvore vazia ($o = 0), considere agora uma
sequéncia de m insercdes, buscas, minimos, maximos, e splays, estes
entremeando as demais operacdes do modo esperado.

Chame de ¢; o custo real e
de ¢ o custo amortizado de cada uma destas operacdes.

Entdo o custo total de m operacdes é

m m
Z G = Z —®n+ P
i=1 i=1
m
< ) (Blgni+1)—dp+ g

i=1
3mlgm+m+0
4m lg m.

IN A



Concluindo a analise

Comegamos da arvore vazia ($o = 0), considere agora uma
sequéncia de m insercdes, buscas, minimos, maximos, e splays, estes
entremeando as demais operacdes do modo esperado.

Chame de ¢; o custo real e
de ¢ o custo amortizado de cada uma destas operacdes.

Entdo o custo total de m operacdes é

m m
Z G = Z —®n+ P
i=1 i=1
m
< ) (Blgni+1)—dp+ g

i=1
3mlgm+m+0
4m lg m.

IN A

Portanto o custo amortizado por operagdo é O(lg m).



