Topicos de Analise de Algoritmos

Algoritmos de marcacdo para caching

Sec 13.8 do KT



Cache

Modelo: itens do mesmo tamanho
Memdria cache de tamanho k (itens)
Sequéncia de requisicdes:

53d17d2,~~-7dm

Cache hit: acerto — item esta no cache
Cache miss: falha — item n3o esta no cache

Se o cache esta cheio e entra um novo item,
outro tem que sair (é despejado).



Politicas de despejo

Politica de despejo (replacement policy):
algoritmo que decide quando trazer um
item para o cache e que item despejar.

Politica preguicosa (lazy policy):
um item sé é trazido para o cache se ele foi requisitado.
Politica FF (farthest first - algoritmo de Bélady): despeja

o item que sera acessado novamente no futuro mais distante.

Vimos na aula passada que a politica FF & 6tima:
provoca o menor nimero possivel de falhas.



Duas politicas online

LRU: least recently used

MRU: most recently used

Para variantes e mais referéncias, veja a pagina
https://en.wikipedia.org/wiki/Cache replacement policies


https://en.wikipedia.org/wiki/Cache_replacement_policies

Algoritmos de marcacdo por fases

Algoritmo:

C: itens que estdo no cache.
Cada item de C estd marcado ou desmarcado.

Fase: no inicio, todos os itens desmarcados.
recebe requisicdo do item s.
marca s.
se s € C, atende s e passa para o préximo.

ses ¢ C,
se C esta todo marcado
desmarca todos os itens e comeca nova
fase deixando s para ser atendido nela.
senao
despeja de C um dos itens desmarcados,
traz s no seu lugar e passa para o préximo.
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Algoritmos de marcacdo por fases

Algoritmo:
C: itens que estdo no cache.
Cada item de C estd marcado ou desmarcado.

Fase: no inicio, todos os itens desmarcados.
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fase deixando s para ser atendido nela.
senao

despeja de C um dos itens desmarcados,
traz s no seu lugar e passa para o préximo.

Vimos que tal algoritmo é k-competitivo.
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Um algoritmo melhor

Fase J:
item desmarcado é fresco se ndo foi marcado na fase j — 1.

fi(d): namero de falhas da politica 6tima na fase j.

f(d) = >_1i(d)
j=1
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Um algoritmo melhor

Fase J:
item desmarcado é fresco se no foi marcado na fase j — 1
e é amanhecido caso contrario.

fi(d): namero de falhas da politica 6tima na fase j.

F(d) = 25— fi(d).
c;: nimero de itens frescos na fase j. (Tome ¢; =0.)
Lema: 6(d) + fir2(d) > 611

Consequéncia:

r—1 r—1
2f(d) = f(d) = fi(d) = D (f(d)+ fia(d)) = D
j=1 j=1

Logo, 2f(d) > >1_; ¢
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Analise deste algoritmo aleatorizado

Xj: namero de falhas do algoritmo aleatorizado na fase ;.

Queremos estimar E[X].

Note que
X; = ¢; falhas por itens frescos + falhas por amanhecidos.

Considere a requisicdo do i-ésimo amanhecido na fase j.

Cache: frescos c<g
amanhecidos marcados i—1
amanhecidos desmarcados k —c—i+1

Logo o namero de amanhecidos fora do cache é c.
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Analise deste algoritmo aleatorizado
Xj: namero de falhas do algoritmo aleatorizado na fase ;.
X; = ¢; falhas por itens frescos + falhas por amanhecidos.

Queremos estimar E[X], onde X = >[_, X;.

Considere a requisicdo do i-ésimo amanhecido na fase j.
Namero de amanhecidos fora do cache & ¢, assim

o < Cj
k—i+1 = k—i+1
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Logo E[Xj] < ¢+ Xic 41 7 = G(1+ He — Hg) < gHice
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Analise deste algoritmo aleatorizado

Xj: namero de falhas do algoritmo aleatorizado na fase ;.
X; = ¢; falhas por itens frescos + falhas por amanhecidos.

Queremos estimar E[X], onde X = >[_, X;.

Considere a requisicdo do j-ésimo amanhecido na fase j.
Namero de amanhecidos fora do cache & ¢, assim

(o < CJ'
k—i4+1 = k—i+1

Pr[falha no i-ésimo amanhecido] =

(k — i+ 1: namero de amanhecidos no cache)

Temos que E[X] = O(Ig k)f(d).

Portanto esse algoritmo é O(lg k)-competitivo.
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Analise amortizada

Cap 17 do CLRS
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Serve para analisar uma sequéncia de operacdes ou iteracdes
onde o pior caso individual n3o reflete o pior caso da sequéncia.

Em outras palavras, serve para melhorar analises de pior caso que
baseiem-se diretamente no pior caso de uma operagio/iteracdo e que
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Odédmetro binario

Considere um contador binario, inicialmente zerado,
representado em um vetor A[0..n — 1], onde cada A[/] vale 0 ou 1.

Operacdo: Incrementa.

Consumo de tempo no pior caso: ©(n).

O odémetro da uma volta completa
a cada 2" execucdes do Incrementa.

Quanto tempo leva para o odédmetro dar uma volta completa?

Leva O(n2").

Sera que é ©(n2")?
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Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

T 3]2]1]0 ) o
T ToToToTo ao nimero de vezes que os bits s3o alterados.
I1]0(0]|0]1

2 0]0[1]o0

3 (0]0[1]1

Zlo]1]o]o

5 (0] 1]0]1

6 |01 ]1]0

7 0111

8§ [1]0]0]o0

9 [1]0]o0]1

10|1]0|1]o0

I [1]0|1]1

12(1]1]0]0

I3|1]1]0]1

41110

5 [111]1

6l0lo0Jlo]oO
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T 3]2]1]0 ) o
T ToToToTo ao nimero de vezes que os bits s3o alterados.
I1]0(0]|0]1
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7 0111 _
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Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

SRECRT R R imero d bits s3o alterad

o tototolo ao namero de vezes que os bits s3o alterados.
T [0l0|0]1

§ g 8 1 (1) bit 0 muda 2" vezes

2 7ol 1100 bit 1 muda 2"~ ! vezes

5 |0]1]0]1 bit 2 muda 272 vezes

6 0|1 [1]0

7 101 ]1]1 _

8 |1]0]0]0 bit n — 2 muda 4 vezes

9 110011 bit n — 1 muda 2 vezes

0]1]0|1]0

II|1]0|1]1 .
DJ1[1]0]0 Total de alteracdes de bits: Y 7_; 2" < 2.2,
I3[1]1]0]1

41110

51111

160000
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Custo amortizado por Incrementa: ©(1).
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Atribuimos um nimero fixo de créditos por operacio
Incrementa de modo a pagar por toda alteracdo de bit.

Objetivo: atribuir o menor niimero possivel de créditos
que seja ainda suficiente para pagar por todas as alteraces.

Relembre...

Incrementa (A, n)

1 7«0

2 enquanto /< ne A[]=1 faga
3 Ali] <0

5 I—i+1

6 sei<n

7 entdo A[i] + 1
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Analise por créditos

Atribuimos 2 créditos por Incrementa.

Incrementa (A, n)

1 7«0

2 enquanto i < ne A[] =1 faca
3 Alil]+ 0

4 I+ i+1

5 sei<n

6 entdo A[i] + 1

Um é usado para pagar pela alteracdo da linha 6.
O outro fica armazenado sobre o bit alterado na linha 6.

Ha um crédito armazenado sobre cada bit que vale 1.

AlteracBes da linha 3 sdo pagas por créditos armazenados
por chamadas anteriores do Incrementa.



Analise por créditos

Atribuimos 2 créditos por Incrementa.

Incrementa (A, n)

1 /<«+0

2 enquanto /< ne A[]=1 faga
3 Ali]«+0

4 I+ i+1

5 sei<n

6 entdo A[i] + 1

Um é usado para pagar pela altera¢do da linha 6.
O outro fica armazenado sobre o bit alterado na linha 6.

O namero de créditos armazenados em cada instante
é o nimero de bits que valem 1, logo é sempre n3o negativo.

Custo amortizado por Incrementa: 2
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Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.

Note que ¢(Ap) =0 e ¢(A;) > 0.
Seja ¢; o nimero de bits alterados no j-ésimo Incrementa.

Note que ¢; <1+ t;
onde t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A; .

Note que 0(A;) — o(Aj1) <1 —t.



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apéds o i-ésimo Incrementa.

Note que ¢(Ap) =0 e ¢(A;) > 0.
Seja ¢; o nimero de bits alterados no j-ésimo Incrementa.

Note que ¢; <1+ t;
onde t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A; .

Note que (‘)(A,’) — (‘)(A,',l) <1-—t.

Seja & =c¢ + ()(A/) — (,)(A,',l) < (1 + fi) + (1 — t,') =2.



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apéds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja & =c¢ + ()(A,‘) — (,)(A,',l) < (1 + fi) + (1 — t,') =2.



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja 6,’ =¢ + (,)(A,‘) — (,)(A,‘,l) < (1 + ti) + (1 — t,') = 2.

Entdo o custo da volta completa é



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Sejaéi=ci+o(A)—o(Ai) <(A+6)+(1—t)=2.

Entdo o custo da volta completa é

2" 2"
c =D =Y &+06(A)— d(An)
i=1 i=1



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja & =c¢ + (,)(A,') — (,)(A,',l) < (1 + fi) + (1 — t,') =2.

Entdo o custo da volta completa é

2n 2n
c= =Y &G+oA)—(Ar) < D & < 2:2"
i=1 i=1 i



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apéds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja & =c¢ + (,)(A,‘) — (,)(A,‘,l) < (1 + t,’) + (1 — t,-) = 2.
Entdo o custo da volta completa é

2n 2n 2n
c= =Y &G+oA)—(Ar) < D & < 2:2"
i=1

i=1 i=1

Custo amortizado por Incrementa: 2 > valor da delimitacdo no ¢



