Definicdo de matroides do CLRS

U: conjunto finito arbitrario.

C: familia ndo vazia de subconjuntos de U hereditaria.
(subconjuntos de conjuntos em C estdo em C)

C é um matroide se, para todo par A, B de conjuntos de C
para os quais |A| < |B|, existe e € B\ A tal que AU {e} €C.



Definicdo da aula passada

U: conjunto finito arbitrario.

C: familia n3o vazia de subconjuntos de U hereditaria.

Problema 1: Dado um peso binario w, para cada e de U,
encontrar um conjunto de C de peso maximo.

GULOSO (U, w,C)
1 U+{ecU:w.=1} S0
2 enquanto existe e em U; tal que S U {e} € C faca
3 S+ Sue}
4 devolva S

GULOSO encontra um conjunto de C de peso maximal.

C & um matroide se
todo conjunto de C de peso maximal tem o mesmo tamanho.



Matroides e o método guloso

U: conjunto finito.
C: familia n3o vazia de subconjuntos de U hereditaria.

Pesos positivos para os elementos de U.

Problema 2: Encontrar um conjunto de C de peso maximo.

GULOSO (U, w,C)
1 (el, ceey e,,) — ORDENE(U, W) > ordem dos pesos
2 S+ 0
3 parai<+ 1até nfaca
4 se SU{e} el
5 entdo S < SU{e}
6 devolva S

Teorema: Se C & um matroide,
ent3o o algoritmo acima resolve o Problema 2.
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Exemplos de matroides

Grafo bipartido G = (U x V, E).

My todos os conjuntos S de arestas de G tq no maximo
uma aresta de S é incidente a cada vértice de U.

My : a colecdo analoga com V no lugar de U.
My e My, s3o matroides.

My N My é a colecdo dos emparelhamentos de G.
Esta colecdo n3o € um matroide.

Mas é a intersecdo de dois matroides.

Existe algoritmo polinomial para encontrar um conjunto
(de peso) maximo na intersecdo de dois matroides.



Caminhos mais curtos

CLRS Secs 24.3
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Caminhos mais curtos

G = (V, E): grafo orientado
Funcdo ¢ que atribui um comprimento c. para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de u a v &€ o comprimento
de um caminho de u a v de comprimento minimo.

Problema 1: Dados G, ¢ e um vértice s de G,
encontrar a distancia de s a cada vértice de G.

Problema 2: Dados G e c,
encontrar a distancia entre todo par de vértices de G.

Algoritmo de Dijkstra: comprimentos n3o negativos

Algoritmo de Floyd-Warshall: sem circuitos negativos
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Circuitos negativos

G = (V, E): grafo orientado
Funcdo ¢ que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de u a v € o comprimento
de um caminho entre u e v de comprimento minimo.

Quando ha um circuito de comprimento negativo no grafo,
a distancia entre certos vértices pode ficar mal-definida.

Poderiamos dar “voltas’ num circuito negativo,
cada vez obtendo um “caminho” de comprimento menor.

Assim definimos a distancia §(u, v) como
—00, Caso exista circuito negativo alcancavel de u,
e o comprimento de um caminho mais curto de v a v c.c.
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Propriedades

P: caminho mais curtode s a t

Subestrutura 6tima (para custos positivos):
Subcaminhos de P s3o caminhos mais curtos.

Lema: Dados G e c, seja P = (v1,..., vk) um caminho
mais curto em G de vy a vi. Paratodo 1 < <j <k,
Pjj :== (vj,...,vj) € um caminho mais curto de v; a v;.

Corolario: Para G e c, se o altimo arco de um caminho mais
curto de s a t € o arco ut, entdo J(s, t) = d(s, u) + c(ut).

Lema: Para G, c e s,
o(s,v) < 0(s,u) + c(uv) para todo arco uv.



Algoritmo de Dijkstra

7. representa os caminhos minimos até s
d: guarda a distancia de cada veértice a s.

DIJKSTRA (G, c,s)
1 parave V(G)faga d[v] < 0

d[s] +-0 7[s] < nil
Q « V(G) > chave de v é d[v]
enquanto Q # () faca

U<+ EXTRACT-MlN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e Qe du]+ c(uv) < d[v]
entdo 7[v] « u d[v] < d[u] + c(uv)

devolva (7, d)
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d|u]: comprimento de um caminho minimo de s a u
cujos vértices internos estdo fora de @



Algoritmo de Dijkstra

7. representa os caminhos minimos até s
d: guarda a distancia de cada veértice a s.

DIJKSTRA (G, c,s)
1 parave V(G)faga d[v] < 0
2 d[s]«0 7[s] < nil
3 Q«+ V(G) > chave de v é d[v]
4 enquanto Q # () faca
5 u <+ EXTRACT-MlN(Q)
6 para cada v € adj(u) faca
7 se v e Qe du]+ c(uv) < d[v]
8 entdo 7w[v] < u d[v] + d[u] + c(uv)
9 devolva (7, d)

Invariantes:  d[u] = d(s,u) se u & Q
dlu] > d(s,u) se ue Q



Algoritmo de Dijkstra

DIJKSTRA (G, c,s)
para v € V(G) faca d[v] + o0
d[s] -0 7[s] < nil
Q « V(G) > chave de v é d[v]
enquanto Q # () faca

U<+ EXTRACT-MlN(Q)

para cada v € adj(u) faca

seve Qe dv]> du]l+ c(uv)
entdo 7w[v] < u d[v] + d[u] + c(uv)

devolva (7, d)
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Invariantes:  d[u] = 0(s,u) se u & Q
dlul > (s, u) se ue Q
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Algoritmo de Dijkstra

DIJKSTRA (G, c,s)

1

2
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9

para v € V(G) faca d[v] + o
d[s] -0 7[s] < nil
Q « V(G) > chave de v é d[v]
enquanto Q # () faca

U<+ EXTRACT-MlN(Q)

para cada v € adj(u) faca

seve Qe dv]> du]l+ c(uv)
entdo 7w[v] < u d[v] + d[u] + c(uv)

devolva (7, d)

Consumo de tempo
com lista simples: O(n?)
com fila de prioridade: O(mlgn)
com Fibonacci heap: O(m + nlgn)



Aula que vem

Problema 2: Dados G e c,
encontrar a distancia entre todo par de vértices de G.

Algoritmo de Floyd-Warshall: sem circuitos negativos



