Topicos de Analise de Algoritmos

Analise amortizada

Cap 17 do CLRS
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Analise amortizada

Serve para analisar uma sequéncia de operacdes ou iteracdes
onde o pior caso individual n3o reflete o pior caso da sequéncia.

Em outras palavras, serve para melhorar analises de pior caso que
baseiem-se diretamente no pior caso de uma operagio/iteracdo e que
deem uma delimitagcdo frouxa para o tempo de pior caso da sequéncia.

Métodos:
> agregado
» por créditos

» potencial
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representado em um vetor A[0..n — 1], onde cada A[/] vale 0 ou 1.

Operacdo: incrementa.
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Odédmetro binario

Considere um contador binario, inicialmente zerado,
representado em um vetor A[0..n — 1], onde cada A[/] vale 0 ou 1.

Operacdo: Incrementa.

Consumo de tempo no pior caso: ©(n).

O odémetro da uma volta completa
a cada 2" execucdes do Incrementa.

Quanto tempo leva para o odédmetro dar uma volta completa?

Leva O(n2").

Sera que é ©(n2")?
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Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

i [3]2]1]0 ) o
o ToToToTo ao nimero de vezes que os bits s3o alterados.
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Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

i [3]2]1]0 ) o
o ToToToTo ao nimero de vezes que os bits s3o alterados.
I1]0(0]|0]1

§ g 8 1 (1) bit 0 muda 2" vezes

Z 1ol 1100 bit 1 muda 271 vezes
501101 bit 2 muda 2772 vezes

6 |01 ]1]0

7 0111 _

8§ [1]0]0]o0 bit n — 2 muda 4 vezes

9 |1]0]0]1 bit n — 1 muda 2 vezes
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5 [111]1
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Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

(13121110 imero d bits s3o alterad

o tototolo ao namero de vezes que os bits s3o alterados.
T [0l0|0]1

§ g 8 1 (1) bit 0 muda 2" vezes

2 Tol1lolo0 bit 1 muda 2"~ ! vezes

5 |0]1]0]1 bit 2 muda 272 vezes

6 0|1 [1]0

7 101 ]1]1 _

8 |1]0]0]0 bit n — 2 muda 4 vezes

9 110011 bit n — 1 muda 2 vezes

0]1]0|1]0

II|1]0|1]1 .
DJ1[1]0]0 Total de alteracdes de bits: Y 7_; 2" < 2.2,
I3|1]1]0]1

41110

51111

160000




Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

13121110 amero d bits s3o alterad

o ToToTo o ao namero de vezes que os bits s3o alterados.
I1]0(0]|0]1

§ g 8 1 (1) bit 0 muda 2" vezes

7 Toli1lo0l0 bit 1 muda 271 vezes

501101 bit 2 muda 2772 vezes

6 0|1 ]1]o0

7 (0|1 ]1]1 _

8 |1]0]0]0 bit n — 2 muda 4 vezes

9 |1]0]0]1 bit n — 1 muda 2 vezes

10|1]0|1]o0

I1|1]01]1 .
21100 Total de alteracdes de bits: Y 7_; 2" < 2.2,
I3|1]1]0]1

4|1]1|1]0

15 [1[1[1]1 Custo da volta completa: ©(2").
6/0[0]0]0




Método agregado

Custo da volta completa & proporcional

13121110 amero d bits s3o alterad

o ToToTo o ao namero de vezes que os bits s3o alterados.
I1]0(0]|0]1

§ g 8 1 (1) bit 0 muda 2" vezes

7 Toli1lo0l0 bit 1 muda 271 vezes

501101 bit 2 muda 2772 vezes

6 0|1 ]1]o0 B

7 (0|1 ]1]1 _

8 |1]0]0]0 bit n — 2 muda 4 vezes

9 |1]0]0]1 bit n — 1 muda 2 vezes

10|1]0|1]o0

I1|1]01]1 .
21100 Total de alteracdes de bits: Y 7_; 2" < 2.2,
I3|1]1]0]1

4|1]1|1]0

15 [1[1[1]1 Custo da volta completa: ©(2").
6/0[0]0]0

Custo amortizado por Incrementa: ©(1).



Analise por créditos

Atribuimos um nimero fixo de créditos por operacio
Incrementa de modo a pagar por toda alteracdo de bit.



Analise por créditos

Atribuimos um nimero fixo de créditos por operacio
Incrementa de modo a pagar por toda alteracdo de bit.

Objetivo: atribuir o menor niimero possivel de créditos
que seja ainda suficiente para pagar por todas as alteraces.



Analise por créditos

Atribuimos um nimero fixo de créditos por operacio
Incrementa de modo a pagar por toda alteracdo de bit.

Objetivo: atribuir o menor niimero possivel de créditos
que seja ainda suficiente para pagar por todas as alteraces.

Relembre...

Incrementa (A, n)

1 <0

2 enquanto /< neA[i]=1 faga
3 Ali] <0

5 I+ i+1

6 sei<n

7 entdo A[i] + 1



Analise por créditos

Atribuimos 2 créditos por Incrementa.

Incrementa (A, n)

1 i+0

2 enquanto i < ne A[i] =1 faca
3 Ali]«+0

4 I+ i+1

5 sei<n

6 entdo A[i] + 1

Um é usado para pagar pela alteracdo da linha 6.
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Analise por créditos

Atribuimos 2 créditos por Incrementa.

Incrementa (A, n)

1 i+0

2 enquanto i < ne A[i] =1 faca
3 Ali]«+0

4 I+ i+1

5 sei<n

6 entdo A[i] + 1

Um é usado para pagar pela alteracdo da linha 6.
O outro fica armazenado sobre o bit alterado na linha 6.

Ha um crédito armazenado sobre cada bit que vale 1.

AlteracBes da linha 3 sdo pagas por créditos armazenados
por chamadas anteriores do Incrementa.



Analise por créditos

Atribuimos 2 créditos por Incrementa.

Incrementa (A, n)

1 i<«+0

2 enquanto /< ne Ali]=1 faga
3 Alil«+0

4 I+ i+1

5 sei<n

6 entdo A[i] + 1

Um é usado para pagar pela altera¢do da linha 6.
O outro fica armazenado sobre o bit alterado na linha 6.

O namero de créditos armazenados em cada instante
é o nimero de bits que valem 1, logo é sempre n3o negativo.

Custo amortizado por Incrementa: 2
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Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].
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Note que ¢(Ap) =0 e ¢(A;) > 0.
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Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apéds o i-ésimo Incrementa.

Note que ¢(Ap) =0 e ¢(A;) > 0.
Seja ¢; o nimero de bits alterados no j-ésimo Incrementa.

Note que ¢; <1+ t;
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Note que (‘)(A,’) — (‘)(A,',l) <1-—t.
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Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apéds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja & =c¢ + ()(A,‘) — (,)(A,',l) < (1 + fi) + (1 — t,') =2.



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
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Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Sejaéi=ci+o(A)—o(Ai) <(A+6)+(1—t)=2.

Entdo o custo da volta completa é
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i=1 i=1



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja & =c¢ + (,)(A,') — (,)(A,',l) < (1 + fi) + (1 — t,') =2.

Entdo o custo da volta completa é

2n 2n
c= =Y &G+oA)—(Ar) < D & < 2:2"
i=1 i=1 i



Método do potencial

Seja ¢(A) o namero de bits que valem 1 em A[0..n —1].

Seja A; o estado do contador A apéds o i-ésimo Incrementa.
Temos que ¢(Ag) =0 e ¢(A;) > 0.

Seja ¢; o numero de bits alterados no j-ésimo Incrementa e
t; € o namero de bits 1 consecutivos no final do contador A.
Temos que ¢; < 1+ ;.

Seja & =c¢ + (,)(A,‘) — (,)(A,‘,l) < (1 + t,’) + (1 — t,-) = 2.
Entdo o custo da volta completa é

2n 2n 2n
c= =Y &G+oA)—(Ar) < D & < 2:2"
i=1

i=1 i=1

Custo amortizado por Incrementa: 2 > valor da delimitacdo no ¢
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Outro exemplo: pilha

Operacées basicas: empilha, desempilha.
OP: operacgdo Gnica de acesso

OP (n)

P

1 > exige que a pilha tenha > n elementos
2 desempilhe n itens da pilha

3 empilhe um item na pilha

Consumo de tempo de OP(n) é ©(n).

Sequéncia de m operagdes OP.
Consumo de tempo de uma operagdo no pior caso: ©(m).

Qual o consumo total das m operacdes no pior caso?



Outro exemplo: pilha

Consumo de tempo de uma operagdo no pior caso: ©(m).

Qual o consumo das m operagdes no pior caso? ©(m?)?



Outro exemplo: pilha

Consumo de tempo de uma operagdo no pior caso: ©(m).

Qual o consumo das m operagdes no pior caso? @(m?)?

Em aula...

» analise por créditos
Quantos créditos damos para cada chamada de OP?



Outro exemplo: pilha

Consumo de tempo de uma operagdo no pior caso: ©(m).

Qual o consumo das m operagdes no pior caso? ©(m?)?

Em aula...

» analise por créditos
Quantos créditos damos para cada chamada de OP?

» analise por funcio potencial
Qual seria uma boa funcdo potencial neste caso?
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Tabelas dinamicas

Vetor que sofre insercdes. Cada inser¢do custa 1.
Inicialmente o vetor tem 0 posicdes.

Na primeira insercdo, um vetor com uma posicio é alocado,
e o item em quest3o € inserido.

A cada insercdo em que o vetor esta cheio, antes da insercio
propriamente dita, um vetor do dobro do tamanho é alocado,
o vetor anterior & copiado para o novo vetor e depois é desalocado.

O custo no pior caso de uma insercio é alto,
pois pode haver uma realocacio.
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Parai=1,2,...,n,

o — 1 se jndo é poténcia de 2 mais um
! i se i é poténcia de 2 mais um.
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n
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Tabelas dinamicas

Parai=1,2,...,n,

o — 1 se jndo é poténcia de 2 mais um
" | i seié poténcia de 2 mais um.
Meétodo agregado:

n

o=+ (142422442
i=1

onde k = |lgn].
Logo 27 jci=n+2k1 —1<n+2n—1<3n.

Custo amortizado por insercdo: 3
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e de os itens inseridos ap6s a ultima realocac3o.
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Analise por créditos

Chame de velho um item que ja estava no vetor
no momento da altima realocacdo do vetor,
e de os itens inseridos ap6s a ultima realocac3o.

Atribuimos 3 créditos por inserc3o:
um é usado para pagar pela insercdo do item,
os outros dois sdo0 armazenados sobre o item.

Ao ocorrer uma realocacio,

ha 2 créditos sobre cada item novo no vetor, e isso & suficiente para
pagar pela cépia de todos os itens do vetor para o novo vetor pois,
quando o vetor esta cheio, ha um item novo para cada item velho.

Em outras palavras, o segundo crédito paga a copia do item na
primeira realocacdo que acontecer apds a sua inserc3o, e o terceiro
crédito paga a copia de um item velho nesta mesma realocac3o.



Analise por créditos

Chame de velho um item que ja estava no vetor
no momento da altima realocacdo do vetor,
e de os itens inseridos ap6s a ultima realocac3o.

Atribuimos 3 créditos por inserc3o:
um é usado para pagar pela insercdo do item,
os outros dois sdo armazenados sobre o item.

Ao ocorrer uma realocacio,

ha 2 créditos sobre cada item novo no vetor, e isso & suficiente para
pagar pela cépia de todos os itens do vetor para o novo vetor pois,
quando o vetor esta cheio, ha um item novo para cada item velho.

Que func3o potencial vocé usaria neste caso?



Analise por funcdo potencial

Parai=1,2,...,n,

o 1 se i ndo é poténcia de 2 mais 1
"1 i seié poténcia de 2 mais 1.
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Meétodo potencial:

Que funcdo potencial vocé usaria neste caso?

Tome ®(T) como duas vezes o nimero de elementos em T.



Analise por funcdo potencial
Parai=1,2,...,n,
o — { 1 se /i ndo é poténcia de 2 mais 1
L =

i se i é poténcia de 2 mais 1.

Chame de velho um item que ja estava no vetor T
no momento da altima realocacdo do vetor T,
e de os itens inseridos ap6s a dltima realocac3o.

Meétodo potencial:

Que funcdo potencial vocé usaria neste caso?

Tome ®(T) como duas vezes o nimero de elementos em T.
T;: estado do vetor T imediatamente apds a insercdo i

Note que ®(Tg) =0e &(T;) > 0.



Custo por insercdo e funcdo potencial
Parai=1,2,...,n,
o — { 1 se /i ndo é poténcia de 2 mais 1
=

i se i é poténcia de 2 mais 1.

Chame de velho um item que ja estava no vetor T
no momento da altima realocacdo do vetor T,
e de os itens inseridos ap6s a dltima realocac3o.

Meétodo potencial:
Tome &(T) = 2(num(7T) — size(T)/2)

onde num( T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.



Custo por insercdo e funcdo potencial
Parai=1,2,...,n,
o — { 1 se /i ndo é poténcia de 2 mais 1
=

i se i é poténcia de 2 mais 1.

Chame de velho um item que ja estava no vetor T
no momento da altima realocacdo do vetor T,
e de os itens inseridos ap6s a dltima realocac3o.

Meétodo potencial:
Tome &(T) = 2(num(7T) — size(T)/2) = 2num(T) — size(T),

onde num( T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.



Custo por insercdo e funcdo potencial

Parai=1,2,...,n,

o 1 se i ndo é poténcia de 2 mais 1
"1 i seié poténcia de 2 mais 1.

Chame de velho um item que ja estava no vetor T
no momento da altima realocacdo do vetor T,
e de os itens inseridos ap6s a dltima realocac3o.

Meétodo potencial:
Tome &(T) = 2(num(7T) — size(T)/2) = 2num(T) — size(T),
onde num( T) é o nimero de elementos em T e

size(T) é o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;-1).



Tabelas dindmicas: método potencial

{ 1 se i n3o é poténcia de 2 mais um

Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i se i é poténcia de 2 mais um.

Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;_1).

Dois casos:

»  ndo é poténcia de 2 mais um.



Tabelas dindmicas: método potencial

1 se i ndo é poténcia de 2 mais um

Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i se i é poténcia de 2 mais um.

Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;_1).

Dois casos:

»  ndo é poténcia de 2 mais um.
num(7;) =num(T;_1)+1 e size(T;)=size(T;_1).



Tabelas dindmicas: método potencial

1 se i ndo é poténcia de 2 mais um

Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i se i é poténcia de 2 mais um.

Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Vamos calcular & = ¢; + ®(T;) — ¢(T;_1).

Dois casos:

»  ndo é poténcia de 2 mais um.
num(7T;) =num(7T;—1)+1 e size(T;) =size(T;_1).

& = ¢+ ®(T;)—d(Ti1)
= 14 (2num(7;) —size(T;)) — (2num(T;—1) — size( Ti-1))
1+2+0 = 3.



Tabelas dindmicas: método potencial

. 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i sei & poténcia de 2 mais um.
Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2 mais um: & = 3.
» | é poténcia de 2 mais um.



Tabelas dindmicas: método potencial

. 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i sei & poténcia de 2 mais um.
Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2 mais um: & = 3.
» | é poténcia de 2 mais um.
num(7;) =num(T_1)+1=¢ e
size(T;) = 2size(Tj—1) = 2num(T;_1)



Tabelas dindmicas: método potencial

. 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i sei & poténcia de 2 mais um.
Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2 mais um: & = 3.
» | é poténcia de 2 mais um.
num(7;) =num(T_1)+1=¢ e
size(T;) = 2size(Ti—1) = 2num(T;—1) = 2(¢; — 1).



Tabelas dindmicas: método potencial

. 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i sei & poténcia de 2 mais um.
Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2 mais um: & = 3.
» | é poténcia de 2 mais um.
num(7;) =num(T_1)+1=¢ e
size(T;) = 2size(Ti—1) = 2num(T;—1) = 2(¢; — 1).
6,' = ¢+ CD(T,') — CD(T,',l)
= ¢ + (2num(T;) —size(T;)) — (2num(T;—1) — size( Ti—1))
= ¢+ (26,' — 2(C,' — 1))



Tabelas dindmicas: método potencial

. 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i sei & poténcia de 2 mais um.
Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2 mais um: & = 3.
» | é poténcia de 2 mais um.
num(7;) =num(T_1)+1=¢ e
size(T;) = 2size(Ti—1) = 2num(T;—1) = 2(¢; — 1).
6,' = ¢+ CD(T,') — CD(T,',l)
= ¢ + (2num(T;) —size(T;)) — (2num(T;—1) — size( Ti—1))
= ¢+ (26,' — 2(C,' — 1)) — (2(C,' — 1) — (C,' — 1))



Tabelas dindmicas: método potencial

. 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
Parai=1,2,...,n, ¢ = . . R .
i sei & poténcia de 2 mais um.
Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) é o tamanho de T.

Dois casos:
» j ndo é poténcia de 2 mais um: & = 3.
» | é poténcia de 2 mais um.
num(7;) =num(T_1)+1=¢ e
size(T;) = 2size(Ti—1) = 2num(T;—1) = 2(¢; — 1).
6,' = ¢+ CD(T,') — CD(T,',l)
= ¢ + (2num(T;) —size(T;)) — (2num(T;—1) — size( Ti—1))
= ¢+ (26,' — 2(C,' — 1)) — (2(C,' — 1) — (C,' — 1))
= C,‘+2—(C,'—1) = 3.



Tabelas dindmicas: método potencial
Parai=1,2,...,n,

o 1 se i ndo é poténcia de 2 mais um
" | i seié poténcia de 2 mais um.

Tome &(T) = 2num(T) —size(T),
onde num(T) é o nimero de elementos em T e
size(T) & o tamanho de T.
Dois casos:
» j n3o é poténcia de 2 mais um: ¢ = 3.

» j & poténcia de 2 mais um: ¢ = 3.

Conclus3o: custo amortizado por insergio é 3.



