Topicos de Analise de Algoritmos

Parte destes slides s3o adaptacdes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.



Aulas 3 e 4

Complexidade computacional para algoritmos numéricos



Modelos de computacdo

Custo uniforme: toda instrucdo consome uma unidade de tempo e
todo registrador usa uma unidade de memédria.

Custo logaritmico: Toda instrucdo consome tempo logaritmico em
relacdo ao valor dos operandos e cada registrador requer um niimero
logaritmico de unidades de memdria no valor armazenado.
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Modelos de computacdo

Custo uniforme: toda instrucdo consome uma unidade de tempo e
todo registrador usa uma unidade de memédria.

Custo logaritmico: Toda instrucdo consome tempo logaritmico em
relacdo ao valor dos operandos e cada registrador requer um nimero
logaritmico de unidades de meméria no valor armazenado.

Analisamos a maioria dos algoritmos que vemos no modelo de custo
uniforme. Porém, para alguns, a analise deve ser feita no modelo de
custo logaritmico.

FFT faz O(nlg n) operagdes com nimeros complexos (custo unitario).

Os tempos mostrados para os algoritmos de multiplicacdo de inteiros
grandes sdo em fungdo do nimero de operagdes com os digitos (bits)
dos nameros (custo logaritmico).



Algoritmo de Karatsuba e Ofman

Algoritmo recebe inteiros X[1..n] e Y[1..n] e devolve X - Y.

KARATSUBA (X, Y, n)

se n <3 devolva X - Y

g« [n/2]

A+ X[g+1..n] B+ X[1..q]
C+Y[g+1..n] D+ Y[l..q]
E + KARATSUBA(A, C, [n/2])

F < KARATSUBA(B, D, [n/2])

G + KARATSUBA(A + B, C + D, [n/2] +1)
H+~ G-F—-E

R « E x 1021721 1 H x 100"/ 4 F
devolva R
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T(n) = consumo de tempo do algoritmo para
multiplicar dois inteiros com n algarismos.



Consumo de tempo

linha

todas as execucdes da linha
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Transformada rapida de Fourier

DFT (a,n) I> n & uma poténcia de 2
1 sen=1

2 entdo devolva a

3 a%< (ap,a2,...,an2)

4 al« (ar,a3,...,an1)

5 yY <« DFT (2a%n/2)

6 y!<« DFT (al,n/2)

7T wp e2mi/n

8 w+1

9 para k< 0até n/2—1 faca
10 y[K] = yOk] + wyt[K]
11 vk + n/2] e yO[k] — wy[K]
12 W 4 Wwp
13 devolva y
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Defina
e — n sei=0
TSR] A4 sei>1

e prove por inducdo que n; < ”2;,4 + 4,

Base: i =0

nn=n=(n—-4)+4



Recorréncias
Como resolver T(n) = T([5]) + T([5]) + T([5]+ 1) +©O(n)?

Inspire-se na prova do Teorema Mestre.
Considere a recorréncia

T(n) =1 para n <5
T(n) = 3T([5]+1)+n paran>6.

Vamos provar que T(n) = O(n'83).

Defina
e — n sei=0
TSR] A4 sei>1

e prove por indugdo que n; < ”2;,4 + 4.

Base: i =0
nn=n=(n—-4)+4
Passo: i >1
ni—1 1, n-4 n—4 n—4
ni = [~ 1+1 < [S(G=p H)1+L < [ +2[+]1 < ——+4



Recorréncias
Como resolver T(n) =3T([5] + 1)+ n?

Desenrole a recorréncia:

T(n) = 3T(m)+ ng
3(3T(m2) + m)+ng = 32T(n2) +3ny + ng
32(3T(m3) 4+ m) +3m +ng = 33T(n3) + 3%np + 3ny + ng

= 3T(n)+3 " ni—1+--+3%m+3m +no

i—1
= 3iT(n;) + Z 3jnj.

j=0



Recorréncias
Como resolver T(n) =3T([5] + 1)+ n?

Desenrole a recorréncia:

T(n) = 3T(m)+ ng
3(3T(m2) + m)+ng = 32T(n2) +3ny + ng
32(3T(m3) 4+ m) +3m +ng = 33T(n3) + 3%np + 3ny + ng

= 3T(n)+3 " ni—1+--+3%m+3m +no
i—1
= 3'T(n)+ Z 3n;.
j=0
Seja i menor possivel tal que n; <5.

Note que neste caso T(n;) = 1.



Recorréncias
Como resolver T(n) =3T([5] + 1)+ n?

Desenrole a recorréncia, obtendo para i menor possivel tal que n; < 5:

i—1
T(n) = 3i—|—z3jnj.
j=0

Usando que n; < ”;4 + 4 para todo j,

i—1 i—1
; .n—4 .
T(n) < 3+ 3JT+4§ 3y
j=0

Jj=0
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Recorréncias
Como resolver T(n) =3T([5] + 1)+ n?

Desenrole a recorréncia, obtendo para i menor possivel tal que n; < 5:

T(n) = 3'—1—23’@

_4 : i
" + 4 para todo j, e que i < Ign,

Usando que n; <

I
-

i

T(n) < 3.3 —24(n—4) (g)f
j=0
i 3i
< 332420 4)((5) - 1)
Ig3
< 34#3+2m—4ﬂ%——2n+6

< 5.n%3 _2n+6.



Recorréncias

Como resolver T(n) =3T([5] + 1)+ n?

Desenrole a recorréncia, obtendo para i menor possivel tal que n; < 5:

T(n) = 3’+Z3Jnj

Usando que n; < 24

T(n) < 5n'3—2n+6.



Recorréncias

Como resolver T(n) =3T([5] + 1)+ n?

Desenrole a recorréncia, obtendo para i menor possivel tal que n; < 5:

T(n) = 3’+Z3Jnj

n—4
i

Usando que n; < + 4, conclua que

T(n) < 5n'3—2n+6.

Portanto
T(n) = O(n'83).



Aula 5

Selecdo do i-ésimo menor elemento

Cap 9 do CLRS.



I-ésimo menor

Problema: Encontrar o i-ésimo menor elemento de A[1..n].

Suponha A[1.. n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10
22199 (32|88 |34|33|11|97|55]66
1 4 10
111221323334 |55|66|88 |97 |99

ordenado



Mediana

Mediana & o | 22 |-ésimo menor ou o [“1]-ésimo menor elemento.

Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

2219932833433 |11|97|55|66| A

11122 132(33(34|55|66|88]| 97 |99 | ordenado




I-ésimo menor

Recebe A[l..njeitalquel </<n
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[l.. n].

SELECT-ORD (A, n, /)

1
2

ORDENE (A, n)
devolva A[/]

O consumo de tempo do SELECT-ORD ¢é O(nlg n).




I-ésimo menor

Recebe A[l..njeitalquel1 </ <n
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[l.. n].

SELECT-ORD (A, n, i)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[/]

O consumo de tempo do SELECT-ORD ¢é O(nlg n).

Da para fazer melhor?



Menor

Recebe um vetor A[1.. n] e devolve o valor do menor elemento.

MENOR (A, n)

1 menor + A[1]

2  para k + 2 até n faga

3 se A[k] < menor

4 entdo menor <— A[k]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é O(n).




Segundo menor

Recebe um vetor A[1.. n] e devolve o valor do segundo menor
elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)
1 menor < min{A[1], A[2]}  segmenor < max{A[1], A[2]}
2 para k < 3 até n faca

3 se A[k] < menor

4 entdo segmenor <— menor

5 menor < A[k|

6 sendo se A[k] < segmenor

7 entdo segmenor < A[K]

8 devolva segmenor

O consumo de tempo do SEG-MENOR é O(n).




Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o j-ésimo menor?



Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o j-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!



Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x + Alr] > x éo “pivd”
i+ p—1
para j < p até r — 1 faca
se A[j] < x
entao /i« /i +1
Alll < A[J]
Ali+1] < A[r]
devolva / + 1

WO ~NOOT P~ WN

p r
A 199]33]|55|77]11]22]88]66]33]44]




Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x + Alr] > x éo “pivd”
i+ p—1
para j < p até r — 1 faca
se A[j] < x
entao /i« /i +1
Alll < A[J]
Ali+1] < A[r]
devolva / + 1

WO ~NOOT P~ WN

p q r
A [33]11]22]33]44]55]88]66]77]99]




Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)

1
2
3
4
5
6
7
8

x < Alr] > x é o “pivd”
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca
se A[j] < x
entao /i« /i +1
Al < Al

A[i+1] < A[r]
devolva / + 1

O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©(n).




Algoritmo SELECT

Recebe A[p..r]eitalque 1 </ <r—p+1
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[p..r].

SELECT(A, p, r,i)
1 sep=r
2 entdo devolva A[p]

3 g <« PARTICIONE (p, r)

4 k—qg—p+1

5 sek=1

6 entdo devolva A[q]

7T sek>i

8 ent3o devolva SELECT (A, p,q — 1,/)

9 sendo devolva SELECT (A, g+ 1,r,i — k)



Algoritmo SELECT

SELECT(A, p, r,i)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

sep=r
ent3o devolva A[p]
q < PARTICIONE (A, p, r)
k«—qg—p+1
se k=1
ent3o devolva A[q]
se k> |
ent3o devolva SELECT (A, p,qg — 1,/)
sendo devolva SELECT (A, g+ 1,r,i — k)




Consumo de tempo

T(n) = consumo de tempo maximo quando n=r —p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

-2 =0(1)
3 = ©O(n)
47  =0(1)
8 =T(k—-1)
9 = T(n— k)
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Consumo de tempo

T(n) = consumo de tempo maximo quando n=r —p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

-2 =0(1)
3 = ©O(n)
47  =0(1)
8 =T(k—-1)
9 = T(n— k)

T(n) =0O(n)+max{T(k—1), T(n—k)}

Pior caso: T(n) = ©(n)+ T(n—1) = ©(n?)
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Vamos usar de novo divisio e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.



Selecdo em tempo linear

Como fazer algo melhor?

Vamos usar de novo divisio e conquista.

Veremos o algoritmo BFPRT,
de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan.

Se o pivd do PARTICIONE for a mediana do vetor,
qual seria o consumo de tempo do SELECT?



Select-BFPRT

Recebe A[p..r] e i tal que 1 </ < r—p+1 e devolve
um indice g tal que A[g] é o i-ésimo menor elemento de A[p. . r]

SELECT-BFPRT(A, p,r, i)
1 sep=r
2 entdo devolva p > p e ndo Alp|

3 g < PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

4 k—qg—p+1

5 sek=i

6 entdo devolva g > g e ndo Alq]

7T sek>i

8 entdo devolva SELECT-BFPRT (A, p,q — 1,/)

9 sendo devolva SELECT-BFPRT (A, g+ 1,r,i — k)



Particione-BFPRT

v~

k—1 n—k

Rearranja A[p..r] e devolve um indice g com p < g <'r,
tal que A[p..q—1] < Alq] < A[g+1..r] e

7
max{k —1,n— k} < —n+3,
10
onden=r—p+lek=qg—p+1
Suponha que P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo

PARTICIONE-BFPRT quando n=r—p+1



Consumo de tempo

T(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
SELECT-BFPRT quando n=r—p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

12 =0(1)
3 = P(n)
47  =0(1)
8 =T(k-1)
9 = T(n—k)

T(n) =0©(1)+ P(n)+max{T(k—1), T(n—k)}
< O(1) + P(n) + T([ ol +3)



Particione-BFPRT

- H

als

max{k—l,n—k}gn—<3 E EH —3)



Particione-BFPRT

n=r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

1
2
3

4
5
6

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faga
ORDENE (A, /, j+4)
ORDENE (A, p+5[n/5],r)

para j < 1 até [n/5]—1 faca
B[] + Alp+5/—3]
B[[n/5]] < All(p+5[n/5]+r)/2]]

k < SELECT-BFPRT(B,1,[n/5], |([n/5]+1)/2])

Alr] < BIK]
devolva PARTICIONE (A, p, r)



Particione-BFPRT

n=r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

1
2
3

4
5
6

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]-1) faca
ORDENE (A, /, j+4)
ORDENE (A, p+5[n/5],r)

para j < 1 até [n/5]—1 faca
B[] + Alp+5/—3]
B[[n/5]] < All(p+5[n/5]+r)/2]]

k + SELECT-BFPRT(B, 1, [n/5], [([n/5]+1)/2])

Alr] <> Blk] >> Néo da certo...
devolva PARTICIONE (A, p, r)



Particione-BFPRT

n=r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A, p, r)

1
2
3

4
5
6

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]-1) faca
ORDENE (A, /, j+4)
ORDENE (A, p+5[n/5],r)

para j < 1 até [n/5]—1 faca
Alp—1+j] ¢ A[p+5/—3)
Alp—1+[n/5]] <> A[[(p+5[n/5]+r)/2]]
k « SELECT-BFPRT(A, p, p+[n/5]—1, [([n/5]+1)/2])

Alk] + A[r]
devolva PARTICIONE (A, p, r)



Consumo de tempo do Particione-BFPRT

P(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo
PARTICIONE-BFPRT quando n=r—p+1

linha consumo de todas as execucdes da linha

1.3 =[n/510(1) = ©(n)

46 = [n/5]10(1) = O(n)
7 = T([n/51)

8 =0O(1)

9 = ©O(n)

P(n) = ©(n)+ T([n/5])



Consumo de tempo do Select-BFPRT

T(n) :== consumo de tempo maximo do algoritmo
SELECT-BFPRT quando n=r—p+1

Temos que
T(1) =0(1)

T(n) < O(1) + P(n) + T <H—ﬂ + 3>

<o+ e+ 7([2]) 7 (2] +2)

~otn+7([2]) 7 ([2] +2)

para n=2,3,...



Consumo de tempo do Select-BFPRT

T(n) pertence a mesma classe O que:

S(n) =1 para n< 30

S(n)gs(m) +S<H—ﬂ +3> +n paran>30

n ‘30 60 90 120 150 180 210 240 270 300

5(n)‘32 144 280 362 514 640 802 940 1114 1261

Vamos verificar que S(n) < 80n paran=1,2,3,4,...

Prova: Se n=1,...,29, entdo S(n) =1 < 80 < 80n.
Se n=130,...,99, entdo

S(n) < S(120) = 362 < 80 x 30 < 80n.



Recorréncia

Se n > 100, entdo
<)+ 5([%] )
Y 80 m +80 <HOW +3>

gso(g )—I—80<10+4>+n

= 80~ +80+8OE+320+n

= 16n + 56n + n 4 400
= 73n+ 400
< 80n (pois n > 100).

Logo, T(n) & O(n).



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:
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Arvore da recorréncia:



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:
n
L
0

N N

100 100 100

U1||—l

100



Como adivinhei classe O7?

Arvore da recorréncia:

49 14 14
100" 100" 100" 100"
[ ) [ ] [ ] [ )
[ ] [ [ [ ]
[ ) L]



Contas

nivel | 0 1 2 .. k-1 k
> k=1 13
soma ‘ n 1%n %n %n %n
10%-1 10%
w<n§9—k:>k:[log%n]
9 9k—1 gk
S(n):n+1—0n+~~+mn+mn
9 ok
—(14+ — 4+ =
(1+ T 10k)n
9k+1

< 10n



Conclusao

O consumo de tempo do SELECT-BFPRT é O(n).




