Aula 3

Transformada rapida de Fourier

Secs 30.1 e 30.2 do CLRS e 5.6 do KT.



Produto de polinémios

Problema: Dados dois polindmios
a(x)=a0+ax+---+a, 1x""le
b(x) = bg + bix + -+ + b, _1x™1,

calcular o polinémio p(x) = a(x) - b(x).
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Problema: Dados dois po|in6mios
a(x)=a0+ax+---+a, 1x""le
b(x) = bg + bix + -+~ 4 b, 1x"" 1,

calcular o polinémio p( ) = a(x) - b(x).

Lembre-se que p(x) = a(x) - b(x) = co + c1x + -+ + Cop_2x>""2,

onde
Ck = aobk +aibk_1+---+ axbo,

para k=0,1,...,2n— 2.

O vetor ¢ é a convolucdo de a e b, as vezes denotada por a ® b.
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De novo ha um algoritmo O(n?) ébvio para calcular p(x),
ou seja, para calcular ¢g, c1,...,Cp 2.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlg n)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Usar uma representac3o alternativa para polindmios.

Dados n pares (x0,¥0),- - -, (Xn—1, ¥n—1) cOm xg, ..., xp—1 distintos,
existe um Gnico polinémio g(x) de grau menor que n

tal que g(x;) = yi parai=0,...,n— 1.

Por exemplo, existe uma Gnica reta que passa por dois pontos.

Trés pontos n3o colineares determinam uma anica parabola.
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Prova dessa afirmacdo

Dados n pares (x0,¥0),- - -, (Xn—1,¥n—1) cOm Xxg, ..., xp—1 distintos,
existe um Gnico polinémio g(x) de grau menor que n
tal que g(x;) = y; parai=0,...,n— 1.

Prova: Sejam qo, ..., qns_1 0s coeficientes do polinémio q.

Basta notarmos que o sistema

2 n—1
1 X0 X0 o Xp qo Yo
2 —1
1 x Xy x| Q1 %1
2 -1
1 xp1 x5 -+ X,’,Ll dn—-1 Yn—-1

nas variaveis qo, q1,-- -, qn_1 tem solucdo dnica.
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Prova dessa afirmacdo

Dados n pares (x0,¥0),- - -, (Xn—1,¥n—1) cOm Xxg, ..., xp—1 distintos,
existe um Gnico polinémio g(x) de grau menor que n
tal que g(x;) = y; parai=0,...,n— 1.

Prova: De fato, seja

1 X x3 xé’fl
1 xg X X1
V(X(),X]_,...,an]_): . .
2 n—1
1 Xp—1 Xp—1 " Xp—1

Essa matriz é conhecida como matriz de Vandermond,
e seu determinante é
IT  Ge—x)

0<j<k<n—-1
que & n3o nulo pois 0s Xg, . .., Xp—1 S3o distintos.

Entdo g = V/(x0,x1,. -, X, 1) Ly.



Observacdes que n3o vamos usar
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tal que g(x;) = y; parai=0,...,n— 1.

Seja
1 x xg Xé’fl
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n—1
1 xpo1 x5 X,
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Observacdes que n3o vamos usar

Dados n pares (x0,¥0),- - -, (Xn—1,¥n—1) cOm Xxg, ..., xp—1 distintos,
existe um Gnico polinémio g(x) de grau menor que n

tal que g(x;) = y; parai=0,...,n— 1.

Seja
1 x xg Xé’fl
2 n—1
1 x1 Xi Xq
V(x0, X1,y Xn-1) = . .
2 n—1
I Xp1 Xp—1 " Xp-1

€qg= V(X01X11 v ,anl)_ly-
A férmula acima d& um algoritmo O(n%) para calcular q.
A férmula de Lagrange da um algoritmo O(n?) para calcular g:

Z J;ék X_I)

JjF#k Xk - X_I)



Representacdo alternativa de polinémios
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Representacdo alternativa de polinémios

Dados n pares (x0,¥0),- - -, (Xn—1,¥n—1) cOm Xxg, ..., xp—1 distintos,
existe um Gnico polinémio g(x) de grau menor que n
tal que g(x;) = y; parai=0,...,n— 1.

Representacdes alternativas de polindmios de grau n — 1:
seus n coeficientes, ou

seu valor em n pontos distintos.

O algoritmo O(nlg n) usara estas duas representa¢des!

Lembre-se que o grau do polindmio produto é 2n — 2.
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Ideia do algoritmo O(nlg n)

Entrada: a = (a0,...,a,-1) e b= (bo,...,bn_1).
Obter pares

(X07)/(3a)7 sy (X2n—2’y2an72) € (XO’yé))) B (X2n—2’y2bn—2)
onde x; # xj para i # j, e
yi=a(x) e yP=b(x;) parai=0,...,2n—2.

Obter pares (xo, q0), - - -, (X2n—2, G2n—2)
onde q; = y7 - yP parai=0,...,2n—2.

Determinar g(x) tal que g(x;) = g; para i =0,...,2n— 2.

O passo do meio consome tempo O(n) trivialmente.
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Ideia do algoritmo O(nlg n)

Dado a = (ag,...,a,1),
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado x, quanto tempo levamos para calcular a(x)? ©(n).

Entdo se escolhermos xg, ..., x2,—> arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entdo?
Pontos muito especiais... as raizes da unidade!

Quem s3o estas??
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Raizes da unidade

S30 definidas para cada n.

As raizes n-ésimas da unidade sdo as raizes da equacio

(Sd0 nimeros complexos! Lembra deles?)
Existem exatamente n raizes da unidade.

Seja w, = €*™'/" = cos(27/n) + isen(27/n).
Raizes n-ésimas da unidade: para k=0,1,...,n—1,

k _ e27rkl/n‘

Wn



Raizes da unidade

Raizes n-ésimas da unidade: para k=0,1,...,n—1,

wrl; — e27rk//n‘

Para n = 8 temos

2
3 8 1
Wg Ws

0

Wg Ws
5 7
Ws Ws



Raizes da unidade

Para n = 8 temos

w
wg Wslg
wg Wg

wy = € =1 w g
OJ% — e7i/A = COS(7T/4-) + isen(ﬂ'/4) wg’
Wi = eﬂi/‘2 = cos(m/2) + isen(r/2) = i
wg — e37'“/4 = cos(37/4) + isen(37/4)
wg’ — e7” = COS( ) + Isen(ﬂ-) _1
wg = edmi/4d — cos(57/4) + isen(57/4)
Wg — e3mi/2 — cos(3w/2) + isen(37/2) = —i
wl e™™/* = cos(7m/4) + isen(7m/4)



Transformada discreta de Fourier

Seja w, = 2™i/".
Raizes n-ésimas da unidade: para k=0,1,...,n—1,
wrl; — e27rkl/n.
Dado um vetor a = (ag, a1, . - .,an—1), representando os coeficientes de

um polindmio que denotamos por a(x), a transformada discreta de
Fourier (DFT) de ordem n de a é o vetor y = (yo,¥1,---,Yn—1) Onde
vk = a(wk) para k =0,1,...,n— 1.

Objetivo: algoritmo que, dado um vetor a = (ag, ..., an—1),
determina a sua DFT de ordem n em tempo ©(nlg n).



Voltando ao produto de polinémios...

Lembre-se... queremos...
Obter pares
(Xo,yg), ceey (X2n—27)/23n—2) € (XO,)/é)), ) (X2n—27)/2bn—2)
onde x; # xj para i # j, e
yi = a(x)ey?=b(x) parai=0,...,2n—2.

1

Obter pares (xo0, q0), - - -, (X2n—2, G2n—2)
onde q; = y7 -y’ parai=0,...,2n—2.

Determinar g(x) tal que g(x;) = gj para i =0,...,2n—2.



Voltando ao produto de polinémios...

Lembre-se... queremos...

Obter pares

(XO))/Oa)) ERRE (X2n—27)/28n72) € (X07yé))) R (X2n—27y2bn72)
onde x; # xj para i # j, e
yi = a(x)ey?=b(x) parai=0,...,2n—2.

Obter pares (X07 q0)7 ey (X2n—2) Q2n—2)
onde q; = y7 -y’ parai=0,...,2n—2.

Determinar g(x) tal que g(x;) = gj para i =0,...,2n—2.

Primeira etapa:

dados vetores a = (ap,...,an—1) € b= (bo,...,bn_1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,
obtendo a = (agp,...,a-1) € b= (bo,...,ban—1),

e calculamos DFT,,(2) e DFT2,(b).
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Transformada rapida de Fourier

Como calcular a DFT3,(2) em tempo O(nlgn)?

Por divisdo e conquistal

Considere 2(x) = ag + apx + agx® + -+ + agp_ox""L e
a'(x) = a1 +asx + asx? + - -+ + app_1x™ L

Observe que a(x) = a%(x?) + xa*(x?).

Com isso, calcular a(w5,) para k =0,...,2n—1
reduz-se a calcular 2° e a' em (wh,)? = w3k para k =0,...,2n— 1.

Beleza das raizes da unidade: os quadrados das raizes de ordem 2n
s3o exatamente as raizes de ordem nl!

Cada raiz de ordem n aparece duas vezes.



Exemplo

Quem s3o os quadrados das raizes de ordem n = 87

3 8 1
Ws Ws
0
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Exemplo

Quem s3o os quadrados das raizes de ordem n = 87

2
3 8 1
w; wg
0
wg wg
5 7
wg wh
6
Ws
Quadrado das raizes 2n-ésimas da unidade: para k =0,1,...,2n —
w2k — e27r2k//2n — eZﬂkI/n — wk

2n ne

11



Raizes da unidade

Para n = 8 temos

w
wg Wslg
wg Wg

wy = € =1 w g
OJ% — e7i/A = COS(7T/4-) + isen(ﬂ'/4) wg’
Wi = eﬂi/‘2 = cos(m/2) + isen(r/2) = i
wg — e37'“/4 = cos(37/4) + isen(37/4)
wg’ — e7” = COS( ) + Isen(ﬂ-) _1
wg = edmi/4d — cos(57/4) + isen(57/4)
Wg — e3mi/2 — cos(3w/2) + isen(37/2) = —i
wl e™™/* = cos(7m/4) + isen(7m/4)



Raizes da unidade
Propriedades:

Wap

2k _ g2mi(2k)/(2n) _

e27rik/n —

S x



Raizes da unidade

Propriedades:
wik = e2mi(2k)/(2n)
k+ny2 _ 2k ., 2n _
(w2n ) = Wz, " Wa,

— e27rik/n —

= Wy



Raizes da unidade

Propriedades:
W2k = emiaK)/(2n) — g2mik/n — )k
k+ny2 __ 2k 2n __ 2k __ k
(w2n ) = Wop Wy, = Wy = Wy
k+n __ k
Wap = —Wy,
wy
wg wg
Ws wg
wd wg



Raizes da unidade

Propriedades:
wik = 2mi(2K)/2n) = g2mik/n — )k
(WA =l oy = o = ol
wé:n - _wén

Algoritmo de divisdo e conquista para calcular DFT,(a):

Divisdo: Dado a = (ag,...,a2,—1), montar 2% e al.

Lembre-se que a(x) = ao(x?) + xay(x?).



Raizes da unidade

Propriedades:
wik = 2mi(2K)/2n) = g2mik/n — )k
(WA =l oy = o = ol
w§n+n - _wén

Algoritmo de divisdo e conquista para calcular DFTy,(a):

Divisdo: Dado a = (ag,...,a2,—1), montar 2% e al.
Lembre-se que a(x) = ao(x?) + xay(x?).

Conquista: Recursivamente calcular y® = DFT,(2") e y! = DFT,(a%).



Raizes da unidade

Propriedades:
wik = e2mi(2k)/(2n)  _  g2mik/n wk
(w3, ")? = wif-wip = wip = wp
wgrjrn - _wén

Algoritmo de divisdo e conquista para calcular DFTy,(a):

Divisdo: Dado a = (ag,...,a2,—1), montar 2% e al.

Lembre-se que a(x) = ao(x?) + xay(x?).
Conquista: Recursivamente calcular y® = DFT,(2") e y! = DFT,(a%).
Combinacdo: Para k=0,...,n—1,
calcular yx = y? +wh yl e =y —wk yb
Yk Yk 2nYk Yn+k Yk 2nYk

Vi = a(w§,) = ao(wsy) + w5, (w3r) = ao(wn) + wh,a1(wn) = ¥i + wi,yi



Transformada rapida de Fourier

DFT (a,n) I> n & uma poténcia de 2
1 sen=1

2 entdo devolva a

3 a%< (ap,a2,...,an2)

4 al« (ar,a3,...,an1)

5 yY <« DFT (2a%n/2)

6 y!<« DFT (al,n/2)

7T wp e2mi/n

8 w+1

9 para k< 0até n/2—1 faca
10 y[K] = yOk] + wyt[K]
11 vk + n/2] e yO[k] — wy[K]
12 W 4 Wwp
13 devolva y



Consumo de tempo

O consumo de tempo do algoritmo é dado pela recorréncia

T(n)=2T(n/2)+ O(n).

Portanto & O(nlg n).



Voltando ao produto de polinémios...

Queremos...
Para xg, ..., xon_o distintos, calcular
y? = a(x;) e y? = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
Calcular g; = y7 - yP para i =0,...,2n—2.
Determinar g(x) tal que g(x;) = g; para i =0,...,2n— 2.



Voltando ao produto de polinémios...

Queremos...
Para xg, ..., xon_o distintos, calcular
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Calcular g; = y7 - yP para i =0,...,2n—2.
Determinar g(x) tal que g(x;) = g; para i =0,...,2n— 2.

Primeira etapa:

dados vetores a = (ap,...,an—1) e b= (bo,...,bp-1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,
obtendo 2 = (agp,...,a-1) € b= (bo,...,ban-1),

e calculamos y? = FFTy,(2) e yb = FFT2(b).
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Voltando ao produto de polinémios...

Queremos...
Para xg, ..., xon_o distintos, calcular
y? = a(x;) e y? = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

Calcular g; = y7 - yP para i =0,...,2n—2.
Determinar g(x) tal que g(x;) = g; para i =0,...,2n— 2.

Primeira etapa:

dados vetores a = (ap,...,an—1) e b= (bo,...,bp-1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,
obtendo 2 = (agp,...,a-1) € b= (bo,...,ban-1),

e calculamos y? = FFT,(2) e y° = FFT2,(b).
Segunda etapa: ébvia...

Terceira etapa: interpolacdo.



Interpolacdo

Primeira etapa: dado um vetor 2 = (ap, ..., a,—1), calcular

y = (¥0,.-.,Yn—1) tal que y = V(wg,w},, .. ,w,’jil) . a.



Interpolacdo

Primeira etapa: dado um vetor 2 = (ap, ..., a,—1), calcular
_ _ 0,1 21
y_(}/O7"'7}/n—1) tal quey—V(("')mwnv"'7"~)rr17 )'a'

. 1 1y &
A matriz V(w9 Wk, ... w0 t) e
a matriz de Vandermond para w? wl, ... w1t



Interpolacdo

Primeira etapa: dado um vetor 2 = (ap, ..., a,—1), calcular
_ — (.0 1 21

y_(}/O7"'7}/n—1) tal quey—V(wn,wn,...,wZ )'a'

A matriz V(w2 wl .. wi ) e

a matriz de Vandermond para w? wl, ... w1t

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo, ..., yn—1), calcular

g=1(q0,-.-,qn-1) tal que g = V(wg,w,l,, .. ,w,’,’*l)_l -y,



Interpolacdo

Primeira etapa: dado um vetor 2 = (ap, ..., a,—1), calcular

y = (¥0,.-.,Yn—1) tal que y = V(wg,w,{, .. ,w,’,”l) . a.

: 0,1 ~1y &
A matriz V(w), w;,...,wn" ") €

a matriz de Vandermond para w? wl, ... w1t
Terceira etapa: dado um vetor y = (yo, ..., yn—1), calcular

g=1(q0,-.-,qn-1) tal que g = V(wg,w,l,, .. ,w,’,’*l)_l -y,

Como calcular g em tempo O(nlgn)?



Interpolacdo

Primeira etapa: dado um vetor 2 = (ap, ..., a,—1), calcular
_ — (.0 1 =1

y_(}/O7"'7}/n—1) tal quey—V(uJ,,,uJ,,,...,uJ,’,’ )'a'

A matriz V(w2 wl .. wi ) e

a matriz de Vandermond para w? wl, ... w1t

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo, ..., yn—1), calcular

g=1(q0,-.-,qn-1) tal que g = V(wg,w,l,, .. ,w,’}fl)_l -y,

Como calcular g em tempo O(nlgn)?

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond V(w9 Wi, ... w’1)

tem na posicdo (j, k) o valor w;jk/n paraj, k=0,1,...,n—1



Interpolacdo

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond V(w9 wl, ... wi=t)
tem na posicdo (j, k) o valor w;Jk/n paraj, k=0,1,...,n—1
Ou seja,

1 —(n—
V(2w T = - V(2w t ... Jwp " 1)).



Interpolacdo

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond V(w9 wl, ... wi=t)
tem na posicdo (j, k) o valor w,?k/n para j, k=0,1,...,n—1
Ou seja,
1 —_ —
V(@ wh, ool ™ = 2 vl w, e w, ).
n
Objetivo:

Modificar o algoritmo FFT para fazer a interpolacio.



Inversa da DFT

Note que
1 1 1
1wl w2
2 4
V(o wt, . . w ) = I wy Wh

€ uma matriz simétrica e,
como o conjugado complexo de e?’ & exatamente e’
temos que

1
w{,’_l

L2nD)

wgnfl)z

V(wS,w;l, ... ,w;("_l)) = V(wg,wl wg_l)*

n» )



Inversa da DFT

_ —(n—1 _
Como V(w0 wrt, .. wn ™) = V(o wl, ... wi1),
entdo podemos calcular
1 0, -1 —(n-1)
q = ;V(wn,wn yee W )y
calculando (n1)
0, -1 —(n—1
qd = V(w,,w,", ... wn )y

pelo mesmo método da primeira etapa e entdo g = ¢/n.

Ou seja, podemos usar a prépria fungdo FFT
para calcular g a partir de y.



Inversa da DFT

_ —(n—1 —
Como V(wg,wnl,...,wn(n )) = V(wngr];w"vwlq 1)*'

entdo podemos calcular

1 _ —(n—
q = ;V(wngnlv"'vw”(n 1))y

calculando )
qd = V(wg,w;l,...,w;("_ ))y

pelo mesmo método da primeira etapa e entdo g = ¢/n.

Ou seja, podemos usar a prépria fungdo FFT
para calcular g a partir de y.

Exercicio:
Modifique o algoritmo FFT para fazer a interpolaco.



Aplicacdes de FFT

Processamento de imagens
suavizacdo da imagem
remoc3o de ruido
destaque de contornos
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Processamento de imagens

suavizacdo da imagem
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Musica
equalizadores
reconhecimento de notas



Aplicacdes de FFT

Processamento de imagens

suavizacdo da imagem
remoc3o de ruido
destaque de contornos

Misica
equalizadores

reconhecimento de notas

Combinacdo de histogramas



