Topicos de Analise de Algoritmos

Parte destes slides sdo adaptacdes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.



Introducdo

CLRS 2.2 e 3.1
AU 3.3,34e356



Exemplo: namero de inversdes

Problema: Dada uma permutagdo p[1..n],
determinar o nimero de inversdes em p.

Uma inversdo é um par (i,/) de indices de p
tal que / < j e p[i] > p[Jj].

Entrada:




Exemplo: namero de inversdes

Problema: Dada uma permutagdo p[1..n],
determinar o nimero de inversdes em p.

Uma inversdo é um par (i,/) de indices de p
tal que / < j e p[i] > p[Jj].

Entrada:
1 2 3 45 6 7 8 9

p2]4]1]of5]3]8[6]7]

Saida: 11



Namero de inversdes

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 ¢+« 0
2 para <« 1atén—1faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[/]
5 entaioc <+ c+1
6 devolva c



Namero de inversdes

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 ¢+« 0
2 para <« 1atén—1faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[/]
5 entaioc <+ c+1
6 devolva c

Se a execucdo de cada linha de cédigo consome 1 unidade de tempo,
0 consumo total é ...



Consumo de tempo

Se a execucdo de cada linha de cédigo consome 1 unidade de tempo,
o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

1 = 1

2 = n

3 = S, = (n+2)(n-1)/2
4 = Ylbi=n(n-1)/2

5 < Yii=n(n-1)/2

6 - 1

total < (3/2)n*+n/2+1



Consumo de tempo

Se a execucdo de cada linha de cédigo consome 1 unidade de tempo,
o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

1 = 1

2 = n

3 = S, = (n+2)(n-1)/2
4 = Ylbi=n(n-1)/2

5 < Yii=n(n-1)/2

6 - 1

total < (3/2)n*+n/2+1

O algoritmo CONTA-INVERSOES consome
ndo mais que (3/2)n? + n/2 + 1 unidades de tempo.




Consumo de tempo

Se a execugdo de cada linha de cédigo consome um tempo diferente,
o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

1 = 1 Xty
2 = n Xty
3 == (n+2)(n—1)/2 X t3
4 = n(n—-1)/2 Xty
5 < n(n—-1)/2 X ts
6 = 1 X tg
total < 7



Consumo de tempo

Se a execucdo de cada linha de cédigo consome um tempo diferente,
o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

1 = 1 X tp
2 = n Xt
3 = (n+2)(n—-1)/2 X t3
4 = n(n—-1)/2 Xty
5 < n(n-1)/2 X ts
6 = 1 X tg

total < (BEEEE)R2 4 (fp 4+ B4 n+ (t — 13+ t6)
= 62n2 + c1n+ ¢,

onde ¢, ¢; e ¢y sdo constantes que dependem da maquina.



Consumo de tempo

Se a execucdo de cada linha de cédigo consome um tempo diferente,
o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

1 = 1 X tp
2 = n Xt
3 = (n+2)(n—-1)/2 X t3
4 = n(n—-1)/2 Xty
5 < n(n-1)/2 X ts
6 = 1 X tg

total < (BEEEE)R2 4 (fp 4+ B4 n+ (t — 13+ t6)
= czn2+cln+c0,
onde ¢, ¢; e ¢y sdo constantes que dependem da maquina.

n® é para sempre! Esta nas entranhas do algoritmol!



Notacdo O

Intuitivamente. . .

O(f(n)) = fungdes que ndo crescem mais
rapido que f(n)
funcdes menores ou iguais a
um miltiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 9999n° n?/1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade



Notacdo O

Intuitivamente. . .

O(f(n)) = fungdes que ndo crescem mais
rapido que f(n)
funcdes menores ou iguais a
um miltiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 9999n° n?/1000 etc.
crescem todas com a mesma velocidade

> n?>+99n & O(n?)

> 33n2 ¢ O(n?)

> 9n+2 & O(n?)

» 0,00001n% —200n% ndo & O(n?)



Definicdo

Sejam T(n) e f(n) fungdes dos inteiros nos reais.
Dizemos que T(n) & O(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng

tais que

0 < T(n) < cf(n)

para todo n > ng.

consumo de tempo

o tamanho daentrada



Mais informal
T(n) & O(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que

T(n) < cf(n)
para todo n suficientemente GRANDE.

consumo de tempo

o tamanho daentrada




Exemplos

T(n) € O(f(n)) l&-se “T(n) &€ O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"
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Prova: Para n > 1, temos que 0 < 1002 < 10 n3.
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Exemplos

T(n) € O(f(n)) l&-se “T(n) &€ O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n? & O(n3).
Prova: Para n > 1, temos que 0 < 1002 < 10 n3.

Outra prova: Para n > 10, temos 0 < 10 < nxn®=1n3.
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lg n & O(n).



Exemplos

T(n) € O(f(n)) l&-se “T(n) &€ O de f(n)" ou
“T(n) é da ordem de f(n)"

Exemplo 1
10n? & O(n3).
Prova: Para n > 1, temos que 0 < 1002 < 10 n3.

Outra prova: Para n > 10, temos 0 < 102 <nxn

Exemplo 2
lg n & O(n).

Prova: Para n > 1, tem-se que Ign < 1n.

2

=1n°.

3



Mais exemplos

Exemplo 3
20n% 4+ 10nlog n +5 & O(nd).



Mais exemplos

Exemplo 3
20n3 + 10nlogn +5 & O(n3).
Prova: Para n > 1, tem-se que

20n3 +10nlgn+5 < 20n® + 10n° + 5n% = 35 1.



Mais exemplos

Exemplo 3
20n3 + 10nlogn +5 & O(n3).
Prova: Para n > 1, tem-se que

20n3 +10nlgn+5 < 20n® + 10n° + 5n% = 35 1.

Outra prova: Para n > 10, tem-se que

20n3 +10nlgn+5<20n+ nnlgn+ n <20n3 + n® + n® =223



Uso da notacdo O
O(f(n)) = {T(n) : existem c e ng tq T(n) < cf(n),n > no}
“T(n) & O(f(n))" deve ser entendido como T (n) € O(f(n))".
“T(n) = O(f(n))" deve ser entendido como “T(n) € O(f(n))"
“T(n) < O(f(n))" & feio.
“T(n) > O(f(n))" ndo faz sentido!

“T(n) ég(n)+ O(f(n))" significa que existem constantes positivas ¢
e ng tais que
T(n) < g(n) +cf(n)

para todo n > ng.



Nomes de classes O

classe nome
O(1) constante
O(lg n) logaritmica

n) linear
nlgn) nlogn
n?) quadratica
n3) cabica
O(n¥) com k > 1 | polinomial

2M) exponencial

O(a") com a > 1 | exponencial




Namero de inversdes

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 c+0
2 paraj<« 1até n—1faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[]
5 entdoc <+ c+1
6 devolva c



Namero de inversdes

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 c+0
2 paraj<« 1até n—1faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[/]
5 entdoc <+ c+1
6 devolva c

linha consumo de todas as execucdes da linha

1 ?
2 ?
3 ?
4 ?
5 ?
6 ?
total ?



Namero de inversdes

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 c+ 0
2 paraj<« 1até n—1faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[/]
5 entdoc <+ c+1
6 devolva c

linha consumo de todas as execucdes da linha

1 0(1)
2 O(n)
3 0(n?)
4 0(n?)
5 O(n?)
6 0(1)
total O(3n” + n+2) = O(n?)



Conclusao

O algoritmo CONTA-INVERSOES consome
O(n?) unidades de tempo.

Também escreve-se

O algoritmo CONTA-INVERSOES consome
tempo O(n?).




Notacdo Omega

Dizemos que T(n) & Q(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ngp
tais que
cf(n) < T(n)

para todo n > ng.

T(n)

c f(n)

consumo de tempo

np tamanho daentrada



Mais informal

T(n) =

consumo de tempo

Q(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que

cf(n) < T(n)
para todo n suficientemente GRANDE.

T(n)

cf(n)

o

tamanho da entrada



Exemplos

Exemplo 1
Se T(n) > 0.001n? para todo n > 8, entdo T(n) & Q(n?).



Exemplos

Exemplo 1
Se T(n) > 0.001n? para todo n > 8, entdo T(n) & Q(n?).

Prova: Aplique a definicdo com ¢ = 0.001 e ng = 8.



Exemplo 2
O consumo de tempo do CONTA-INVERSOES & O(n?) e também Q(n?).

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 c+0
2 paraj< 1até n—1 faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[]
5 entdoc <+ c+1
6 devolva c



Exemplo 2
O consumo de tempo do CONTA-INVERSOES & O(n?) e também Q(n?).

CONTA-INVERSOES (p, n)
1 c+0
2 paraj< 1até n—1 faca
3 para j < i+ 1 até n faca
4 se p[i] > p[]
5 entdoc <+ c+1
6 devolva c

linha todas as execucdes da linha

1 = 1

2 = n

3 = (n+2)(n—-1)/2
4 = n(n—1)/2

5 > 0

6 =1

total > n?>4+n = Q(n?)



Notacdo

Theta

Sejam T(n) e f(n) fungdes dos inteiros no reais.

Dizemos que T

COoNsuMoO de tempo

(n
T(n) € O(f(

) & O(f(n)) se
n)) e T(n) &Q(f(n)).

¢ f(n)
T(n)

¢ f(n)

o

tamanho da entrada



Notacdo Theta

Dizemos que T(n) é ©(f(n)) se existem constantes positivas ci, ¢
e ng tais que

cf(n) < T(n) < o f(n)
para todo n > ng.
¢ f(n)
T(n)

¢ f(n)

COoNsuMoO de tempo

r’m tamanho da entrada



[ntuitivamente

Comparagio assintética, ou seja, para n ENORME.

compara¢do | comparagio assintética

T(n) < f(n) | T(n) & O(f(n))
T(n) = f(n) | T(n) & Q(f(n))
T(n) = f(n) | T(n) & O(f(n))



Tamanho maximo de problemas

Suponha que cada operagdo consome 1 microsegundo (1us).

consumo de

Tamanho maximo de problemas (n)

tempo (us) | 1 segundo | 1 minuto 1 hora
400n 2500 150000 9000000

20 n[lg n] 4096 166666 7826087
2n? 707 5477 42426

n 31 88 244

2" 19 25 31

Michael T. Goodrich e Roberto Tamassia,
Projeto de Algoritmos, Bookman.




Crescimento de algumas funcdes

n|lgn /n nlgn n? n’ 2"

2 1 14 2 4 8 4

41 2 2 8 16 64 16

8| 3 28 24 64 512 256
6| 4 4 64 256 4096 65536
32| 5 57 160 1024 32768 4294967296
64 6 8 384 4096 262144 1,8 10%?
128 7 11 896 16384 2097152 3,4 10%®
256 8 16 1048 65536 16777216 1,1 107
512 0 23 4608 262144 134217728 1,3 10154
1024 | 10 32 10240 1048576 1,1 10° 1,7 10308




Nomes de classes ©

2M) exponencial

classe nome
o(1) constante
O(log n) logaritmica
O(n) linear
©(nlog n) nlogn
0(n?) quadratica
O(n%) cabica
O(n*) com k > 1 | polinomial

(

(

©(a") com a > 1 | exponencial




Palavras de Cautela

Suponha que A e BB s3o algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100 n
e que o consumo de tempo de I3 é “essencialmente” nlog;, n.
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Palavras de Cautela

Suponha que A e BB s3o algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100 n
e que o consumo de tempo de I3 é “essencialmente” nlog;, n.

100n & ©(n) e nlogygn é ©(nlgn).
Logo, A & assintoticamente mais eficiente que 5.

A & mais eficiente que B para n > 10100,

10190 = um googol
~ nimero de d4tomos no universo observavel

= ndmero ENORME



Palavras de Cautela

Conclus3o:

Lembre das constantes e termos de baixa ordem que est3o
“escondidos” na notac3o assintética.

Em geral um algoritmo que consome tempo ©O(nlgn), e com fatores
constantes razoaveis, é bem eficiente.

Um algoritmo que consome tempo ©(n?) pode, algumas vezes,
ser satisfatorio.

Um algoritmo que consome tempo ©(2") é dificilmente aceitavel.

Do ponto de vista de AA, eficiente = polinomial.



Namero de inversdes

Vocé sabe fazer um algoritmo mais rapido
para o problema do namero de inversdes?
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Vocé sabe fazer um algoritmo mais rapido
para o problema do nimero de inversées?

Note que o niimero de inversdes pode ser ©(n?).
Portanto, para isso, ndo podemos

contar de uma em uma as inversdes,

como faz o algoritmo que vimos hoje.

Temos que ser mais espertos...
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Ideia: vamos ordenar e contar ao mesmo tempo!



Namero de inversdes

Vocé sabe fazer um algoritmo mais rapido
para o problema do namero de inversdes?

Note que o niimero de inversdes pode ser ©(n?).
Portanto, para isso, ndo podemos

contar de uma em uma as inversdes,

como faz o algoritmo que vimos hoje.

Temos que ser mais espertos...

Ideia: vamos ordenar e contar ao mesmo tempo!

Resultado: um algoritmo O(nlgn)
para o problema do niimero de inversdes de uma permutacio!



Namero de inversdes

Problema: Dada uma permutagdo p[1..n],
determinar o nimero de inversdes em p.

Queremos um algoritmo O(nlg n) para o problema.

O ntmero de inversdes pode ser ©(n?).
Portanto, ndo podemos contar de uma em uma as inversdes,
como faz o algoritmo anterior.
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Duas opgdes: o MERGESORT e o HEAPSORT.
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Namero de inversdes

Problema: Dada uma permutagdo p[1..n],
determinar o nimero de inversdes em p.

Queremos um algoritmo O(nlg n) para o problema.

O ntmero de inversdes pode ser ©(n?).
Portanto, ndo podemos contar de uma em uma as inversdes,
como faz o algoritmo anterior.

Ideia: Vamos ordenar e contar ao mesmo tempo!

A ordenacdo ajuda a contar varias inversdes de uma sé vez.

Que algoritmo de ordenacdo usaremos?

Duas opgdes: o MERGESORT e o HEAPSORT.
Qual deles parece mais adequado?

Resposta: o MERGESORT.



Merge-Sort

Rearranja A[p..r], com p < r, em ordem crescente.

MERGESORT (A, p, r)

1 sep<r

2 entdo g < |(p +r)/2]

3 MERGESORT (A, p, q)

4 MERGESORT (A, g+ 1, r)
5 INTERCALA (A, p, q,r)

Método: Divisdo e conquista.



Intercalacdo

Problema: Dados A[p..q] e Alg+1..r] crescentes,
rearranjar A[p..r] de modo que ele fique em ordem crescente.

Para que valores de g o problema faz sentido?

Entra:
r

p q
A [22]33]55]77]99]11]44]66]88]|




Intercalacdo

Problema: Dados A[p..q] e Alg+1..r] crescentes,
rearranjar A[p..r] de modo que ele fique em ordem crescente.

Para que valores de g o problema faz sentido?

Entra:
r

p q
A [22]33]55]77]99]11]44]66]88]|

Sai:

p q r
A [11]22]33]44]55]|66]77]88]99]




Intercalacdo

INTERCALA (A, p,q,r)
0 © B[p..r]éum vetor auxiliar

1 para i<+ p até g faca

2 BJi] «+ Alf]

3 paraj <+ g+1 atér faca

4 Blr+q+1—j] <+ Al

5 i+p

6 j+r

7 para k + p até r faca

8 se B[i] < BJj]

9 entdo A[k] < BJi]
10 i+—i+1
11 sendo A[k] + B[/]
12 jej—1



Adaptacdo do Merge-Sort

Conta o nimero de inversdes de A[p..r], com p <'r,
e rearranja A[p..r| em ordem crescente.

CONTA-E-ORDENA (A, p, r)

1 sep>r

2 entdo devolva 0

3 sendo q < [(p +r)/2]

4 c « CONTA-E-ORDENA (A, p, g)+

5 CONTA-E-ORDENA (A, g + 1, r)+
6 CONTA-E-INTERCALA (A, p, q, r)
7 devolva ¢

Método: Divisdo e conquista.



Contagem na intercalacdo

CONTA-E-INTERCALA (A, p, g, r)

1 parai <+ p até g faca

2 Bli] + A[f]

3 paraj <+ g+1 atér faca

4 Blr+qg+1—j] <+ Al

5 Ji+p

6 j+r

7 c+0 > inicializa o contador
8 para k + p até r faca

9 se B[] < BJj]
10 entdo A[k] < B[]
11 I i+1
12 sendo A[k] < BJ[j]
13 jej—1
14 CCc+ (q —i+ 1) I> conta inversdes
15 devolva ¢



Simulacdo

p q r
A [22]33]55]77]99]11[44]66]88]




Simulacdo




Simulacdo

k
Al [ [ [ [ [ [ ]

/ J
B [22[33]|55[77]99[88]|66][44]11]

c=0+5=5



Simulacdo

k
Aluge] | [ | [ | [ |

i

J
B [22[33[55[77[99[88[66]44]11]




Simulacdo

k
Alufss] [ | [ | [ |

i

J
B [22[33[55[77[99[88[66]44]11]




Simulacdo

k
Allif2]ssfaa] [ [ [ | |

i J
B [22[33]|55[77]99[88]|66][44]11]

c=5+3=38



Simulacdo

k
A [11]22]33]44]55] | | [ |

i J
B [22[33[55[77[99[88[66]44]11]




Simulacdo

k
A [11]22]33]44]55]66] [ [ |

/ J
B [22[33]|55[77]99[88]|66][44]11]

c=8+2=10



Simulacdo

k
A [11]22]33]44[55]66|77] [ |

P
B [22[33[55[77[99[88[66]44]11]




Simulacdo

k
A [11]22]33]44]55]|66]77]88] |

=

B [22[33]55[77] 99 [88]66]44]11]

c=10+1=11



Simulacdo

A [11]22]33]44[55]66|77[88]99 |

J o
B [22[33[55[77[99[88[66]44]11]




Contagem na intercalacdo

CONTA-E-INTERCALA (A, p, g, r)

1 parai <+ p até g faca

2 Bli] + A[f]

3 paraj <+ g+1 atér faca

4 Blr+qg+1—j] <+ Al

5 Ji+p

6 j+r

7 c+0 > inicializa o contador
8 para k + p até r faca

9 se B[] < BJj]
10 entdo A[k] < B[]
11 I i+1
12 sendo A[k] < BJ[j]
13 jej—1
14 CCc+ (q —i+ 1) I> conta inversdes
15 devolva ¢



Consumo de tempo
Quanto tempo consome em fun¢do de n:=r — p + 17

linha  consumo de todas as execucdes da linha

1 O(n)
2 O(n)
3 O(n)
4 O(n)
5-7 0(1)
8 O(n)
9 O(n)
10-14  O(n)
15 0O(1)

total O(7n+2) = O(n)



Conclusao

O algoritmo CONTA-E-INTERCALA consome
O(n) unidades de tempo.

Também escreve-se

O algoritmo CONTA-E-INTERCALA consome
tempo O(n).




Analise do Conta-E-Ordena

Seja T(n) o tempo consumido pelo CONTA-E-ORDENA.
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Seja T(n) o tempo consumido pelo CONTA-E-ORDENA.

Vale a seguinte recorréncia para 7 (n):

T(n) = T([n/2]) + T([n/2]) + O(n)

Solugdo: T(n) = O(nlgn).

Prova?

Considera-se a recorréncia simplificada
T(n)=2T(n/2)+n

definida apenas para n poténcia de 2.

Prova-se por indugdo em n que 7(n)=n+ nlgn= O(nlgn).
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Prova

Afirmacdo: A recorréncia

T(n) = 1 sen=1
| 27(n/2)+n sen>2, npoténcia de 2

tem como solugao 7(n) =n+ nlgn.
Prova: Por indugdo em n.
Base: n=1 T(1)=1=1+41-0=1+1lIgl.
Passo: n > 2
T(n) = 2T(n/2)+n
2(n/2+(n/2)1g(n/2))+n  por indugdo
2n+ nlg(n/2)
2n+n(lgn — 1)
= n+nlgn.
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Resolucdo de recorréncias

Mas como descobrimos que 7(n) = n+ nlgn? No chute!

Uma maneira de se obter um “chute” de soluc3o de recorréncia é
desenrolando a recorréncia.

T(n) = 2T(n/2)+n
= 2(2T7(n/2?)+n/2)+n = 22T(n/2°)+2n
= 22(27(n/2°)4+n/2%)+2n = 23T(n/2°) +3n
= 22(27(n/2*") 4+ n/23)+3n = 2*T(n/2%) + 4n

= 257(n/2") + kn,
onde k = Ign. Disso concluimos que

T(n)=n+nlgn.



