Analise amortizada

Notas de aula de um curso do Robert Tarjan
“Amortized Analysis Explained’

por Rebecca Fiebrink, Princeton University



Splay trees

S30 arvores binarias de busca auto-ajustaveis!
ABB: arvore de busca binaria

Operagdo SPLAY(x, S), onde S & uma splay tree:
quando x é acessado, move-se x para a raiz por rotacdes.

A operacio splay é uma série de splay steps duplos,
e possivelmente um simples no final.
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Splay steps

Operagdo SPLAY(x, S), onde S é uma splay tree:
quando x é acessado, move-se x para a raiz por rotagdes.

A operacdo splay é uma série de splay steps duplos,
e possivelmente um simples no final.
Eventualmente no final uma rotacdo simples & necessaria.

D ®
A — AW
AWA AWA

Acima, o r splay step.
Além destes, o | splay, o rl splay e o Il splay step.

Splay steps s3o realizados até que x seja raiz.



Splay trees

Operagdo SPLAY(x, S), onde S é uma splay tree:
quando x é acessado, move-se x para a raiz por rotagdes.

Custo de pior caso do SPLAY: ©(n),
onde n é o niamero de elementos na splay tree.

Queremos mostrar que uma splay tree tem
um comportamento mais parecido com o de uma ABBB.

(ABBB: ABB balanceada)



Analise por pontencial
S: splay tree

Si(x): subarvore de S enraizada em x no instante i

si(x) = 15i(x)]
Tome ri(x) = Ig si(x).
ri(x) indica o potencial local no né x.

Seja ®; =" ri(x).



Analise por pontencial
S: splay tree

Si(x): subarvore de S enraizada em x no instante i

si(x) = [5i(x)]

Tome ri(x) = Ig si(x).

ri(x) indica o potencial local no né x.

Seja ®; =" ri(x).

Mostraremos que o custo amortizado por SPLAY é O(lg n).

Analise amortizada dos splay steps.

x participa de todos os splay steps de SPLAY(x, S).
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Caso do rr splay step.
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Custo real: 2

Alteracdo no potencial:

i — @iy =3, ri(w) = >, ri-i(w) =32, (ri(w) — ri-1(w))
= (ri(x) = ric1()) + (ri(y) = ric1(y)) + (ri(2) = ri-1(2))
= (ri(y) +ri(2)) = (ri-a(x) + ri-1(y))
<rily) + ri(z) = 2ri-1(x)
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Caso do rr splay step.
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Custo real: 2

Alteragdo no potencial: ®; — ®;_1 < ri(y) + ri(z) — 2ri—1(x)

Custo amortizado: & < 2+ ri(y) + ri(z) — 2ri—1(x)

Queremos uma delimitacdo que dependa apenas de x.
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rici(x) +ri(z) < 2ri(x) —2.



Caso do rr splay step
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Logo
rici(x) +ri(z) < 2ri(x)—2.
Entdo
& < 2+4ri(y)+ri(z) — 2ri—1(x)
< 24 ri(x) + (2ri(x) =2 = riz1(x)) — 2ri—1(x)



Caso do rr splay step
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Logo
rici(x) +ri(z) < 2ri(x)—2.
Entdo
2+ ri(y) + ri(z) — 2ri-1(x)
24 ri(x)+ (2ri(x) =2 = ri—1(x)) — 2ri—1(x)
3(ri(x) = ri—1(x)).

A A
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Analise amortizada dos splay steps

Analogamente podemos mostrar que
& < 3(ri(x) = ri—1(x))
para rl splay steps, Ir splay steps, e Il splay steps.
Para | splay steps e r splay steps, vale que
& <3(ri(x) —ri—i(x)) + 1.

Se m & o numero de splay steps e n o niimero de nés,

zm:@ < 32 ri(x) = ri—i(x)) +

i=1
= 3(rm(X) —n(x)) +1
< 3lgn+1.
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Analise amortizada dos splay steps

Lembre-se que ®; = >"_ ri(x).
Ou seja, ®; > 0 para todo J.

Ent&o vale que o custo do SPLAY(x, S) é

m

m
ZC" = Ze,- — P+ P < 3lgn+1—d,+ b,
i=1 i=1

onde ®g & o potencial da arvore inicial, que pode n3o ser zero.
Vamos mostrar algo semelhante para insercées em splay trees.

E disso é possivel concluir que o custo amortizado
por operagdo em uma splay tree é O(Ig n).
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yi o paide y;_1 parai=1,...,k, onde y, é a raiz da arvore.
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InsercGes em splay trees
A insercdo em splay trees é igual a insercio em ABB,
seguida de uma chamada a SPLAY no elemento inserido.
Seja y1 o pai de x apés a insercdo, e
yi o paide y;_1 parai=1,...,k, onde y, é a raiz da arvore.
Considere a variacdo do potencial causada pela inserc3o.

r: potencial local antes da inser¢io
r’: potencial local depois da inserc3o

k K
AP = Z(r’(yj) —r(y})) Z s(y) +1) —lg(s(y)))
j=1 j=1
k k
_ s(yj) + s(y)+1
= 2l s(yJ

Jj=1

.
Il
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InsercGes em splay trees
Seja y1 o pai de x apds a inser¢do, e y; o pai de y;_1 para
i=1,...,k, onde y é a raiz da arvore.
Considere a variacdo do potencial causado pela insercdo.

r: potencial local antes da inser¢io
r’: potencial local depois da insercio
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InsercGes em splay trees

Seja y; o pai de x apés a insercdo, e y; o pai de y;_1 para
i=1,...,k, onde y é a raiz da arvore.

Considere a variacdo do potencial causado pela insercdo.

r: potencial local antes da inser¢io
r’: potencial local depois da insercio

k k
Ad = (M) = r(y) = Y _(lg(s(y) + 1) —lg(s()))
j=1 j=1
O s+ sty +1
= 2y - U



InsercGes em splay trees

Seja y; o pai de x apés a insercdo, e y; o pai de y;_1 para
i=1,...,k, onde y é a raiz da arvore.

Considere a variacdo do potencial causado pela insercdo.

r: potencial local antes da inser¢io
r’: potencial local depois da insercio

K k
Ad = Y (M) = () = D (e(s(yy) + 1) — lg(s(x)))
=t =1
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InsercGes em splay trees

Seja y; o pai de x apés a insercdo, e y; o pai de y;_1 para
i=1,...,k, onde y é a raiz da arvore.

Considere a variacdo do potencial causado pela insercdo.

r: potencial local antes da inser¢io
r’: potencial local depois da insercio

k k
AP = N (Fy) = r(y) = > (lg(s(y) + 1) — lg(s(1)))
j=1 j=1
k k
_ (y)+1 s(yj) +1
BRI e
s(y2) s(ys)  s(yk)  s(y)+1
S R R 7 R o
_ |g(5(§8;;1) < lg(n+1)

) (pois s(y))+1 < s(yj+1))



InsercGes em splay trees

Seja y; o pai de x apés a insercdo, e y; o pai de y;_1 para
i=1,...,k, onde yx é a raiz da arvore.

Considere a variacdo do potencial causado pela insercdo.

r: potencial local antes da inser¢io
r’: potencial local depois da inserc3o

Entdo A < lIg(n+1)e,
como uma insercdo ndo faz rotacdes, ¢ = 0 e temos que

¢ < 0+lgn+1 = Ign+1.
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Concluindo a analise

Lembre-se que ®; > 0 para todo i e agora g = 0.
(Comegamos da arvore vazia.)

Ent3o o custo total de m operacdes é

m
ZC,' = Z@,‘ _¢m+¢0
i i=1

m

< D (Blgni+1)—dp+ P
i=1

< 3mlgm+m—-0

< 4mlgm.

Portanto o custo amortizado por operagdo é O(Ig m).



