Mais programacdo dindmica

CLRS 15.4 e 155

= “recursdo—com—tabela”
= transformac3o inteligente de recursdo em iteracdo



Subsequéncias

(z1,...,2k) € subsequéncia de (x1,...,Xm)
se existem indices i; < .-+ < Ji tais que

Z21=Xp .. Zk= X,
EXEMPLOS:

(5,9,2,7) é subsequéncia de (9,5,6,9,6,2,7,3)

(A, A, D, A, A) é subsequéncia de
(A,B,R, A CAD A B, R A)

A A D A A
| | | |
ABRACADAIBTR RA



Exercicio

Problema: Decidir se Z[1..m] & subsequéncia de X[1..n]



Exercicio

Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequéncia de X][1..

SUB-SEQ (Z, m, X, n)

1 i+ m

2 j<n

3 enquanto/>1e > 1 faca

4 se Z[i] = X[J]

5 entdo <+ i—1

6 jj-1

7 sei>1

8 entdo devolva “ndo & subsequéncia’
9 sendo devolva “é subsequéncia”



Exercicio

Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequéncia de X][1..

SUB-SEQ (Z, m, X, n)

1 i+ m

2 j<n

3 enquanto/>1e > 1 faca

4 se Z[i] = X[J]

5 entdo <+ i—1

6 -1

7 sei>1

8 entdo devolva “ndo & subsequéncia’
9 sendo devolva “é subsequéncia”

Consumo de tempo é O(n) e Q(min{m, n}).



Exercicio

Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequéncia de X][1..

SUB-SEQ (Z, m, X, n)

1 i+ m

2 j<n

3 enquanto/>1e > 1 faca

4 se Z[i] = X[J]

5 entdo <+ i—1

6 jj-1

7 sei>1

8 entdo devolva “ndo & subsequéncia’
9 sendo devolva “é subsequéncia”

Invariantes:
(i0) Z[i+1..m] é subsequéncia de X[j+1..n]
(i1) Z[i.. m] ndo é subsequéncia de X[j+1..n]



Subsequéncia comum méaxima

Z é subseq comum de X e Y
se Z é subsequéncia de X e de Y

SSCO = subseq comum



Subsequéncia comum méaxima

Z é subseq comum de X e Y
se Z é subsequéncia de X e de Y

SSCO = subseq comum

Exemploss X =ABCBDAB
Y=BDCABA
ssco=B CA



Subsequéncia comum méaxima
Z é subseq comum de X e Y
se Z é subsequéncia de X e de Y

SSCO = subseq comum

Exemploss X =ABCBDAB
Y=BDCABA
ssco=B CA
Outrassco=B D AB



Problema

Problema: Encontrar uma ssco maxima de X e Y.

Exemploss X =ABCBDAB
Y=BDCABA
ssco=BCA
ssco maximal = A B A
ssco maxima =B CA B

QOutra ssco maxima =B D A B

LCS = Longest Common Subsequence



diff

more abracadabra more yabbadabbadoo

> >
A Y
B A
R B
A B
C A
A D
D A
A B
B B
R A
A D
D
0



diff -u abracadabra yabbadabbadoo

+Y
A
B
-R
-A
-C
+B
A
D
A
B
-R
+B
A
+D
+0
+0



Subestrutura étima

Suponha que Z[1.. k] é ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].



Subestrutura étima

Suponha que Z[1.. k] é ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].
» Se X[m] = Y[n],

entdo Z[k] = X[m] = Y|[n] e
Z[1..k—1] & ssco maxima de X[1..m—1] e Y[1..n—1].



Subestrutura étima

Suponha que Z[1.. k] é ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].

» Se X[m] = Y]n],
entdo Z[k] = X[m] = Y|[n] e
Z[1..k—1] & ssco maxima de X[1..m—1] e Y[1..n—1].

» Se X[m] # Y[n],
entdo Z[k] # X[m] implica que
Z[1..k] & ssco maxima de X[1..m—1] e Y[1..n].



Subestrutura étima

Suponha que Z[1.. k] é ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].

» Se X[m] = Y]n],
entdo Z[k] = X[m] = Y|[n] e
Z[1..k—1] & ssco maxima de X[1..m—1] e Y[1..n—1].

» Se X[m] # Y[n],
entdo Z[k] # X[m] implica que
Z[1..k] & ssco maxima de X[1..m—1] e Y[1..n].

» Se X[m] # Y[n],
entdo Z[k] # Y[n] implica que
Z[1..k] & ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n—1].



Simplificacdo

Problema: encontrar o comprimento de uma ssco maxima.



Simplificagdo

Problema: encontrar o comprimento de uma ssco maxima.

c[i,j] = comprimento de uma ssco maxima
de X[1..i]e Y[1..]]



Simplificagdo

Problema: encontrar o comprimento de uma ssco maxima.

c[i,j] = comprimento de uma ssco maxima
de X[1..i]e Y[1..]]

Recorréncia:

cl0,/] = ¢c[i,0] =0



Simplificagdo

Problema: encontrar o comprimento de uma ssco maxima.

c[i,j] = comprimento de uma ssco maxima
de X[1..i]e Y[1..]]

Recorréncia:

cl0,/] = ¢c[i,0] =0

cli,j] = cli—1,j-1] + 1 se X[i] = Y]]



Simplificagdo

Problema: encontrar o comprimento de uma ssco maxima.

c[i,j] = comprimento de uma ssco maxima
de X[1..i]e Y[1..]]
Recorréncia:
cl0,/] = ¢c[i,0] =0
clij] = cli-1,j—1] + 1 se X[i] = Y]
cli,j] = max(c[i,j—1], c[i—1,]) se X[i] # Y]



Algoritmo recursivo

Devolve o comprimento de uma ssco maxima de X[1..i] e Y[1..]].

ReEC-LCS-LENGTH (X, 1, Y, 1)

1 sei=0ou, =0 entdo devolva 0

2 se X[i]=Y[]

3 entdo c[/, ] - Rec-LCS-LenGTH (X,i—1,Y,j—-1)+1
4 sendo q; < Rec-LCS-LenGTH (X,i—1,Y,))

5 G2 < REC-LCS-LENGTH (X, i, Y,j—1)

6 se q1 > g2

7 entdo c[i,j] + g1

8 sendocli, /] < ¢

9 devolva c[i, /]



Consumo de tempo

T(m, n) := namero de comparagdes feitas por
REC-LCS-LENGTH (X, m, Y, n) no pior caso



Consumo de tempo

T(m, n) := namero de comparagdes feitas por
REC-LCS-LENGTH (X, m, Y, n) no pior caso

Recorréncia
T(0,n)=0

T(m,0) =0
T(mn)>T(m—=1,n)+T(mn—-1)+1 paran>1lem>1



Consumo de tempo

T(m, n) := namero de comparagdes feitas por
REC-LCS-LENGTH (X, m, Y, n) no pior caso

Recorréncia

T(0,n)=0
T(m,0) =0
T(mn)>T(m—=1,n)+T(mn—-1)+1 paran>1lem>1

A que classe Q pertence T(m, n)?



Recorréncia

Note que T(m,n) = T(n,m) paran=20,1,...e m=0,1,....



Recorréncia

Note que T(m,n) = T(n,m) paran=20,1,...e m=0,1,....

Seja k := min{m, n}. Temos que
T(m,n) > T(k, k) = S(K),
onde

5(0)=0
S(k)=25(k—1)+1 para k=1,2,...



Recorréncia

Note que T(m,n) = T(n,m) paran=20,1,...e m=0,1,....

Seja k := min{m, n}. Temos que
T(m,n) > T(k, k) > S(k),
onde

5(0)=0
S(k)=25(k—1)+1 para k=1,2,...

S(k) & ©(25) = T(m, n) & Q(2min{m.n})



Recorréncia

Note que T(m,n) = T(n,m) paran=20,1,...e m=0,1,....

Seja k := min{m, n}. Temos que
T(m,n) > T(k, k) > S(k),
onde

5(0)=0
S(k)=25(k—1)+1 para k=1,2,...

S(k) & ©(25) = T(m, n) & Q(2min{m.n})

T(m, n) é exponecial



Conclus3o

O consumo de tempo do algoritmo
REC-LEC-LEnGTH & Q(2min{mn}).




Programacdo dinamica
Cada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de
X[1..i]] e Y[1..]],
é resolvido uma sé vez.
Em que ordem calcular as entradas da tabela ¢?

Para calcular c[4, 6] preciso de . ..



Programacdo dinamica

Cada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de
X[1..i]] e Y[1..]],
é resolvido uma s6 vez.

Em que ordem calcular as entradas da tabela ¢?

Para calcular c[4, 6] preciso de . ..

c[4,5], ¢[3,6] e de c[3,5].



Programacdo dinamica

Cada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de
X[1..i]] e Y[1..]],
é resolvido uma s6 vez.

Em que ordem calcular as entradas da tabela ¢?

Para calcular c[4, 6] preciso de . ..

c[4,5], ¢[3,6] e de c[3,5].

Calcule todos os c[i,j] comi=1ej=0,1
depois todos com i =2ej =0
=0

etc.



Programacdo dinamica

1 2 3 4 6
1] 0]0]0]O 0
210
310 *
410 77
5/ 0
6 0
710
81 0




Simulacdo

X

@ = O W aQ W »

Y

77
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Algoritmo de programacdo dindmica

Devolve o comprimento de
uma ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].

LEC-LENGTH (X, m, Y, n)
1 para i<« 0até mfaga c[i,0] + 0

2 paraj <« 1aténfagacl0,j]«+ 0

3 parai<+ 1até mfaca

4 para j < 1 até n faca

5 se X[i] = Y]

6 entdo c[i,j] + c[i—1,j—1]+1
7 sendo se c[i — 1,/] > c[i,j — 1]

8 entdo c[i,j] < c[i — 1,/]
9 sendo cli,j] + c[i,j — 1]

10 devolva c[m, n]



Algoritmo de programacdo dindmica

Devolve o comprimento de
uma ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].

LEC-LENGTH (X, m, Y, n)
1 para i<« 0até mfaga c[i,0] + 0

2 paraj <« 1aténfagacl0,j]«+ 0

3 parai<+ 1até mfaca

4 para j < 1 até n faca

5 se X[i] = Y[/

6 entdo c[i,j] + c[i—1,j—1]+1
7 sendo se c[i — 1,/] > c[i,j — 1]

8 entdo c[i,j] < c[i — 1,/]
9 sendo c[i, ;] + c[i,j — 1]

10 devolva c[m, n]

Consumo de tempo: O(mn)



Conclus3o

O consumo de tempo do algoritmo
LEC-LENGTH & ©(mn).
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Algoritmo de programacdo dindmica

LEC-LENGTH (X, m, Y, n)
1 para i< 0 até mfaca c[i,0] < 0
para j < 1 até n faga c[0,/] < 0
para i < 1 até m faca
para j < 1 até n faca
se X[i] = Y]
entdo c[i,j] < c[i—1,j—1]+1
bli,j] "N\
sendo se c[i — 1,/] > c[i,j — 1]
entdo c[i, ] < c[i — 1,]]
bliJ] 1"
sendo cli, j| « c[i,j — 1]
bli,j] < “«"

©O© 00 ~NO OB Wi

== =
N = O

devolva ce b

—
w



Algoritmo de programacdo dindmica

LEC-LENGTH (X, m, Y, n)
1 para i< 0 até mfaca c[i,0] < 0

2 paraj < 1 até nfaga c[0,/]+ 0

3 parai+ 1até mfaca

4 para j < 1 até n faca

5 se X[i] = Y[/

6 entdo c[i,j] < c[i—1,j—1]+1
: Bl J] "

8 sendo se c[i — 1,j] > c[i,j — 1]

9 entdo c[i,j] + c[i —1,]]
10 bli,j] = "1"
11 sendo c[i,j] + c[i,j — 1]
12 bli,j] + "<
13 devolvace b

Consumo de tempo: O(mn)



Get-LCS

GET-LCS (X, m, n, b, méxcomp)
1 k< maxcomp

2 i+ m

3 j<n

4 enquanto/>0e >0 faca

5 se b[i,j] ="\"

6 entdo Z[k] « X|i]

7 k< k-1 i+i—-1 j<+ -1
8 sendo se b[i, j] ="«"

9 entdo i+ i—1

10 sendao j « j—1

11 devolva Z

Consumo de tempo & O(m + n) e Q(min{m, n}).



Exercicios

Exercicio 20.A
Escreva um algoritmo para decidir se (z1,. .., z) é subsequéncia de
(xl, ce 7xm). Prove rigorosamente que o seu algoritmo esta correto.

Exercicio 20.B
Suponha que os elementos de uma sequéncia (as,. .., an) sdo distintos
dois a dois. Quantas subsequéncias tem a sequéncia?

Exercicio 20.C

Uma subsequéncia crescente Z de uma sequéncia X e € maxima se ndo

existe outra subsequéncia crescente mais longa. A subsequéncia (5,6,9)

de (9,5,6,9,6,2,7) é maxima? D& uma sequéncia crescente maxima de
(9,5,6,9,6,2,7). Mostre que o algoritmo “guloso” ébvio n3o é capaz, em geral,
de encontrar uma subsequéncia crescente maxima de uma sequéncia dada.
(Algoritmo guloso ébvio: escolha o menor elemento de X; a partir dai, escolha
sempre o préximo elemento de X que seja maior ou igual ao altimo escolhido.)

Exercicio 20.D
Escreva um algoritmo de programacio dindmica para resolver
o problema da subsequéncia crescente maxima.



Mais exercicios

Exercicio 20.E [CLRS 15.4-5]

Mostre como o algoritmo da subsequéncia comum maxima pode ser usado para
resolver o problema da subsequéncia crescente maxima de uma sequéncia numérica.
D& uma delimitac3o justa, em notacdo ©, do consumo de tempo de sua solugdo.

Exercicio 20.F [Printing neatly. CLRS 15-2]

Considere a sequéncia Py, P2, ..., P, de palavras que constitui um paragrafo de texto.
A palavra P; tem [; caracteres. Queremos imprimir as palavras em linhas, na ordem
dada, de modo que cada linha tenha no maximo M caracteres. Se uma determinada
linha contém as palavras P;, Piy1,...,P; (com i < j) e ha exatamente um espago
entre cada par de palavras consecutivas, o nimero de espacos no fim da linha é

M—(li+1+la+1+-+1+1]).

E claro que n3o devemos permitir que esse niimero seja negativo. Queremos
minimizar, com relacdo a todas as linhas exceto a altima, a soma dos cubos dos
nameros de espagos no fim de cada linha. (Assim, se temos linhas 1,2,...,L e by
espacos no fim da linha p, queremos minimizar bf + bg 44 bi‘_l).

Dé um exemplo para mostrar que algoritmos inocentes n3o resolvem o problema. D&
um algoritmo de programac¢do dindmica que resolva o problema. Qual a “optimal
substructure property” para esse problema? Faca uma anélise do consumo de tempo
do algoritmo.



Buscas em um conjunto conhecido

Considere um inteiro n e um vetor v[1..n| de inteiros.

Problema: Dado v[l..n| e uma sequéncia de k inteiros,
decidir se cada inteiro esta ou ndo em v.
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decidir se cada inteiro esta ou ndo em v.

Se k & grande, como devemos armazenar o v?



Buscas em um conjunto conhecido

Considere um inteiro n e um vetor v[1..n| de inteiros.

Problema: Dado v[l..n| e uma sequéncia de k inteiros,
decidir se cada inteiro esta ou ndo em v.

Se k & grande, como devemos armazenar o v?

E se v armazena um conjunto bem conhecido,
como por exemplo as palavras de uma lingua?
(A ser usado por um tradutor, ou um speller.)



Buscas em um conjunto conhecido

Considere um inteiro n e um vetor v[1..n| de inteiros.

Problema: Dado v[l..n| e uma sequéncia de k inteiros,
decidir se cada inteiro esta ou ndo em v.

Se k & grande, como devemos armazenar o v?

E se v armazena um conjunto bem conhecido,
como por exemplo as palavras de uma lingua?
(A ser usado por um tradutor, ou um speller.)

Podemos ordenar v e aplicar busca binaria.

Podemos fazer algo melhor?



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas do niimero de acessos a cada elemento
de v[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas do niimero de acessos a cada elemento
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Arvore de busca binaria (ABB)?



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas do niimero de acessos a cada elemento
de v[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)?

Exemplo: n=3 e e; =20, &, = 10, e3 = 40.



Buscas em conjunto conhecido

Dadas estimativas do niimero de acessos a cada elemento
de v[1..n], qual & a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)?
Exemplo: n=3 e e; =20, &, = 10, e3 = 40.

Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

Exemplo: n =3 e g =20, e, = 10, e3 = 40.

Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

Exemplo: n=3 e e; =20, &, = 10, e3 = 40.

Niumero esperado de comparacdes:

> 20-34+10-2440-1=120
20-2410-3+40-1=110
20:2+10-1440-2=130
20-1+10-3440-2=130
20-14+10-2+40-3 =160

vvyyvyy



Exemplo

Exemplo: n=3 e e; =20, &, = 10, e3 = 40.

Nimero esperado de comparacdes:

> 20-3+4+10-2+4+40-1=120
20-2410-3+40-1=110 <+— ABB ¢tima
20-2410-1+40-2=130
20-14+10-3+40-2=130

>
>
>
> 20-1410-2+40-3 =160



