Complexidade computacional

Classifica os problemas em relacdo a
dificuldade de resolvé-los algoritmicamente.

CLRS 34
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Lista 8: duvidas

Exercicio 6: Escreva um algoritmo que encontre
um arco cuja remocao causa 0 maior aumento
na distancia de um vértice s a um vértice t.

Exercicio 10: Seja G = (V, E) um digrafo com pesos

w: E—{0,1,..., W} para algum W. Modifique o algoritmo
de Dijkstra para que compute os caminhos minimos

a partir de um vértice s em tempo O((|V|+ |E|)Ig W).
(Dica: Quantas estimativas distintas de caminhos minimos
podem existir em V — S em cada iteracdo do algoritmo?)
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Cobertura por vértices

Um conjunto S de vértices de um grafo G é uma cobertura
se toda aresta de G tem uma ponta em S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k,
G possui uma cobertura com < k vértices?
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Cobertura por vértices

Um conjunto S de vértices de um grafo G é uma cobertura
se toda aresta de G tem uma ponta em S.

Problema: Dado um grafo G e um inteiro k,
G possui uma cobertura com < k vértices?

Vocé consegue provar que este problema é NP-completo?

Alguém fez?
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3-Coloracao

Uma 3-coloracdo de um grafo G =(V,E) é uma funcio
c:V —{1,2,3} tal que c(u) # c(v) para toda aresta uu € E.

Um grafo G é 3-colorivel se existe uma 3-coloracdo de G.
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3-Coloracao

Uma 3-coloracdo de um grafo G =(V,E) é uma funcio
c:V —{1,2,3} tal que c(u) # c(v) para toda aresta uu € E.

Um grafo G é 3-colorivel se existe uma 3-coloracdo de G.

Problema: Dado um grafo G,
G é 3-colorivel?
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3-Coloracao

Uma 3-coloracdo de um grafo G =(V,E) é uma funcio
c:V —{1,2,3} tal que c(u) # c(v) para toda aresta uu € E.

Um grafo G é 3-colorivel se existe uma 3-coloracdo de G.

Problema: Dado um grafo G,
G é 3-colorivel?

Exemplo:




3-Coloracao

Uma 3-coloracdo de um grafo G =(V,E) é uma funcio
c:V —{1,2,3} tal que c(u) # c(v) para toda aresta uu € E.

Um grafo G é 3-colorivel se existe uma 3-coloracdo de G.

Problema: Dado um grafo G,
G é 3-colorivel?

Exemplo:
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3-Coloracao

Uma 3-coloracdo de um grafo G = (V,E) é uma funcio
c:V —{1,2,3} tal que c(u) # c(v) para toda aresta uu € E.

Um grafo G é 3-colorivel se existe uma 3-coloracdo de G.

Problema: Dado um grafo G,
G é 3-colorivel?

Consegue mostrar que 3-coloracdo estd em NP?
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3-Coloracao

Uma 3-coloracdo de um grafo G = (V,E) é uma funcio
c:V —{1,2,3} tal que c(u) # c(v) para toda aresta uu € E.

Um grafo G é 3-colorivel se existe uma 3-coloracdo de G.

Problema: Dado um grafo G,
G é 3-colorivel?

Consegue mostrar que 3-coloracdo estd em NP?

Consegue provar que 3-coloracdo é NP-completo?

Andlise de Algoritmos — 1° sem 2022 10/54



3-Satisfatibilidade

Problema: Dada uma férmula booleana ¢
nas variaveis xi,...,X, em que cada cldusula
tem exatamente 3 literais, existe uma atribuicdo

t:{x1,...,xn} = {VERDADE, FALSO}

que torna ¢ verdadeira?
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3-Satisfatibilidade

Problema: Dada uma férmula booleana ¢
nas variaveis xi,...,X, em que cada cldusula
tem exatamente 3 literais, existe uma atribuicdo

t:{x1,...,xn} = {VERDADE, FALSO}
que torna ¢ verdadeira?
Exemplo:

¢>:(X1 V X1 \/)_<2)/\(X3\/X2\/X4)/\()_<1 \/)_<3\/)_(4)
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Exemplo 4

3-Satisfatibilidade <p 3-Coloracgdo
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Exemplo 4

3-Satisfatibilidade <p 3-Coloracgdo

Descreveremos um algoritmo polinomial que recebe
uma férmula booleana ¢ com exatamente 3 literais por clausula,
e devolve um grafo G tal que

¢ é satisfativel < G é 3-colorivel.
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Exemplo 4

3-Satisfatibilidade <p 3-Coloracdo

Descreveremos um algoritmo polinomial que recebe
uma férmula booleana ¢ com exatamente 3 literais por clausula,
e devolve um grafo G tal que

¢ é satisfativel < G é 3-colorivel.

O conjunto de vértices de G contém {x1,...,xn} € {X1,...,Xn}.
Além disso, contém trés vértices especiais, TRUE, FALSE, RED,
e cinco novos vértices por clausula de ¢.
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Exemplo 4

3-Satisfatibilidade <p 3-Coloracdo
O conjunto de vértices de G contém {x1,...,xn} € {X1,...,Xn}.

Além disso, contém trés vértices especiais, TRUE, FALSE, RED,
e cinco novos vértices por clausula de ¢.
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Exemplo 4

3-Satisfatibilidade <p 3-Coloracdo

O conjunto de vértices de G contém {x1,...,xn} € {X1,...,Xn}.
Além disso, contém trés vértices especiais, TRUE, FALSE, RED,
e cinco novos vértices por clausula de ¢.

Gadget com cinco novos vértices para a clausula (x VyV z):

X 0—4

TRUE
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3-Satisfatibilidade <p 3-Coloragao

O conjunto de vértices de G contém {x1,...,xn} € {X1,...,Xn}.
Além disso, contém trés vértices especiais, TRUE, FALSE, RED,
e cinco novos vértices por clausula de ¢.

Gadget com cinco novos vértices para a clausula (x VyV z):

X 0—4

Yo—
TRUE

Z®

Além destas arestas, temos um triangulo nos vértices especiais,
e um triangulo em x;, X; e o vértice RED, para todo /.
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3-Satisfatibilidade <p 3-Coloragao

Qual é o tamanho do grafo G construido a partir de ¢?

Quantos vértices tém? Quantas arestas tém?
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3-Satisfatibilidade <p 3-Coloragao

Qual é o tamanho do grafo G construido a partir de ¢?

Quantos vértices tém? Quantas arestas tém?

Dado ¢, podemos construir G em tempo polinomial?
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3-Satisfatibilidade <p 3-Coloragao

Qual é o tamanho do grafo G construido a partir de ¢?

Quantos vértices tém? Quantas arestas tém?

Dado ¢, podemos construir G em tempo polinomial?

E verdade que ¢ é satisfativel < G é 3-colorivel?
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Subset Sum

Problema: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Andlise de Algoritmos — 1° sem 2022 22 /54



Subset Sum

Problema: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Exemplo: Se t =138457 e
5=1{1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993},

23 /54
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Subset Sum

Problema: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Exemplo: Se t =138457 e
5=1{1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993},

entdo o conjunto
S’ =1{1,2,7,98,343,686,2409,17206,117705}

tem soma exatamente t.
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Subset Sum

Problema: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Exemplo: Se t =138457 e
5=1{1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993},

entdo o conjunto
S’ =1{1,2,7, 98,343,686,2409, 17206,117705}

tem soma exatamente t.
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Subset Sum

Problema: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Exemplo: Se t =138457 e
5=1{1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993},

entdo o conjunto
S’ =1{1,2,7, 98,343,686,2409, 17206,117705}
tem soma exatamente t.

Esse problema é um parente préximo do problema da mochila.
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Subset Sum e Mochila

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Mochila: Dados inteiros W, V e valores {vi,...,v,} €

pesos {wi,...,w,}, existe um subconjunto / de [n]
cujasoma ) ;o yw; < W easoma ) o vi > V7
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Subset Sum e Mochila

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Mochila: Dados inteiros W, V e valores {vi,...,v,} €
pesos {wi,...,w,}, existe um subconjunto / de [n]
cujasoma ) ;o yw; < W easoma ) o vi > V7

Consegue mostrar que Mochila estd em NP?
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Subset Sum e Mochila

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Mochila: Dados inteiros W, V e valores {vi,...,v,} €
pesos {wi,...,w,}, existe um subconjunto / de [n]
cujasoma ) ;o yw; < W easoma ) o vi > V7

Consegue mostrar que Mochila estd em NP?

Consegue mostrar que Subset Sum <p Mochila?
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Subset Sum e Mochila

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Mochila: Dados inteiros W, V e valores {vi,...,v,} €
pesos {wi,...,w,}, existe um subconjunto / de [n]
cujasoma ) ;o yw; < W easoma ) o vi > V7

Consegue mostrar que Mochila estd em NP?

Consegue mostrar que Subset Sum <p Mochila?

Facil:
Para uma instancia t e S do Subset Sum, onde S = {x1,...,xn},
tome W=V =tewj=vi=x;parai=1,...,n.
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Subset Sum é NP-completo

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Subset Sum estd em NP?
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Subset Sum é NP-completo

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Subset Sum estd em NP?

Vamos mostrar que 3-Satisfatibilidade <p Subset Sum.
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Subset Sum é NP-completo

Subset Sum: Dado um inteiro t e um conjunto S de inteiros,
existe um subconjunto de S cuja soma é exatamente t?

Subset Sum estd em NP?

Vamos mostrar que 3-Satisfatibilidade <p Subset Sum.
Ou seja, descreveremos um algoritmo polinomial que
recebe uma férmula booleana ¢ com trés literais por clausula,

e devolve um inteiro t e um conjunto S de inteiros tais que

¢ é satisfativel < existe S’ C S cuja soma é t.
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3-Satisfatibilidade

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,Xp
em que cada clausula C;, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Podemos assumir que nenhum C; contém x; e X;.
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3-Satisfatibilidade

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,Xp
em que cada clausula C;, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Podemos assumir que nenhum C; contém x; e X;. Por que?
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3-Satisfatibilidade

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,Xp
em que cada clausula C;, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Podemos assumir que nenhum C; contém x; e X;. Por que?

E que cada variavel aparece em alguma clausula.
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3-Satisfatibilidade

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,Xp
em que cada clausula C;, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Podemos assumir que nenhum C; contém x; e X;. Por que?

E que cada varidvel aparece em alguma clausula. Por que?
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3-Satisfatibilidade <p Subset Sum

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,xp
em que cada clausula C;, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?
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3-Satisfatibilidade <p Subset Sum

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,xp
em que cada clausula Cj, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Vamos incluir em S
dois niimeros para cada variavel x; de ¢,
e dois nimeros para cada clausula C; de ¢.
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3-Satisfatibilidade <p Subset Sum

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,xp
em que cada clausula Cj, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE,FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Vamos incluir em S
dois niimeros para cada variavel x; de ¢,
e dois nimeros para cada clausula C; de ¢.

Portanto total de niimeros em S serd 2n-+2m.
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3-Satisfatibilidade <p Subset Sum

Problema: Dada uma férmula booleana ¢ nas variaveis xi,...,Xn
em que cada clausula C;, para j=1,...,m, tem trés literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn} = {VERDADE, FALSO}

que torna ¢ verdadeira?

Vamos incluir em S
dois nimeros para cada variavel x; de ¢,
e dois nlimeros para cada cldusula C; de ¢.

Cada nimero terd n+ m digitos decimais
sendo que cada digito corresponde a uma variavel x;,

ou a uma clausula C;.
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Nimeros em S

Para ¢ = (X1 V Xo \/)_(3),
G =(x1VxVXx3),
G =(x1 VXV x3),
G =(x1Vx2Vx3):

x1 x x3 G G G G
vw = 1 0 0 1 0 O 1
vy = 1 0 0 O 1 1 0
w = 0 1 0 0 0 0 1
v, = 0 1 0 1 1 1 0
vy = 0 0 1 0 O 1 1
vy = 0 0 1 1 1 0 O
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Nimeros em S

Para ¢ = (X1 V Xo \/)_(3),
G =(x1VxVXx3),
G =(x1 VXV x3),
G =(x1Vx2Vx3):

x1 x x3 G G G G
vw = 1 0 0 1 0 O 1
vy = 1 0 0 O 1 1 0
w = 0 1 0 0 0 0 1
vy = 0 1 0 1 1 1 0
vy = 0 0 1 0 O 1 1
vy = 0 0 1 1 1 0 O

v; refere-se as ocorréncias de x; nas clausulas e
v/ refere-se as ocorréncias de X;.
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Nimeros em S

X2 X3 Cl C2 C3 C4

X1

44 /54
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Nimeros em S

X
=

Cada par s; e s; esta associado a clausula C;.
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O OO OO ODOO OCOOO K

CO00O0O0O0OO OO R H O OX

COO0O0O0O0O0O Rk ooOoOolX

OCocoocococoN+H RrOROORD

cCoooOoMNMHOO HOROROND

cConvHRrOOOO OrF HOROD

MNRrOoOOoOoOOooo oror oD
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Qual valor de t tomamos?

xx x3 G G G G

X1

46 /54
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Qual valor de t tomamos?

X
[l

S

o

O

%1

/
Vi
V2
v
v3

/
V3
S1
s1
52
$
s3

/
S3
54
A

Para indicar se x; é verdadeiro ou falso, queremos escolher

[N eNeloelNeNeNeNeloNoNoNaol S =

ou v; ou v/ para cada i.
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O OO OO0 OO+ FH OO

OO OO0 O0OO0OO0 HKHOOOOo

O OO0 O0O0OONNH+H HFOHH OO

CooOoONHOO ROROROD

CONHOOOO OrROR O

MR OoOooooo orororD
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Qual valor de t tomamos?

X
i

S

o

O

%1

/
Vi
V2
v
v3

/
V3
S1
s1
52
$
s3

/
S3
54
A

Para indicar se x; é verdadeiro ou falso, queremos escolher
ou v; ou v/ para cada i. Quais os n primeiros digitos de t?
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[N eNeloelNeNeNeNeloNoNoNaol S =

O OO OO0 OO+ FH OO

OO OO0 O0OO0OO0 HKHOOOOo

O OO0 O0O0OONNH+H HFOHH OO

CooOoONHOO ROROROD

CONHOOOO OrROR O

MR OoOooooo orororD
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Qual valor de t tomamos?

X
[l

S

o

O

%1

/
Vi
V2
v
v3

/
V3
S1
s1
52
$
s3

/
S3
54
A

Cada clausula deve ter pelo menos um literal verdadeiro:
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[N eNelelNeNeNeNeloNoNoNaol U =

[eNelNoNeoNoNoNeNoloNol S ak=N=]

OO OO0 O0OO0OO0 HKHOOOOo

O OO0 O0OONNH+H HFOHH OO K

Coo0ONHOO ROROROD

CONHOOOO OrRROR OO

MR OoOooooo orororD
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Qual valor de t tomamos?

X
[l

S

o

O

%1

/
Vi
V2
v
v3

/
V3
S1
s1
52
$
s3

/
S3
54
A

Cada clausula deve ter pelo menos um literal verdadeiro:
um, dois ou trés literais verdadeiros por clausula.
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[N eNelelNeNeNeNeloNoNoNaol U =

[eNelNoNeoNoNoNeNoloNol S ak=N=]

OO OO0 O0OO0OO0 HKHOOOOo

O OO O0OO0OONKFE HOKFK OO

Coo0ONHOO ROROROD

CONHOOOO OrRROR OO

MR OoOooooo orororD
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Qual valor de t tomamos?

X
i

S

o

O

%1

/
Vi
V2
v
v3

/
V3
S1
s1
52
$
s3

/
S3
54
A

Cada clausula deve ter pelo menos um literal verdadeiro:
um, dois ou trés literais verdadeiros por clausula.

[N eNelelNeNeNeNeloNoNoNaol U =

[eNelNoNeoNoNoNeNoloNol S ak=N=]

OO OO0 O0OO0OO0 HKHOOOOo

Quais os udltimos m digitos de t?
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O OO0 O0OONNH+H HFOHH OO K

Coo0ONHOO ROROROD

CONHOOOO OrRROR OO

MR OoOooooo orororD
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Niimeros em S e valor de t

x x3 G G G G

X1

52 /54
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Subset Sum é NP-completo

3-Satisfatibilidade <p Subset Sum.

A construcdo destes niimeros pode ser feita em tempo O(nm).
Portanto é polinomial no tamanho de ¢.

Assim descrevemos um algoritmo polinomial que
recebe uma férmula booleana ¢ com trés literais por clausula,
e devolve um inteiro t e um conjunto S de inteiros tais que

¢ é satisfativel < existe S’ C S cuja soma é t.
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Subset Sum é NP-completo

3-Satisfatibilidade <p Subset Sum.

A construcdo destes niimeros pode ser feita em tempo O(nm).
Portanto é polinomial no tamanho de ¢.

Assim descrevemos um algoritmo polinomial que

recebe uma férmula booleana ¢ com trés literais por clausula,
e devolve um inteiro t e um conjunto S de inteiros tais que

¢ é satisfativel < existe S’ C S cuja soma é t.

Portanto Subset Sum é NP-completo.
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