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Maximo
Problema: Encontrar o elemento maximo de
um vetor A[1..n] de ndmeros inteiros positivos distintos.

MAX (A, n)
1 max<+0

2 para <1 até n faca

3 se A[/] > max

4 entdo max + A[/]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada?
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Maximo
Problema: Encontrar o elemento maximo de
um vetor A[1..n] de ndmeros inteiros positivos distintos.

MAX (A, n)
1 max<+0

2 para <1 até n faca

3 se A[/] > max

4 entdo max + A[/]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada?
Melhor caso, pior caso, caso médio?
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Maximo
Problema: Encontrar o elemento maximo de
um vetor A[1..n] de ndmeros inteiros positivos distintos.

MAX (A, n)
1 max<+0

2 para <1 até n faca

3 se A[/] > max

4 entdo max + A[/]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada?
Melhor caso, pior caso, caso médio?
Suponha que A[l..n] é permutacdo aleatéria uniforme de 1,...,n.

Cada permutacdo tem probabilidade 1/n!.
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Um pouco de probabilidade

(S,Pr) espaco de probabilidade
S = conjunto finito (eventos elementares)
Pr{} = fungdo de S em [0, 1] tal que
(distribuicdo de probabilidades)
pl. Pr{s} >0, e
p2. Pr{S} =1, onde
Pr{U} ¢é abreviacio de 3 ,cyPr{u}.
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Um pouco de probabilidade

(S,Pr) espaco de probabilidade
S = conjunto finito (eventos elementares)
Pr{} = fungdo de S em [0, 1] tal que
(distribuicdo de probabilidades)
pl. Pr{s} >0, e
p2. Pr{S} =1, onde
Pr{U} ¢é abreviacio de 3 ,cyPr{u}.

Note que
p3. RRTCS,RNT=0=Pr{RUT} =Pr{R}+Pr{T}.
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Um pouco de probabilidade

(S,Pr) espaco de probabilidade
S = conjunto finito (eventos elementares)
Pr{} = fungdo de S em [0, 1] tal que
(distribuicdo de probabilidades)
pl. Pr{s} >0, e
p2. Pr{S} =1, onde
Pr{U} ¢é abreviacio de 3 ,cyPr{u}.

Note que

3. R,TCS,RNT =0 = Pr{RUT} = Pr{R}+Pr{T}.

No problema do maximo:
> S é o conjunto das permutagdes dos nimeros em A[l..n];

> na distribuicdo uniforme, para cada s € S, Pr{s} =1/n!.
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Mais um pouco de probabilidade

Um evento é um subconjunto de S.
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Mais um pouco de probabilidade

Um evento é um subconjunto de S.

No problema do maximo,
eventos sdo subconjuntos de permutacdes de A[l..n].

Exemplo.
U := {permutacdes de A[1l..n] em que A[n] é maximo}

é um evento de S.
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Mais um pouco de probabilidade

Um evento é um subconjunto de S.

No problema do maximo,
eventos sdo subconjuntos de permutacdes de A[l..n].

Exemplo.
U := {permutacdes de A[1l..n] em que A[n] é maximo}
é um evento de S.

Se Pr{} é distribuicdo uniforme, entdo

Pr{U} =
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Mais um pouco de probabilidade

Um evento é um subconjunto de S.

No problema do maximo,
eventos sdo subconjuntos de permutacdes de A[l..n].

Exemplo.
U := {permutacdes de A[1l..n] em que A[n] é maximo}
é um evento de S.

Se Pr{} é distribuicdo uniforme, entdo

Pr{U} = !

n'
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Mais um pouco de probabilidade

Uma variavel aleatéria é uma funcdo ndmerica
definida sobre os eventos elementares.
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Mais um pouco de probabilidade

Uma variavel aleatéria é uma funcdo ndmerica
definida sobre os eventos elementares.

Exemplo de variavel aleatéria

X(A) := niimero de execu¢des da linha 4 em MAX(A, n)
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Mais um pouco de probabilidade

Uma variavel aleatéria é uma funcdo ndmerica
definida sobre os eventos elementares.

Exemplo de variavel aleatéria

X(A) := niimero de execu¢des da linha 4 em MAX(A, n)
“X = k" & uma abreviacdo de {s € S: X(s) = k}

Esperanca E[X] de uma varidvel aleatéria X

E[X] = Z k-Pr{X=k}= ZX(S) -Pr{s}

keX(S) seS
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Mais um pouco de probabilidade

Uma variavel aleatéria é uma funcdo ndmerica
definida sobre os eventos elementares.

Exemplo de variavel aleatéria

X(A) := niimero de execu¢des da linha 4 em MAX(A, n)
“X = k" & uma abreviacdo de {s € S: X(s) = k}
Esperanca E[X] de uma varidvel aleatéria X

E[X] = Z k-Pr{X =k} = ZX(S) -Pr{s}

keX(S) seS
Linearidade da esperanca: E[aX + Y] = aE[X]+E[Y]
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De volta ao maximo

Problema: Encontrar o elemento maximo de
um vetor A[1..n] de nimeros inteiros distintos.

MAX (A, n)
1 max<+0

2 para i<+ 1 até n faca

3 se A[i] > max

4 entdo max « Ali]
5 devolva max

Quantas vezes a linha 4 é executada no caso médio?

Suponha que
A[1..n] é permutacdo aleatéria uniforme de 1,...,n.

Cada permutacdo tem probabilidade 1/n!.
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Exemplos

A[1..2] linha 4
1,2 2
2,1 1
E[X] 3/2
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A[l..3] linha 4
1,2,3 3
1,32 2
2,13 2
2,31 2
3,12 1
321 1
E[X] 11/6
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Mais um exemplo

A[l..4] linha 4 A[l..4] linha 14

1234 4 3124 2
1243 3 3142 2
1324 3 3214 2
1342 3 3241 2
1423 2 3412 2
1432 2 3421 2
2134 3 4123 1
2143 2 4132 1
2314 3 4213 1
2341 3 4231 1
2413 2 4312 1
2431 2 4321 1
E[X] 50/24
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Variaveis aleatorias

X = nlmero total de execucBes da linha 4
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Variaveis aleatorias

X = nlmero total de execucBes da linha 4

X, — 1 se “max < A[i]" é executado
"1 0 caso contrério

X = ndmero total de execucbes da linha 4
= Xi+---+X,
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Variaveis aleatorias

X = nlmero total de execucBes da linha 4

X, — 1 se “max < A[i]" é executado
"1 0 caso contrério

X = ndmero total de execucbes da linha 4
= Xi+---+X,
Esperancas:

E[X;] = probabilidade de que A[/] seja
maximo em A[L../]

= 1/i
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Esperanca

E[X] = E[Xi+-+ Xy
= E[Xi]+---+E[X,]
= 1/14+---+1/n
< 1+Inn

O(lgn)

1 1
2.92<I+---+E<2.93<3.30<1+In10

1 1
5.18<I+~'+ﬁ<5.19<6.60<1+In100

1 1
9078 < =+ 4 —— 7 10.21 < 1+ 1n10000
<1+ +10000<9 0<10.21 <1+1In
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Série harmonica
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Experimentos

Para cada valor de n =252 5121024, ...
foram geradas 10, 100 ou 200 amostras de
sequéncias de inteiros através do trecho de cédigo

for (i = 0; i < n; i++)
v[il=(int) ((double) INT_MAX*rand ()/(RAND_MAX+1.0));

onde rand () é a fun¢do geradora de nimeros (pseudo-)aleatdrios
da biblioteca do C.

A coluna E[X] nas tabelas a seguir mostra o niimero médio de

vezes que a linha 4 do algoritmo MAX foi executada para cada
valor de n e cada amostra de sequéncias.
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Experimentos (10)

n E[X] 1+Inn

256 7.20 6.55

512 6.90 7.24
1024  7.30 7.93
2048  7.10 8.62
4096 10.20 9.32
8192 9.00 10.01
16384 10.80 10.70
32768 11.00 11.40
65536 12.50 12.09
131072 12.60 12.78
262144 13.20 13.48
524288 13.20 14.17
1048576 12.80 14.86
2097152  13.90 15.56
4194304 14.90 16.25
8388608 17.90 16.94
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Experimentos (100)

n E[X] 1+Inn

256  5.92 6.55

512 6.98 7.24
1024  7.55 7.93
2048  8.39 8.62
4096  8.97 9.32
8192 9.26 10.01
16384 10.44 10.70
32768 11.32 11.40
65536 11.66 12.09
131072 12.38 12.78
262144 13.17 13.48
524288 13.56 14.17
1048576 14.54 14.86
2097152 15.10 15.56
4194304 15.61 16.25
8388608 16.56 16.94

Anilise de Algoritmos — 1° sem 2022

26 /41



Experimentos (200)

n E[X] 1+Inn

256  6.12 6.55

512 6.86 7.24
1024  7.38 7.93
2048  7.96 8.62
4096  8.87 9.32
8192 941 10.01
16384 10.28 10.70
32768 10.92 11.40
65536 11.31 12.09
131072 12.37 12.78
262144 12.92 13.48
524288 13.98 14.17
1048576 14.19 14.86
2097152  15.62 15.56
4194304 15.74 16.25
8388608 17.06 16.94

Anilise de Algoritmos — 1° sem 2022

27 /41



De volta ao Quicksort

Rearranja A[p..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g «+ PARTICIONE (A, p,r)
3 QUICKSORT (A, p, g — 1)
4 QUICKSORT (A, g+ 1,r)

O consumo de tempo do QUICKSORT é O(n?) e Q(nlgn).

Por que ele é melhor na pratica que
outros algoritmos que tém consumo de tempo ©(nlgn)?
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Particione

Rearranja A[p..r] de modo que p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..r]

PARTICIONE (A, p,r)
x < Alr] > x é o “pivd”
i+ p—1
para j < p até r faca
se A[j] <x
entao /< i+1
Alil < A[Jj]

~No ok 0NN

devolva |

Anilise de Algoritmos — 12 sem 2022 29 /41



Analise de caso médio

Considere que A[l..n| é permutacdo escolhida
uniformemente dentre todas as permutacoes de 1 a n.
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Analise de caso médio

Considere que A[l..n| é permutacdo escolhida
uniformemente dentre todas as permutacoes de 1 a n.

Seja X(A) o nimero de vezes que a linha 4 do PARTICIONE
é executada para uma chamada de QUICKSORT(A,1,n).

Observe que X é uma variavel aleatéria.
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Analise de caso médio

Considere que A[l..n| é permutacdo escolhida
uniformemente dentre todas as permutacoes de 1 a n.

Seja X(A) o nimero de vezes que a linha 4 do PARTICIONE
é executada para uma chamada de QUICKSORT(A,1,n).

Observe que X é uma variavel aleatéria.

Uma maneira de estimarmos o consumo de
tempo médio do QUICKSORT é calcularmos E[X].
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Analise de caso médio

Considere que A[l..n| é permutacdo escolhida
uniformemente dentre todas as permutacdes de 1 a n.

Seja X(A) o nimero de vezes que a linha 4 do PARTICIONE
é executada para uma chamada de QUICKSORT(A,1,n).

Observe que X é uma variavel aleatéria.

Uma maneira de estimarmos o consumo de
tempo médio do QUICKSORT é calcularmos E[X].

Ideia:
Escrever X como soma de varidveis aleatdrias binarias,
cuja esperanca é mais facil de calcular.

Quem serdo essas varidveis aleatérias binarias?

Anilise de Algoritmos — 12 sem 2022 33/41



Exemplo

(1[3[6]2]5[7][4]

[(t[3]2]4[5][7]6]

[1]2[3]4[5]6[7]

1 2 3 45 6 7

1 0 0 O
1 0 0O
1 0 0O

1 0

1

1

1
1
1

1
0

1

5(0 0 O
60 0 O
710 0 O
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Consumo de tempo esperado

Para ae bem {1,...,n}, seja
X,p = nimero de comparacdes entre a e b
na linha 4 de PARTICIONE.

Queremos calcular

X = total de execucdes da linha 4 do PARTICIONE

n—1 n
= 2. 2 Xeb

a=1b=a+1
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

o 1 se o primeiro pivd em {a,...,b} é aou b
71 0 caso contrério.

Qual a probabilidade de X, valer 1?7
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

o 1 se o primeiro pivd em {a,...,b} é aou b
71 0 caso contrério.

Qual a probabilidade de X, valer 1?7

1 1

EPGel = PriXep=1} = b—a+tl b_atl
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

0 caso contrario.

{ 1 se o primeiro pivd em {a,...,b} é aou b
Xap =

Qual a probabilidade de X, valer 1?7

B[] = Pri{Xp=1} = —

1

n—1 n
X = Z Z Xab
a=1b=a+1
E[X] = 7777
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Consumo de tempo esperado

n—1 n
EX] = Y > EXu]

a=1b=a+1

n—1 n

= Z Z Pr{Xab:]-}
a=1b=a+1
n—1 n )

< 2n(%—|—%+---—|—%) < 2n(1+Inn)
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do QUICKSORT,
quando sua entrada é uma permutacdo de 1,...,n
escolhida uniformemente, é O(nlogn).
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do QUICKSORT,
quando sua entrada é uma permutacdo de 1,...,n
escolhida uniformemente, é O(nlogn).

Aula que vem:

Quicksort aleatorizado e sua anélise.
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