Geometria Computacional

Aula 19
Fecho convexo: mergehull

Secs 3.6 e 3.8 do livro do O'Rourke e
Sec 3.2 do livro de Preparata e Shamos.



Combinacdo convexa

P: cole¢do de pontos do plano, dada por X[1..n|, Y[1..n].

Combinagdo convexa de pontos de P: soma da forma
ax(X[L], Y[ + -+ + an(X[r], Y1),

coma; >0,parai=1,...,n,ea;+- -+ a,=L.

Fecho convexo de P:
conjunto de combinacdes convexas de pontos de P, ou seja,
conv(P) := {a1(X[1]. Y[1]) + - - + an(X[n]. Y[n]) :
a1+t a,=1,eq;,>0(=1,...,n)}.
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P: cole¢do de pontos do plano, dada por X[1..n|, Y[1..n].

Combinagdo convexa de pontos de P: soma da forma
ax(X[L], Y[ + -+ + an(X[r], Y1),

coma; >0,parai=1,...,n,ea;+- -+ a,=L.

Fecho convexo de P:
conjunto de combinacdes convexas de pontos de P, ou seja,
conv(P) := {a1(X[1]. Y[1]) + - - + an(X[n]. Y[n]) :
a1+t a,=1,eq;,>0(=1,...,n)}.

Problema: Dada uma colecdo P de pontos do plano,
determinar o fecho convexo de P.



Mergehull: divisdo e conquista

Dividir a colegdo ao meio, resolver recursivamente o problema
para cada metade e construir, dos fechos das duas subcoleces,
o fecho da colecdo completa.
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Mergehull: divisdo e conquista

Dividir a colegdo ao meio, resolver recursivamente o problema
para cada metade e construir, dos fechos das duas subcoleces,
o fecho da colecdo completa.

Pode-se dividir a colegdo indiscriminadamente ou...
depois de ordena-la pela X-coordenada dos pontos.

Vamos discutir a segunda implementac3o,
em que a fase de juntar as solucdes é mais simples.
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MergeHull (X, Y, n)
1 MergeSort (X, Y, n) > ordena por X-coordenada
2 devolva MergeHullRec (X, Y, 1,n)



Mergehull

MergeHull (X, Y, n)
1 MergeSort (X, Y, n) > ordena por X-coordenada
2 devolva MergeHullRec (X, Y, 1,n)

Consumo de tempo: ©(nlgn) + T(n),
onde T(n) é o tempo consumido por MergeHullRec (X, Y, 1, n).



Miolo recursivo do Mergehull

MergeHullRec (X, Y, p,r)
1 se p=r > haexatamente um ponto na colecdo
2 entdo h«— 1 H[l]+p
sendo g < [(p+r)/2]
(H1, h1) < MergeHullRec (X, Y, p, q)
(Ha, hy) < MergeHullRec (X, Y, g+1,r)
(H, h) < JuntaHull (X, Y, Hi, hi, Ho, h2)
devolva (H, h)

~NOo O b~ W
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Miolo recursivo do Mergehull

MergeHullRec (X, Y, p,r)
1 se p=r > haexatamente um ponto na colecdo
2 entdo h«— 1 H[l]+p
sendo g < [(p+r)/2]
(H1, h1) < MergeHullRec (X, Y, p, q)
(Ha, hy) < MergeHullRec (X, Y, g+1,r)
(H, h) < JuntaHull (X, Y, Hi, hi, Ho, h2)
devolva (H, h)

~NOo O b~ W

Se conseguirmos uma implementaco do
JuntaHull (X, Y, H1, h1, Ha, h2) que consuma tempo O(n), entdo...

Consumo de tempo do MergeHullRec:
T(n)=2T(n/2)+O(n), onde n=r—p+1.

A soluggo de tal recorréncia é T(n) = O(nlg n).
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Como juntar o fecho de duas cole¢Bes?

Basta juntar os pontos mais altos e os mais baixos?

Hipotese simplificadora: n3o ha trés pontos colineares
nem dois pontos com a mesma X-coordenada.
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Como juntar o fecho de duas cole¢Bes?

Basta juntar os pontos mais altos e os mais baixos? Nio...
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Como juntar o fecho de duas cole¢Bes?

Basta encontrar a tangente inferior e a tangente superior.
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Tangente inferior

° °
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°.
O par (/,))

€ uma tangente inferior para a colecdo vermelha se
os pontos de indice Hi[i—1] e H[i+1]

estdo “acima” do segmento definido por (7, ),

é uma tangente inferior para a colecdo azul se

os pontos de indice Ha[j—1] e Ha[j+1]

estdo “acima” do segmento definido por (7, ),

é uma tangente inferior se for os dois acima.
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Como encontrar a tangente inferior?

Comeca-se do ponto e
mais a direita da '," "'\.
colecdo vermelha,

e do mais a esquerda
da colecdo azul.

E tangente inferior!



Como encontrar a tangente inferior?

Recebe X, Y e os fechos (Hi, h1) e (Ha, h2) e
devolve a tangente inferior (/,/) dos dois fechos.

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em quest3o.



Como encontrar a tangente inferior?

Recebe X, Y e os fechos (Hi, h1) e (Ha, h2) e
devolve a tangente inferior (/,/) dos dois fechos.

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em quest3o.

Tangentelnferior (X, Y, Hy, h1, Ha, h2)

1 1+ argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > vermelho mais a direita
2 j — argmln{X[HQ[k]] 1< k < hz} > azul mais a esquerda

3 enquanto (/,/) ndo é tangente inferior faga

4 enquanto (/, j) ndo é tangente inferior da colecdo azul faca

5 J—j+1

6 enquanto (/, ) ndo é tangente inferior da colecdo vermelha faca
7 i+ i—1

8

devolva (i,)



Como encontrar a tangente inferior?

Recebe X, Y e os fechos (Hi, h1) e (Ha, h2) e
devolve a tangente inferior (/,/) dos dois fechos.

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em quest3o.

Tangentelnferior (X, Y, Hi, h1, Ha, h2)
1 7/« argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > vermelho mais a direita
2 _] — argmln{X[HQ[k]] 01 < k < h2} > azul mais a esquerda
3 enquanto (/,/) ndo é tangente inferior faca
4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], H2[j], Ha[j—1])
ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
> enquanto (/,j) n3o é tangente inferior da colecdo azul faca

5 Jj+—Jj+1

6  enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], Hi[i—1])
ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H1[i+1]) faga
> enquanto (/,j) ndo é tangente inferior da cole¢do vermelha faga
7 I+ i—1
8 devolva (i,J)



Simplificagdo

Recebe X, Y e os fechos (Hi, h1) e (Ha, h2) e
devolve a tangente inferior (/,/) dos dois fechos.

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em quest3o.

Tangentelnferior (X, Y, Hy, h1, Ha, h2)

1 1+ argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > vermelho mais a direita
2 j — argmln{X[HQ[k]] 1< k < hz} > azul mais a esquerda
3 enquanto (/,/) ndo é tangente inferior faca
4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], H2[j], H2[j+1]) faca
> enquanto (/,j) ndo é tangente inferior da cole¢do azul faca
5 J—j+1
6  enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], Hi[i—1]) faga
> enquanto (/,j) ndo é tangente inferior da colecdo vermelha faga
7 [+ i—1
8 devolva (i,;)



Tangente inferior?

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em questio.

Tangentelnferior (X, Y, Hi, h1, Ha, h2)
1 7/« argmaX{X[Hl[k]] 1<k < h]_} > mais a direita
2 _] — argmln{X[HQ[k]] 01 < k < h2} > mais a esquerda
3 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H1[i—1])
ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
> enquanto n3o é tangente inferior faca

4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca

> enquanto (/,j) n3o é tangente inferior da colecdo azul faca
5 J < Jj+1
enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], Hi[i—1]) faca
> enquanto (/,j) ndo é tangente inferior da colecdo vermelha faga
7 [ i—1
devolva (i,)
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Tangente inferior?

Tangentelnferior (X, Y, Hy, h1, Ha, h2)
1 1+ argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > mais a direita
2 j — argmln{X[HQ[k]] 1< k < hz} > mais a esquerda
3 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], Hi[i—1])
ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
5 JJ+l
6 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H1[i—1]) faga
7 [ i—1
8 devolva (i,J)

O algoritmo esta correto?



Tangente inferior?

Tangentelnferior (X, Y, Hy, h1, Ha, h2)
1 1+ argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > mais a direita
2 j — argmln{X[HQ[k]] 1< k < hz} > mais a esquerda
3 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], Hi[i—1])

ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca

4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
5 JJ+l

6 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H1[i—1]) faga
7 [+ i—1

8 devolva (i,J)

O algoritmo esta correto?

Se ele termina, a resposta é correta.



Tangente inferior?

Tangentelnferior (X, Y, Hy, h1, Ha, h2)
1 1+ argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > mais a direita
2 j — argmln{X[HQ[k]] 1< k < hz} > mais a esquerda
3 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], Hi[i—1])

ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca

4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
5 JJ+l

6 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H1[i—1]) faga
7 [+ i—1

8 devolva (i,J)

O algoritmo esta correto?

Se ele termina, a resposta é correta.

E ele termina?
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Se (ip,jp) € a tangente inferior,
entdo i, esta na metade de baixo de Hi[l.. hy]
(entre o ponto mais a esquerda e o mais a direita)
e jp estd na metade de baixo de Hx[1.. h].



Correcdo do algoritmo

Pergunta: Tangentelnferior(X, Y, Hi, h1, Ha, h2) termina?
Invariante: (/,J) s6 intersecta os dois fechos nos extremos.

Se (ip,jp) € a tangente inferior,
entdo i, esta na metade de baixo de Hi[l.. hy]
(entre o ponto mais a esquerda e o mais a direita)
e jp estd na metade de baixo de Hx[1.. h].

Uma vez que / atinge ip, ele ndo é mais decrementado.

Uma vez que j atinge jp, ele ndo é mais incrementado.



Correcdo do algoritmo

Pergunta: Tangentelnferior(X, Y, Hi, h1, Ha, h2) termina?
Invariante: (/,J) s6 intersecta os dois fechos nos extremos.
Se (ip,jp) € a tangente inferior,

entdo i, esta na metade de baixo de Hi[l.. hy]

(entre o ponto mais a esquerda e o mais a direita)

e jp estd na metade de baixo de Hx[1.. h].

Uma vez que / atinge ip, ele ndo é mais decrementado.

Uma vez que j atinge jp, ele ndo é mais incrementado.

Assim Tangentelnferior(X, Y, Hy, hi, Ha, hy) termina.



Tangente inferior

Tangentelnferior (X, Y, Hy, h1, Ha, h2)
1 /i« argmaX{X[Hl[k]] 1< k < hl} > mais a direita
2 _] — argmln{X[HQ[k]] 01 < k < h2} > mais a esquerda
3 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Halj], Hi[i—1])
ou Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
4 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H2[j+1]) faca
5 J+—j+1
6 enquanto Dir(X, Y, Hi[i], Ha[j], H1[i—1]) faga
7 [+ i—1
8 devolva (i,J)

O algoritmo esta correto?
Ele termina e produz a resposta correta.

Consumo de tempo: O(n), onde n = hy + hs.
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Ho[j—1] e Ha[j+1] estdo “abaixo” do segmento entre / e J,
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indice Hi[i—1] e Hi[i+1] estdo “abaixo” do segmento entre i e j,
é uma tangente superior para a colecdo azul se os pontos de indice
Ho[j—1] e Ha[j+1] estdo “abaixo” do segmento entre / e J,

é uma tangente superior se for os dois acima.



Tangente superior

O par (i, /)
é uma tangente superior para a colecdo vermelha se os pontos de
indice Hi[i—1] e Hi[i+1] estdo “abaixo” do segmento entre i e j,

€ uma tangente superior para a colecdo azul se os pontos de indice
Ho[j—1] e Ha[j+1] estdo “abaixo” do segmento entre / e J,

& uma tangente superior se for os dois acima.

Exercicio: Escreva a rotina

TangenteSuperior (X, Y, Hi, h1, Ha, h2),

que recebe X, Y e os fechos (Hi, h1) e (Ha, h2) e
devolve a tangente superior (/, /) dos dois fechos.

Sua rotina deve consumir tempo O(n), onde n = hy + hy.



Junta fechos

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em quest3o.

JuntaHull (X, Y, Hi, h1, Ho, h2)

1

[ary
H O WOWOW~NO O~ WN

[y

(7b,Jb) < Tangentelnferior(X, Y, Hi, h1, Ha, h2)
(7t,Jjt) < TangenteSuperior(X, Y, H1, h1, Ha, hy)

h<1 H[h] < Hili¢]
I+ 1
enquanto H[h] # Hi[iy] faca
heh+1 H[h « Hi[i] i+ i+1
h< h+1 H[h] < Ha[jp)
JJp+1
enquanto H[h] # Ha[j:] faga
h«h+1 H[h <+ Hfj] j<«j+1
devolva (H, h)



Junta fechos

Considere os indices “médulo” o tamanho do fecho em quest3o.

JuntaHull (X, Y, Hi, h1, Ho, h2)

==
R O O WO ~NO P~ WN =

(7b,Jb) < Tangentelnferior(X, Y, Hi, h1, Ha, h2)
(7t,Jjt) < TangenteSuperior(X, Y, H1, h1, Ha, hy)

h<1 H[h] < Hili¢]
I+ 1
enquanto H[h] # Hi[iy] faca
heh+1 H[h « Hi[i] i+ i+1
h<+ h+1 H[h] < Ha[jp)
Jj+jp+1
enquanto H[h] # Ha[j:] faga
h«h+1 H[h <+ Hfj] j<«j+1
devolva (H, h)

Consumo de tempo: O(n), onde n = hy + hs.
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Resumo
Algoritmo Consumo no pior caso
Embrulho O(nh)
Incremental 0(n?)
Graham O(nlgn)
QuickHull O(nh)
MergeHull O(nlgn)




Casos degenerados e resumo

Como tratar os casos degenerados?

Como tratar pontos com mesma X-coordenada no mergehull?

Resumo

Algoritmo

Consumo no pior caso

Embrulho
Incremental
Graham
QuickHull
MergeHull

O(nh)
0(n?)
O(nlgn)
O(nh)
O(nlgn)

Um outro problema: par de pontos mais distantes




Vamos ver as animacdes???



