Geometria Computacional

Aula 9
Algoritmo de Fortune

Sec 7.2 do livro de de Berg e outros



Diagrama de Voronoi

Dados enderecos de agéncias de correio, determinar qual é
a regido da cidade que fica mais préxima de cada agéncia.




Algoritmo de Fortune
/" semiplano acima da linha de varredura /

Para quais pontos g em /T
ja conhecemos o ponto de P mais préximo a g7

ge

Se g esta mais préximo de um p; acima de / do que de /,
entdo g estad na célula de p;.



Linha da praia

O conjunto dos pontos mais préximos a p; do que /
é delimitado por uma parabola.

DA



Linha da praia

é delimitado por uma parabola.

O conjunto dos pontos mais préximos a p; do que /

Assim, a regido de ¢ onde Vor(P) é conhecido
é delimitada por arcos paraboléides,

que definem a chamada linha da praia.

DA



Diagrama de Voronoi

Pontos de encontro entre duas parabolas na linha da praia
desenham as arestas de Vor(P).

DA



Diagrama de Voronoi

Pontos de encontro entre duas parabolas na linha da praia
desenham as arestas de Vor(P).

!

1
Arcos que entram na linha de praia

sdo arestas de Vor(P) que comegam a ser desenhadas.

DA



Diagrama de Voronoi

Pontos de encontro entre duas parabolas na linha da praia
desenham as arestas de Vor(P).

'

+ 1
Arcos que entram na linha de praia

sdo arestas de Vor(P) que comegam a ser desenhadas.

DA



Diagrama de Voronoi

Quando dois pontos de quebra entre arcos se encontram,
o arco entre eles sai da linha de praia.

v

+ e
Arcos que saem da linha de praia correspondem a vértices
de Vor(P): o ponto de encontro esta equidistante de

trés pontos de P e é um vértice de Vor(P).
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DA



Evento-ponto

!

Arcos que entram na linha de praia

sdo arestas de Vor(P) que comegam a ser desenhadas.

Ponto evento relacionado: um ponto de P (evento-ponto)

DA



Evento-ponto

Arcos que entram na linha de praia

sdo arestas de Vor(P) que comegam a ser desenhadas.

Ponto evento relacionado: um ponto de P (evento-ponto).

Lema. O dnico jeito de surgir um novo arco na linha da praia
¢ a linha de varredura passar por um ponto de P.

DA



Evento-circulo

Ocorre quando trés parabolas consecutivas da linha da praia
passam por um mesmo ponto.

+ e
O ponto mais baixo do circulo que passa pelos trés pontos,
€ um ponto evento chamado de evento-circulo.

DA



Evento-circulo

Ocorre quando trés parabolas consecutivas da linha da praia
passam por um mesmo ponto.

S T

O ponto mais baixo do circulo que passa pelos trés pontos,
€ um ponto evento chamado de evento-circulo.

Lema. O anico jeito de um arco desaparecer

da linha de praia & por meio de um evento-circulo.
[} = =

DA



Quantos arcos ha na linha?

Um arco novo aparece na linha quando /¢ passa por um ponto de P.

DA



Quantos arcos ha na linha?

Um arco novo aparece na linha quando /¢ passa por um ponto de P.

'

¢
'

Note que o mesmo arco aparece mais de uma vez na linha.

DA



Quantos arcos ha na linha?

Um arco novo aparece na linha quando /¢ passa por um ponto de P.

'

+ l
Note que o mesmo arco aparece mais de uma vez na linha.

Ent3o ha no maximo 2n — 1 arcos na linha:

cada novo arco pode quebrar um velho em dois.

DA



Estruturas de dados

Para Vor(P): listas de arestas duplamente ligadas (DCEL)
(como na particdo de poligono em partes monétonas).

DA



Estruturas de dados

Para Vor(P): listas de arestas duplamente ligadas (DCEL)
(como na particdo de poligono em partes monétonas).

Para a fila de eventos: uma fila de prioridade ou ABBB,
que comeca com os pontos de P, ordenados por Y-coordenada.

Durante o algoritmo,
insercdo e remocio de candidatos a eventos-circulo.



Estruturas de dados

Para Vor(P): listas de arestas duplamente ligadas (DCEL)
(como na particdo de poligono em partes monétonas).

Para a fila de eventos: uma fila de prioridade ou ABBB,
que comeca com os pontos de P, ordenados por Y-coordenada.

Durante o algoritmo,
insercdo e remocio de candidatos a eventos-circulo.

Para a linha da praia, usamos uma ABBB,
com arcos nas folhas e pontos de quebra nos nés internos.



Estruturas de dados

Para Vor(P): listas de arestas duplamente ligadas (DCEL)
(como na particdo de poligono em partes monétonas).

Para a fila de eventos: uma fila de prioridade ou ABBB,
que comeca com os pontos de P, ordenados por Y-coordenada.

Durante o algoritmo,
insercdo e remocio de candidatos a eventos-circulo.

Para a linha da praia, usamos uma ABBB,
com arcos nas folhas e pontos de quebra nos nés internos.

Um arco é representado pelo ponto p; que o determina.

Um ponto de quebra é representado por um par de pontos (pj, pj)
cujos arcos o determinam, e estd associado a uma aresta de Vor(P).



ABBB da linha da praia

£ ©Dac



ABBB da linha da praia

£ ©Dac



Algoritmo de Fortune

Fortune(P, n)
Q + FiIaDeEventos(P, n) > P ord. por Y-coordenada
CrieABB(T) > ED para a linha da praia
CrieDCEL(V) = ED para Vor(P)
enquanto nao Vazia(Q) faca
g + RemovaMax(Q)
se g & um evento-ponto
entdo TrataEventoPonto(q, T, @,))
sendo TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)
FinalizeVoronoi(V, T) > adiciona o vértice oo
devolva V

O O o0 NO Gl WDN =
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Algoritmo de Fortune

Fortune(P, n)
Q + FiIaDeEventos(P, n) > P ord. por Y-coordenada
CrieABB(T) > ED para a linha da praia
CrieDCEL(V) = ED para Vor(P)
enquanto nao Vazia(Q) faca
g + RemovaMax(Q)
se g & um evento-ponto
entdo TrataEventoPonto(q, T, @,))
sendo TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)
FinalizeVoronoi(V, T) > adiciona o vértice oo
devolva V

O O o0 NO Gl WDN =

=

Ha no maximo 2n — 1 = O(n) arcos em T,
logo O(n) eventos-circulo em Q.



Algoritmo de Fortune

Fortune(P, n)

1

O O O ~NOOL P~ WN

=

Q + FiIaDeEventos(P, n) > P ord. por Y-coordenada

CrieABB(T) > ED para a linha da praia
CrieDCEL(V) = ED para Vor(P)
enquanto nao Vazia(Q) faca
g + RemovaMax(Q)
se g & um evento-ponto
entdo TrataEventoPonto(q, T, @,))
sendo TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)
FinalizeVoronoi(V, T) > adiciona o vértice oo
devolva V

FinalizeVoronoi(V, T): adiciona o vértice co como

extremo das arestas dos nés internos que restam em T.



Tratamento de evento-ponto

TrataEventoPonto(q, T, @, V)
1 seT =0
2 entdo Insere( T, q)
3 senao f <« Busque(T, q) > folha de T do arco acima de g
4 i < evento _circ(f)

evento _circ(f): indice de @ para o evento-circulo
(se existir) associado ao arco em f.



Tratamento de evento-ponto

TrataEventoPonto(q, T, @, V)
1 seT=0
2 entdo Insere( T, q)

3 senao f <« Busque(T, q) > folha de T do arco acima de g
4 i < evento _circ(f)

5 se i 75 NIL

6 entdo Remove(Q, /)

evento _circ(f): indice de @ para o evento-circulo
(se existir) associado ao arco em f.



Tratamento de evento-ponto

TrataEventoPonto(q, T, @, V)
1 seT =0
2 entdo Insere( T, q)
3 sendo f + Busque(T, q) > folha de T do arco acima de g
4 i < evento _circ(f)
5 se i 75 NIL
6 entdo Remove(Q, /)
7 (u,f,v) « Quebre e |Insira(T,f,q)

Quebre e Insira(T, f,g): troque f por arvore com trés folhas, a
do meio para o arco de ¢ e outras duas para o arco de p=ponto(f).
Balanceie T se necessério.

Devolva apontadores para os nés internos novos e folha de .



Tratamento de evento-ponto

TrataEventoPonto(q, T, @, V)
1 seT=0
2 entdo Insere( T, q)

3 sendo f + Busque(T, q) > folha de T do arco acima de g
4 i < evento circ(f)

5 se i 75 NIL

6 entdo Remove(Q, /)

7 (u,f,v) « Quebre e |Insira(T,f,q)

8 NovaAresta(V, u, N1, v, Nir.)

NovaAresta(V, u, x, v, y): cria aresta nova em Vor(P),
com uma gémea do né interno u de T, indo para

o vértice x de Vor(P), e outra, de v, indo para y.

(Se x ou y s&o ni, tal vértice ainda esta indefinido.)



Tratamento de evento-ponto

TrataEventoPonto(q, T, @, V)
1 seT =10
2 entdo Insere( T, q)

3 sendo f + Busque(T, q) > folha de T do arco acima de g
4 i < evento _circ(f)

5 se i 75 NIL

6 entdo Remove(Q, /)

7 (u,f,v) « Quebre e |Insira(T,f,q)

8 NovaAresta(V, u, N1, v, Nir.)

9 AtualizaEventos(Q, T, f)

AtualizaEventos(Q, T, f): calcule o evento-circulo das

duas novas triplas de arcos consecutivos em T em torno de f;
se a Y-coordenada de tal ponto &€ menor que gy,

entdo acrescente-o a @).



Tratamento de evento-circulo

TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)
1 f«+ folha(q) > folha de T do arco associado a g
2 (pred, suc, novo) < Remove(T,f)

Remove( T, f): remova f e devolva os dois nés internos
de T associados ao arco de f, e o seu substituto.



Tratamento de evento-circulo

TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)

1 f«+ folha(q) > folha de T do arco associado a g
(pred, suc, novo) <— Remove(T, )
AtualizaEventos(@, T, novo)

C < centro(q) > centro do circulo associado a g
u < NovoVertice(V, c)

Gl wWwN

Remove( T, f): remova f e devolva os dois nés internos
de T associados ao arco de f, e o seu substituto.

AtualizaEventos(@, T, f): calcule o evento-circulo das

duas novas triplas de arcos consecutivos em T em torno de f;
se a Y-coordenada de tal ponto & menor que gy,

entdo acrescente-o a Q.



Tratamento de evento-circulo

TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)

1 f«+ folha(q) > folha de T do arco associado a g
(pred, suc, novo) <— Remove(T, )
AtualizaEventos(@, T, novo)

C < centro(q) > centro do circulo associado a g
u < NovoVertice(V, c)
AdicionaExtremo(V, u, aresta(pred), aresta(suc))

SO BWN

Remove( T, f): remova f e devolva os dois nés internos
de T associados ao arco de f, e o seu substituto.

AdicionaExtremo(V, u, aresta(pred), aresta(suc)):
pde u como extremo das gémeas correspondentes
aos pontos de quebra associados a q.



Tratamento de evento-circulo

TrataEventoCirculo(q, T, Q,V)

1 f«+ folha(q) > folha de T do arco associado a g
(pred, suc, novo) <— Remove(T, )
AtualizaEventos(@, T, novo)

C < centro(q) > centro do circulo associado a g
u < NovoVertice(V, c)

AdicionaExtremo(V, u, aresta(pred), aresta(suc))
NovaAresta(V, novo, 1L, 1L, 1)

~NOo ok WwN

Remove( T, f): remova f e devolva os dois nés internos
de T associados ao arco de f, e o seu substituto.

NovaAresta(V, u, x, v, y): cria aresta nova em Vor(P),
com uma gémea do né interno u de T, indo para

o vértice x de Vor(P), e outra, de v, indo para y.

(Se x ou y sdo ni, tal vértice ainda esta indefinido.)



