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Resumo

COUTO, Y. S. Estruturas de dados persistentes. 2018. 80 f. Dissertacdo (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

Estruturas de dados (EDs) permitem operagoes de acesso e de modificagao; operagoes de acesso
apenas consultam um ou mais campos de uma ED, enquanto operacdes de modificacdo podem
alterar os campos da estrutura. Dizemos que, ao realizar uma operacao de modificacdo, criamos
uma nova versao da ED.

Uma ED é parcialmente persistente se permite apenas operacoes de acesso a versdes anteriores
e modificagdo apenas na versao mais nova, e totalmente persistente se também permite operagoes
de modificacdo em todas as versoes.

Esta dissertacdo apresenta a descricdo e implementagdo de uma versao total ou parcialmente
persistente de varias estruturas: pilhas, filas, deques e arvores rubro-negras. Também sao
discutidas técnicas gerais para tornar persistentes certas classes de estruturas de dados. Por fim, é
apresentada uma solugdo ao problema de localizacdo de ponto, que usa uma arvore de busca

binaria persistente.

Palavras-chave: estruturas de dados, persisténcia, arvores rubro-negras, localizacdo de ponto
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Abstract

Couto, Y. S. Persistent data structures. 2018. 80 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2018.

Data structures (DSs) allow access and update operations; access operations only allow accessing
the value of one or more fields of the DS, while update operations allow modifying the fields of the
structure. We say that, whenever an update operation is done, a new version of the DS is created.

A DS is partially persistent if it allows access operations to previous versions of the structure
and update operations only on the newest version, and totally persistent if it also allows update
operations on all versions.

This dissertation presents the description and implementation of totally or partially persistent
versions of several data structures: stacks, queues, deques, and red-black trees. General techniques
to make certain classes of DSs persistent are also discussed. At last, a solution to the point

location problem, using a persistent binary search tree, is presented.

Keywords: data structures, persistence, red-black trees, point location



Sumario

Introducao
I Preliminares
1 Ancestrais em arvores
1.1 Introducdo. . . . . . o o o L e
1.2 Poténcias de fungdes . . . . . . . . .. e
1.3 Ancestral de nivel online para arvores . . . . . . . . .. .. ... ... ..
1.4 Calculo do ancestral comum mais profundo . . . . . .. ... ... ... ...
2 Ancestrais com representagao skew binary
2.1 Defini¢ao e propriedades . . . . . . . .. L e e
2.2 Jump pointers. . . . ... e e e
2.3 Caélculo dos jump pointers . . . . . . . . . . . e e e e
2.4 Ancestral comum mais profundo . . . . .. ... L L
IT Persisténcia
3 Pilhas e filas de acesso aleatério
3.1 Pilhas persistentes . . . . . . L L
3.2 Filas persistentes . . . . . . L
4 Deque com LA e LCA
4.1 Representacao e visdo geral . . . . . . . oL
4.2 AcesSO € INSErCa0 . . . . v v i e e e e e e e
4.3 Remocao . . . . . . .o e e e e
4.4 Acesso a outros elementos . . . ... L. Lo Lo
5 Deque recursiva

5.1 Representacao . . . . . . . .. oL e e e
5.2 Operacoes de aCeSSO . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
5.3 Operagoes de modificagdo . . . . . . . . .. L e
5.4 Acesso a outros elementos . . . . . . ... L. e e e e

N O e e

10
10
12
14
15

17

18
18
22

24
25
26
27
28



SUMARIO SUMARIO

6 Deque de Kaplan e Tarjan 36
6.1 Contadores bindrios . . . . . . . . . L e e e e e 36
6.2 Visdo geral . . . . .. L e e 38
6.3 Regularidade e operagées . . . . . . . . ... e e e e e 39
6.4 Pilha de pilhas, e implementagoes funcionais . . . . . . . . ... ... ... ... 40
6.5 Representacado . . . . . . . .. e e e 43
6.6 Procedimento Fix detalhado . . . . .. .. ... .. .. oo 43
6.7 Implementacao de FIXDEQUES . . . . . . . . . . . . 0 ittt ittt 44
6.8 Implementacao de FIX . . . . . . . . . . . e 45
6.9 Implementacdo das operagoes . . . . . . . . . .ot e e e e e 47

7 Técnicas gerais 49
7.1 Modelo de computagao . . . . . . . ... L 49
7.2 Offline . . . . . e 50
7.3 Implementacao funcional . . . . . . . .. L L 52
74 Fatnode . . . . . . . o e 54
7.5 Node copying . . . . . . . . o e e 55

8 Arvore rubro-negra 62
8.1 Definigoes . . . . . o . e e e 63
8.2 Implementacao da persisténcia . . . . . . . . . . ... 63
8.3 Operagoes de acesso . . . . . . .o e e e e e e e 64
8.4 Modificagdo de um campo . . . . . ... L e e e e e 65
85 Imsercdoem ABB . . . . . . .. 65
8.6 Imsercao em rubro-negra . . . . . .. ...l Lo e e 67
8.7 Remocaoem ABB . . . . . .. 71
8.8 Remocdao em rubro-negra . . . . .. .. Lol Lo e 73

9 Localizagdo de ponto 79
9.1 Solucao ingénua . . . . . . . . .. e e e 79
9.2 Particdo do plano em faixas . . . . . .. .. L L 80
9.3 Conversao da solucao offline em online . . . . . .. ... ... ... .. ........ 81
9.4 Pré-processamento . . . . . ... L e e e e 81
9.5 Consulta . . . . . . . . e 83

Conclusao 84



Introducao

Uma estrutura de dados (ED) é uma forma de organizar dados em programas de computador.
Estruturas de dados permitem operagoes de acesso e de modificacdo; operagdes de acesso apenas
consultam um ou mais campos de uma ED, enquanto operacoes de modificacdo podem alterar os
campos da estrutura.

Em geral, operacdes s6 podem ser feitas na configuracdo atual da ED, ou seja, ao realizar
uma, operagdo de modificacdo, perde-se informacao sobre o “passado” da estrutura. Dizemos que,
ao realizar uma operacao de modificacdo, criamos uma nova versao da ED. Estruturas de dados
persistentes [5] permitem realizar operagoes em versoes criadas anteriormente. Dizemos que uma ED
é parcialmente persistente se permite apenas operagoes de acesso a versoes anteriores e modificagcao
apenas na versao mais nova, e totalmente persistente, ou apenas persistente, se também permite
operacoes de modificacdo em todas as versoes.

Considerando um digrafo das versoes onde, se a versao j foi criada a partir da versao i, entao
existe um arco de ¢ para j, temos que para estruturas parcialmente persistentes esse digrafo é um
caminho e, para estruturas totalmente persistentes, é uma arvore enraizada em que as arestas vao
para longe da raiz. Este digrafo é chamado de arvore de versoes.

O estudo de estruturas persistentes segue dois caminhos: técnicas gerais, para tornar qualquer
estrutura de dados persistente, ou técnicas para tornar alguma ED especifica (como uma pilha ou
fila) persistente, deixando-a tao eficiente e simples quanto possivel.

Persisténcia foi formalmente introduzida por Driscoll, Sarnak, Sleator e Tarjan [5], porém j& era
estudada anteriormente, principalmente para a implementacao de estruturas de dados em linguagens
funcionais, como pilhas [10], filas [6] e &rvores de busca binaria (ABBs) [9].

A Parte 1 desta dissertacdo detalha as solugoes para os problemas de ancestral comum mais
profundo e ancestral de nivel, usadas como caixa preta nos Capitulos 3 e 4. Um leitor com algum
conhecimento prévio destes tOpicos pode optar por iniciar a leitura desta dissertagdo a partir da
Parte II, consultando a Parte I se necessario.

A Parte II detalha a teoria de estruturas persistentes, e se divide da seguinte forma:

e Os Capitulos 3 a 6 apresentam técnicas para tornar persistentes estruturas especificas, como

pilhas, filas e deques.

e O Capitulo 7 apresenta técnicas gerais para tornar persistentes certas classes de estruturas de

dados. O Capitulo 8 aplica uma destas técnicas a arvore rubro-negra.

e O Capitulo 9 apresenta uma aplicacdo da estrutura apresentada no Capitulo 8 para resolver

um problema de geometria computacional conhecido como o problema de localizacao de ponto.



INTRODUCAO

Todas as estruturas apresentadas foram implementadas em C++, e as implementagoes podem
ser acessadas pelo repositorio yancouto/mestrado no GitHub. A documentacio dessas imple-

mentagoes estd disponivel em yancouto.github.io/mestrado.


https://github.com/yancouto/mestrado/
https://yancouto.github.io/mestrado/

Parte 1

Preliminares



Capitulo 1

Ancestrais em arvores

1.1 Introducao

Seja T = (V, F) um grafo. Dizemos que T' é uma &arvore se é aciclico e conexo. Nesse caso, entre
cada par de vértices de T existe exatamente um caminho. Uma arvore é enraizada quando fixamos
algum vértice » € V', chamado de raiz.

Para propésitos de implementagao e sem perda de generalidade, supomos que V' = {1,2,...,|V|}.
Para cada vértice u € V, os ancestrais de u sao os vértices no (tnico) caminho de u até r.
O (i — 1)-ésimo ancestral de u é o i-ésimo vértice nesse caminho. Em particular, u é o 0-ésimo
ancestral de uw. Dizemos que o primeiro ancestral de u, se u # 7, é o pai de u. Definimos a
fungdo Parent : V' — V tal que Parent(u) é o pai do vértice u, para todo u € V \ {r}; para o
vértice r, pode-se considerar que Parent(r) = r. A profundidade de um vértice u é denotada
por D(u) e é o nimero de arestas no caminho de u até r.

O problema do Ancestral de Nivel (no inglés, Level Ancestor, abreviado LA), é o problema de
encontrar, dados u € V e k € N tal que k < D(u), o k-ésimo ancestral de u, ou seja, o problema de

avaliar a funcao
LA(k,u) :== Parent®(u).

O problema do Primeiro Ancestral Comum (no inglés, Lowest Common Ancestor, abreviado
LCA), é o problema de encontrar, dados u,v € V, o vértice w de maior profundidade que é ancestral

de ambos u e v, ou seja, o problema de avaliar a funcao

LCA(u,v) == argmax{D(w) : w € V, w é ancestral de u e v}.

1.2 Poténcias de funcoes

Vamos considerar o problema, um pouco mais genérico, de, dada uma fungdo f : [n] — [n],
que pode ser dada por um vetor de tamanho n, por exemplo, construir um algoritmo que, apds
possivelmente algum pré-processamento sobre o vetor f, responda consultas do tipo: dados i € [n]
e k € [m] U {0}, determinar f*(i) de forma eficiente. Se o tempo de processamento é O(p(n,m))

e o tempo para responder cada consulta é O(q(n,m)), dizemos que a complexidade da solugdo

¢ {O(p(n,m)), O(g(n, m))).
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1.2.1 Solugoes simples

Uma solugéo simples é nao fazer nenhum pré-processamento e sempre realizar as k iteragoes
para determinar f¥(i). Esta solucdo tem complexidade (O(1),O(m)). Outra solucio simples é
armazenar a resposta para todas as consultas possiveis em uma matriz M tal que M[k][i] = f*(i)
para todo i € [n] e k € [m] U {0}. Esta matriz pode ser preenchida usando programacao dindmica

em tempo O(nm), ji que sabemos que, se k > 0, entdo f*(i) = f(f*1(4)), ou seja,

f(M[k—1]li]) sek>0

M[k][l]:{ i sek=0

ou seja, podemos preencher M iterando pelos seus indices em ordem nao decrescente de k. Esta

solugao tem complexidade (O(nm), O(1)).

1.2.2 Poténcias de dois

As solugbes apresentadas funcionam da seguinte maneira: escolhe-se uma base (aq,...,a,) tal
que todo niimero entre 0 e m pode ser escrito como soma de zero ou mais destes ntimeros, e calcula-
se (durante o pré-processamento) f% (i) para todo i € [n] e j € [z]. Dado um ndimero k, escreve-se

este como k = ap, + ap, + -+ ap,, € apoés isso calcula-se

FRG) = (o (f (@) ).

No primeiro exemplo da Subse¢do 1.2.1 escolhemos como base apenas (1), e o tempo de consulta
foi grande, enquanto no segundo exemplo escolhemos (1,...,m), e o tempo de pré-processamento
foi grande.

Escolhendo a base de forma mais inteligente, é possivel melhorar a complexidade. Cada ntimero
tem uma decomposi¢ao (inica) em somas de poténcias de dois distintas (correspondente & sua repre-
sentacdo bindria), e existem apenas |lgm| poténcias de 2 entre 1 e m. Portanto, podemos escolher
a base (1,2,4,... ,2Ung). Para fazer o pré-processamento, utilizaremos programacao dinamica

preenchendo uma matriz M tal que M[k][i] := f2" (i) para todo i € [n] e 0 < k < |lgm|. Sabemos
que fE(f*(i)) = £2*(i), logo temos

i :{ M'[k—l][M[k—l][i]} sekiO
f@@) se k=0,

e também podemos preencher M iterando pelos seus indices em ordem nao decrescente de k.

Teorema 1.1. Todo niumero positivo tem uma unica decomposicdo em soma de poténcias de dois

distintas.

Demonstragdo. A prova é por inducéo. E 6bvio que 1 tem uma tnica decomposicdo em soma de
poténcias de dois.

Seja k > 1 um inteiro e seja 27 a maior poténcia de dois menor ou igual a k. Note que k—2% < 2%
(caso contrario 2*F1 < k), entdo pela hipétese de inducdo k — 2% tem uma decomposi¢io em

poténcias de dois distintas, e nenhuma destas poténcias é 2%, logo podemos adicionar esta poténcia
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a representacdo. Isto prova a existéncia. A unicidade segue de que a representacio de k— 2% é tinica

pela hipétese de indugédo e, como > 2Y¥ = 2% — 1 < 2% temos que qualquer decomposi¢ao de k
0<y<zx
deve conter 2%. O

A prova acima nos dé4 um algoritmo para encontrar uma decomposicdo em poténcias de dois
de k: basta encontrar a maior poténcia de dois menor ou igual a k e subtrai-la de k, e repetir este

procedimento até k se tornar 0.

Cddigo 1.1: Solugao para poténcia de funcao.

> Cria a matriz M a partir de f.

1: function PREPROCESSING(f,n, m)
2: fori=1ton:
3: M0][] = f(@)
4: for k=1 to |lgm] :
5: fori=1ton:
6: M{k][i] = M[k — 1)[M[k — 1][i]]
> Devolve f¥(i); deve ser chamada apés PREPROCESSING.
7. function QUERY(k, 1) pk<mei<n
8: for z = |lgm| down to 0 :
9: if 2 <k
10: k=k-—2%
11: i = Mz][i]
12: return ¢

O Codigo 1.1 mostra a solugdo discutida, que tem complexidade (O(nlgm),O(lgm)) e con-
some espaco O(nlgm). Note que é ficil implementar QUERY(k,i) de forma que esta consuma

tempo O(lg k); basta, no lago, o valor de x comegar com |lgk].

1.3 Ancestral de nivel online para arvores

Como Parent é uma funcao de V em V', é possivel utilizar os algoritmos discutidos na Secao 1.2
para avaliar a funcdo LA. Note que, para cada u € V, precisamos apenas calcular Parentk(u)
para k < D(u), logo usamos n = m = |V/|. Estes algoritmos, porém, supéem que a fungdo é conhe-
cida de anteméao, para realizar o pré-processamento, ou seja, a funcdo Parent deve ser totalmente
conhecida de antemao (e por conseguinte a arvore).

Na Subsecao 1.2.2, vimos que M|k|[u] = M[k — 1|][M[k — 1][u]] pode ser calculada usando
programacao dindmica pois depende de indices menores da primeira coordenada. No caso de arvores,
porém, sabemos que ka_l(u) é um ancestral de u, logo para calcular os valores M [k][u] para
todo 0 < k < |lgD(u)| basta que os valores de M ja estejam calculados para todos os ancestrais
de u, e entdo calculamos M [k][u] em ordem crescente de k (ja que M|[k|[u] depende de M[k — 1][u]
além de seus ancestrais).

Por esse motivo, o algoritmo pode ser implementado de forma online, com novas folhas podendo
ser adicionadas a arvore. Para melhorar a notagdo neste caso, usamos em cada ndé um vetor jump

k
com os valores de M, ou seja, u.jump[k] = M[k][u] = Parent® (u). Assim que uma folha u for
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adicionada, podemos calcular os valores de u.jump, em tempo e espaco O(|lgD(u)]). A consulta

continua da mesma forma.

Cédigo 1.2: Solugdo para o problema do Ancestral de Nivel.

> Adiciona a folha u a arvore.
function ADDLEAF(u)
u.jump[0] = Parent(u)
for k=1 to |lgD(u)] :
u.jumplk] = w.jumplk — 1].jumplk — 1]
> Devolve LA(k,u); deve ser chamada apdés ADDLEAF(u).
function LEVELANCESTOR/(k, u)
for x = |lgk| down to 0 :
if 27 <k
k=k—2"
u = u.jump|x]
10: return u

O Cédigo 1.2 resolve o problema do Ancestral de Nivel online, quando se pode adicionar folhas a

arvore. A operacdo ADDLEAF(u) consome tempo O(lgD(u)) e a operagdo LEVELANCESTOR(k, u)

consome tempo O(lgk) = O(lgD(u)). Note que cada né u deve armazenar um vetor de tama-
nho |lgD(u)]|. Na literatura, essa técnica é chamada de Sparse Table, j& que “armazenamos” uma
tabela de tamanho |V| x |V| usando apenas espaco |V|lg|V|, ou Jump Pointers, neste caso mais

especifico do Ancestral de Nivel em &rvores [1]. A Figura 1.1 ilustra os jump pointers de uma arvore.

/,'A\
/;O // O‘
»Q«:/ 5o o

1
|
\

Figura 1.1: Exemplo de arvore com jump pointers. As arestas cheias sdo as arestas de pai (jumpl0]), as
arestas tracejadas pulam dois niveis (jump|[1]), e as arestas pontilhadas pulam quatro niveis (jump[2]).

1.4 Calculo do ancestral comum mais profundo

Sejam u,v € V e ¢ € V o ancestral comum mais profundo de u e v. Vamos supor, sem
perda de generalidade, que D(v) > D(u). E ébvio que D(c) < D(u), logo podemos “nivelar” os
vértices u e v, ou seja, trocar v por LA(D(v) — D(u),v). Assim, podemos supor que D(u) = D(v)

e, para encontrar o ancestral comum mais profundo de u e v, devemos encontrar o menor k* tal
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que LA(k*,u) = LA(k*,v). Note que se k < D(u) — 1 e LA(k,u) = LA(k,v), entao
LA(k + 1,u) = Parent(LA(k,u)) = Parent(LA(k,v)) = LA(k + 1,v).

Isso permitira a utilizacdo dos Jump Pointers para determinar tal k* minimo.

Se x < k* entdo LA(z,u) # LA(z,v), ou seja, temos uma forma de checar se x < k* sem co-
nhecer £*. Como, pela prova do Teorema 1.1, para decompor um ntimero em soma de poténcias de
dois distintas, basta determinar a maior poténcia de dois menor ou igual a esse niimero, adicioné-la
a decomposicao e repetir. Como temos jump pointers para as poténcias de dois para todos os nés,
conseguimos determinar a decomposi¢ao em poténcias de dois distintas de k* — 1 (j& que consegui-

mos testar z < k* — 1 e ndo = < k*), e de forma similar & fungdo LEVELANCESTOR do Cédigo 1.2,

podemos determinar o (k* — 1)-ésimo ancestral de u e v em tempo O(lg D(u)).

Cédigo 1.3: Primeiro Ancestral Comum usando Jump Pointers.

1: function LOWESTCOMMONANCESTOR (u, v)

2 if D(u) > D(v) :

3 U,V =0,1u > Garante que D(u) < D(v).
4: v = LEVELANCESTOR(D(v) — D(u), v) > Nivela v.
5: ifu=wv:
6

7

8

9

return u
for i = |lgD(u)| down to 0 :
if w.jumpli] # v.jumpli] :
: u = w.jumpli]
10: v = v.jumpli]
> u é agora o filho do LCA de u e v.
11: return Parent(u)

Invariante. Ao inicio da iteracdo com wvalor i do for da linha 7 do Cédigo 1.3, wale
que 0 < D(u) —D(c) < 271, onde ¢ = LCA(u,v), e o valor de LCA(u,v) ndo se altera ao final

da iteracdo.

Demonstragao. Para a base, i = [lgD(u)| e
D(u) — D(c) < D(u) = 2'8P® < glleDw)]+1,

Além disso, se u = ¢, entdo o if da linha 5 é executado, logo D(u) — D(c) > 0.

Suponha que o invariante vale ao inicio da itera¢cdo com valor ¢, e provaremos que continua va-
lendo ao comego da iteragdo com valor i—1. Seja d := D(u) — D(c). Sabemos entdo que 0 < d < 2¢+1,
Note que d < 2! se e somente se LA(2%,u) = LA(2%,v), ou seja, o if da linha 8 é executado se e so-

mente se d > 2¢. Entdo
e se d <2, o invariante ja vale para i — 1 e o if nao é executado;

e se d > 2¢, o if é executado, portanto trocamos u por LA(2%,u) e v por LA(2¢,v). Seja d’ o

novo valor de D(u) — D(¢). A profundidade de u e v diminui de 2¢, logo o valor de

d =d— 2 <2l _ 9t — 9t
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Como d > 2¢, também temos que d' = d — 2° > 0, e o invariante continua a valer.

O]

Portanto, ao final da 1ltima iteracdo, o invariante vale para ¢ = —1, ou seja, vale
que 0 < D(u) — D(c) < 2 =1, logo ¢ é o pai de u e a fungdo retorna o valor correto.

A Tabela 1.1 mostra o consumo de tempo e espago das implementagoes discutidas nesse capitulo.

Funcao Tempo/Espago
ADDLEAF (u) O(lgn)/O(lgn)
LEVELANCESTOR(k, u) O(lgn)
LOWESTCOMMONANCESTOR(u, v) O(lgn)

Tabela 1.1: Consumo de tempo e espaco da solugdo discutida, onde n é o tamanho da arvore.



Capitulo 2

Ancestrais com representacao skew

binary

Neste capitulo, apresentamos uma outra solu¢do para o problema do Ancestral de Nivel. Esta
solugdo, apesar de um pouco mais complicada, requer processamento que consome espago e tempo
constante por né adicionado. Esta solucao foi dada inicialmente por Myers [10]. No final do capitulo,
apresentamos também uma solugdo para o problema de Primeiro Ancestral Comum utilizando a
mesma técnica.

Como lidaremos com representa¢des numéricas em grande detalhe, neste capitulo usaremos

também notacdo de cadeias, na qual 21° representa a cadeia 211111 e nao o nimero 4084101.

2.1 Definicao e propriedades

Um nimero skew-binary de tamanho n é uma cadeia a = apan—1---a1 tal que a; € {0,1,2}
e an # 0. Denotamos o tamanho de a por |a| = n. O valor de tal nimero é V(a) = i a; (28 —1).
Note que multiplas cadeias podem ter o mesmo valor, por exemplo, tanto 21 quanto 106:t1ém valor 7.

Para todo a tal que V(a) # 0, defina NZ(a) := min{i € [n] : a; # 0}, ou seja, a posi¢ao
do digito nao nulo menos significativo de a. Dizemos que um nimero skew-binary é canénico se
todos os seus digitos sdo 0 ou 1 exceto, possivelmente, o digito ndo nulo menos significativo. Mais
formalmente, a; = 2 implica que i = NZ(a). Seja CSB o conjunto de todos os niimeros skew-binary
candnicos.

Esta igualdade serd 1til na prova dos lemas:

> oot =ortl 2t (A)
i=/

Lema 2.1. Se a € CSB ¢ |a| = n, entdo 2" —1 < V(a) < 27! -2,

Demonstragdo. Considere o ntimero b = 10”1, Como, por definicdo, a, > 1 =0b, e a; > 0 = b;
para i € [n — 1], vale que V(a) > V(b) = 2" — 1.

10
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Note que

V()= > a(2'—1) < ( zn: (28 — 1)) + 2(2N%@) _ 1)
‘ )+1

i=NZ(a
@) gn+1 _ 9NZ(a)+1 _ (n — NZ(a)) + 2N4@+1 _ 9

(%) 2n+1 -9

9

onde (1) vale por que a € CSB, (2) vale por (A) e (3) vale pois NZ(a) < n. O

O lema mostra que o menor e maior niimero de n digitos em CSB sao 10"~ e 20" !, respecti-

vamente, e também que qualquer representagdo de z em CSB usa |lg(xz + 1)| digitos.

Teorema 2.2. Cada niumero natural tem wuma representacdo tnica em CSB. FEquivalente-

mente, V : CSB — N é uma fung¢do bijetora.

Demonstragao. Vamos provar que V é injetora, ou seja, se a # b entdo V(a) # V(b). Suponha, sem

perda de generalidade, que |a| > |b|. Se |a| > |b|, ent@o, pelo Lema 2.1,
V(a) > 2lel —1 > 2l — 9 > 9lblHl _9 > v(p).

Se |a| = |b|, considere i* = max{i € [n] : a; # b;}. Assuma, sem perda de generalidade, que a;« > b;«.

Escreva a = aa+«f e b = ab;+y. Entao

—~

V(a)— V() = (@ — 1)+ V(B) - V() > (2" 1) (2

~—
—
~

_2):17

onde (1) vale pois a;+ > by + 1, (2) vale pois V() > 0 e usando o Lema 2.1 sobre 7. Isso prova
que V(a) # V(b), logo V é injetora.

Para provar que V é sobrejetora, precisamos provar que, para todo x € N, existe a € C'SB tal
que V(a) =x. Por inducio em n, vamos provar que, para todo x < 2"*t! — 2 existe a € CSB
tal que V(a)=z. Se n = 0, entdo a = 0 é tal que V(a) = 0. Suponha que n > 1 e
todo x < 2" — 2 tem uma representacdo em CSB. Seja 2" —1 <y < 2"t — 2. Se y = 271 — 2,
sabemos que a = 20"~ € CSB ¢ tal que V(a) = y. Caso contrério,

y—(2"—1)<2"t 2 (2" —1)=2"—1.

Logo existe a € CSB tal que V(a) =y — (2" — 1), mas entdo b = la € CSBe V(b) = v. O

Como cada numero natural tem uma representacdo unica em CSB, podemos definir uma
funcdo R : N — CSB tal que V(R(z)) = z para todo = € N, ou seja, R(x) é a representacio

skew-binary canoénica de z.

Lema 2.3. Seja a € CSB tal que V(a) > 0. Se NZ(a) = 1 entdo V(an---az(a; — 1)) = V(a) — 1,
caso contrdrio V(ay - - - anz(a)+1(aNz(a) — 1)20N%(@)=2) = y(a) — 1.

Demonstragao. Quando NZ(a) = 1, vale que a1 # 0, logo b:=a,---as(a; — 1) € CSB. Além
disso, V(a) —V(b) = a1 — by = 1.
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ANCESTRAIS COM REPRESENTACAO SKEW BINARY JUMP POINTERS

Caso contrario, como o unico digito em a que pode ser 2 é o NZ(a)-ésimo digito, temos
que b= ay -+ anz(a)+1(anz(@) — 1)208%9=2 € CSB. Além disso,

V(a) = V(b) = (anz(a) — bnza) 2V — 1) — 2VA@O71 — 1) = N4 1 — QN2 _9) = 1.
O

O lema mostra que subtragdo por 1 no valor de um nimero skew-binary canonico consiste de
diminuir em 1 o digito ndo nulo menos significativo e, se existir, aumentar para 2 o digito a direita

deste.

2.2 Jump pointers

No problema do Ancestral de Nivel, para avaliar LA(k, u), temos um né u de profundidade D(u)
e queremos determinar seu ancestral v de profundidade D(v) = D(u) — k. Na solucao apresentada
na Subsecdo 1.2.2, cada né tinha um ponteiro para seu 2%-ancestral, para todo = € |[lgD(u)]|, e o
noé v era alcancado a partir de v pulando as poténcias de dois distintas da decomposicao de k.

Este problema pode ser interpretado de outra forma. Temos um ntmero z e queremos trans-
formé-lo em y < z, a cada passo diminuindo o valor de x. Com esta interpretagdo, na solugao da
Subsecao 1.2.2, que tenta transformar D(u) em D(v), a partir de cada niimero podiamos subtrair
qualquer poténcia de dois. Note que diminuir o valor de um niimero por z é equivalente a escolher
0 z-ésimo ancestral de um no.

Vamos considerar uma solucao alternativa para este problema, na qual a partir de um nimero x
positivo podemos pular para os nimeros z — 1 ou J(z), onde J(z) == z — (2N4(R(®) _ 1), ou seja,
se considerarmos R(z), a representacao skew-binary canonica de z, J(x) consiste em diminuir de
um o digito ndo nulo menos significativo de R(z). Por exemplo, se x = 13, entdo R(z) = 120

e J(x) = V(110) = 10. A Figura 2.1 da os valores de R e J para ntimeros pequenos.

z || R(z) | J(x)
0 0 0
1 1 0 %
2 2 1
3 10 1
4 11 3
) 12 4
6 20 3
7 100 0
8 101 7
9 102 8
10 110 7
11 111 10
12 112 11
13 120 10
14 || 200 7
15 || 1000 0

Figura 2.1: Valores das fungoes R e J para valores pequenos.
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Considere o seguinte algoritmo, que transforma z em y (inicialmente z > y):

Cédigo 2.1: Transformacao de x em y usando z — 1 e J(x).
while x £ y :

1:
2
3: x = J(x)
4
5

O algoritmo é guloso no sentido que sempre escolhe usar J quando possivel (e J(z) <z —1). A
correcao do algoritmo é clara, jA que é sempre possivel alcancar y usando apenas x — 1, e  nunca

se torna menor que y.
Teorema 2.4. O algoritmo no Cédigo 2.1 termina em O(lgx) iteragdes do while.

Demonstragao. Seja a = R(z), b .= R(y) e n := |a|]. Se |a] > |b|, aumente b adicionando Os
a esquerda. Seja * = max{i € [n]: a; # b;}, e escreva a = aa;+f e b= abjxy. Pelo Lema 2.1,
temos que a;x > b= e que V(c) > V(b), onde ¢ := by, - - - bix41(bx + 1)Oi**1. Note que ¢; < a; para
todo 7 € [n], e temos que NZ(a) < i*. Se NZ(a) < i* vale que anz(q) > 0 = cny(q), € se NZ(a) = i
vale que anz(q) = @i+ > bix +1 = ¢;x. Portanto anz) > ¢nz(), com igualdade apenas se a = c.

Logo se a # ¢ podemos diminuir axz(,) em um, ou seja, J(V(a)) > V(c). Podemos repetir este

i*

argumento até que a = ¢, ou seja, x = V(c). Esta parte realiza no maximo 2. ai <%+ 1 iterages,
ja que cada digito é no méximo 1, a menos de um destes, que pode ser 2. =

Vamos provar que, se a = by, - - - bj11(b; + 1)0° paraalgum 1 < i < n, comz = V(a) ey = V(b),
entdo o algoritmo terminard em no maximo 2¢ iteragoes. Com isso provado, comecando de onde para-
mos acima, ou seja, de ¢ = by, « - - b1 (b + 1)0i*_1, o algoritmo realiza no maximo 2¢* iteragoes adi-
cionais. Logo o algoritmo realiza no maximo (i* + 1) +2i* = 3i* +1 < 3n+ 1 = O(lgx) iteragoes
no total, e o teorema estara provado.

A prova serd por inducgdo em i. Se i = 1 entdo J(x) =z — 1 = y e o algoritmo termina em uma
iteracdo. Suponha que ¢ > 1 e a hipGtese vale para valores menores que i. Se NZ(b) > i, entdao b
tem um sufixo de pelo menos i — 1 valores 0. Ou seja a = by, ---bi11(b; + 1)bj—1 - - - b1, e entdo se
diminuirmos 1 de a; temos b, ou seja, J(V(a)) = V(b), e o algoritmo termina em uma itera¢ao. Caso
contrario, J(V(a)) < V(b), e entdo x = x — 1 é executado. Pelo Lema 2.3, R(z — 1) = by, - - - 5;20° 2,
e é claro que V(20°=2) > V(b1 - - - b1). Considere o valor de b;_1:

e se b;_1 =2, entdo z — 1 = y e o algoritmo termina, gastando uma iteragao;

e se b;_1 = 1, entdo podemos aplicar a hip6tese de indugdo (para z — 1 e ¢ — 1) e temos que o

algoritmo gasta no maximo 2(i — 1) + 1 < 2i iteragoes;

e sebi_1 =0, entdo J(z—1) >yeR(J(x—1)) = b, - 51072, logo podemos aplicar a hipitese
de indugao (para J(x — 1) e i — 1) e temos que o algoritmo gasta no méximo 2(i — 1) +2 = 2i

iteracgoes.
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A Figura 2.2 mostra um exemplo de aplicagdo do algoritmo no Cdédigo 2.1. A transformagio
de x = 59 até x = 46 corresponde & primeira parte da prova do Teorema 2.4. O resto corresponde

a segunda parte.

x 59 56 53 46 45 44 41 40
CSB 11120 11110 11100 11000 10200 10120 10110 10102
z = J(z) z = J(z) z = J(z) z=z—1 r=z—1 z = J(z) z=z—1

Figura 2.2: Exemplo do algoritmo do Cédigo 2.1 aplicado sobre x = 59 e y = 40.

Portanto, é possivel usar a mesma ideia para resolver o problema do Ancestral de Nivel. Suponha
que todo vértice u tenha um campo u.jump que armazene seu ancestral com profundidade J(D(u)).
Entéao, de forma andloga ao algoritmo do Cédigo 2.1, podemos resolver o problema do Ancestral de
Nivel como no Cédigo 2.2. A corregao é clara e o consumo de tempo O(lgD(u)) segue diretamente

do Teorema 2.4.

Cdédigo 2.2: Ancestral de Nivel usando a representacao skew-binary.

1: function LEVELANCESTOR (k, u)
2: y=D(u) —k

3: while D(u) # y :

4: if D(u.jump) >y :

5: U = U.Jump

6: else

7: u = Parent(u)

8: return u

2.3 Calculo dos jump pointers

A secdo anterior apresentou uma solucdo para o problema do Ancestral de Nivel que con-
some tempo logaritmico, porém nela assumimos que cada né w tinha um campo w.jump com
seu J(D(u))-ésimo ancestral. Nesta secdo, detalharemos como encontrar tal ancestral para cada

nob.

Teorema 2.5. Seja a € CSB. Se a ndo contém nenhum digito 2, ou seja, se anz)y # 2,
entdo J(V(a) +1) = V(a). Caso contrdrio, J(V(a) + 1) = J(J(V(a))).

Demonstragdo. Suponha que anz) # 2. Note que b = ap ---az(a; + 1) é um nimero em
skew-binary tal que V(b) = V(a )—l— 1, e, j4 que a nao tem digito 2, vale que b € CSB. Obvia-
mente NZ(b) =1, logo J(V(a) +1) = J(V(b)) = V(b) — 1 = V(a).

Caso contrario, ayyzq) = 2. Considere b = a, - - - anz(a)+2(ANZ(@@)+1 T 1)ONZ(‘1). Pelo Lema 2.3
vale que R(V(b) — 1) = a, logo V(b) = V(a) 4+ 1. Note que
J(V(b)) = ap - aNg(a)+10V A,
J(V(a)) = an - ang(a)+1 10V e
JI(V(a)) =an--- aNZ(a)+1ONZ(a)~
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Portanto, J(V(a) + 1) = J(J(V(a))). O

Pelo Teorema 2.5, é facil calcular J(x) a partir dos valores J calculados para valores menores

que z, se soubermos identificar se R(z — 1) tem algum digito 2.

Proposicao 2.6. Seja a € CSB tal que V(a) # 0. Entao
anz(a) =2 <= J(V(a)) #0 e V(a) = I(V(a)) = J(V(a)) = J(J(V(a))).

Demonstracio. Seja b= R(J(V(a))). Lembre que J(V(a)) = V(a) — (2N%4@ —1).
Se anyz(q) = 2, entdo NZ(b) = NZ(a) (e V(b) # 0), logo segue que

V(a) = J(V(a)) = 2V4) — 1 = 2N40) — 1 = V(b) — J(V(b)) = J(V(a)) — J(J(V(a))).
J& se anz(,) = 1, entdo se J(V(a)) # 0 vale que NZ(b) > NZ(a), logo segue que

V(a) = J(V(a)) = 240 —1 < oNZ0) _ 1 — v(b) — J(V(b)) = J(V(a)) — J(J(V(a))).

A Proposi¢ao 2.6 nos dd uma maneira de verificar se a representagdo skew-binary de = tem

algum digito 2, se ja tivermos calculado os valores de J para ntimeros menores ou iguais a x.

Cédigo 2.3: Adicdo de uma folha a arvore com raiz r.

1: function ADDLEAF(u)

2 v = Parent(u)

3 if v.jump # r and D(v) — D(v.jump) = D(v.jump) — D(v.jump.jump) :
4: U.JUMp = v.jump.jump

5 else

6 u.jump = v

O Codigo 2.3 mostra como adicionar uma folha de forma online & drvore, da mesma forma
como no Coédigo 1.2. Nesse caso, porém, o consumo de tempo e espago é constante. A corregio
segue diretamente do Teorema 2.5 e da Proposicao 2.6, ji que a comparacdo da linha 3 verifica as
condigoes dadas pela proposi¢ao e o if computa o campo jump (equivalente a funcdo J) como no

teorema. Note que a raiz r tem profundidade 0 e seu campo jump nao é usado.

2.4 Ancestral comum mais profundo

Para encontrar o ancestral comum mais profundo de dois vértices u e v, usamos a mesma logica
descrita na Secao 1.4. Inicialmente nivelamos u e v para terem a mesma profundidade. Seja ¢ o an-
cestral comum mais profundo de u e v. Note que no Cddigo 2.1 nao é realmente necessario conhecer-
mos y. Apenas precisamos determinar, a cada iteracdo, se J(z) > y. Sabemos que u.jump = v.jump
se e somente se D(u.jump) > D(c), ou seja, podemos determinar se J(D(u)) > D(c) + 1.

Dessa forma, conseguimos encontrar o ancestral de u com profundidade D(c) + 1, e o pai deste

serd c. Veja o Cédigo 2.4, e note sua similaridade com o Cédigo 1.3.
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Cédigo 2.4: Primeiro Ancestral Comum usando representagdo skew-binary.

1: function LOWESTCOMMONANCESTOR (u, v)

2 if D(u) > D(v) :

3 U, U =0,1u > Garante que D(u) < D(v).
4: v = LEVELANCESTOR(D(v) — D(u), v) > Nivela v.
5: ifu=w:
6

7

8

9

return u
while Parent(u) # Parent(v) :

if w.jump # v.jump :
U = u.Jjump
10: v = v.jump
11: else
12: u = Parent(u)
13: v = Parent(v)

> u é agora o filho do LCA de u e v.

14: return Parent(u)

Funcao Representacao bindria | Skew-binary
ADDLEAF (u) O(lgn)/O(lgn) 0(1)/0(1)
LEVELANCESTOR(k, u) O(lgn) O(lgn)
LOWESTCOMMONANCESTOR (1, v) O(lgn) O(lgn)

Tabela 2.1: Comparagdo do consumo de tempo e espaco das solucbes dos Capitulos 1 e 2, onde n é o
tamanho da arvore.

A Tabela 2.1 compara o consumo de tempo das implementagoes de Ancestral de Nivel e Primeiro

Ancestral Comum apresentadas nesse trabalho.
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Parte 11

Persisténcia
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Capitulo 3

Pilhas e filas de acesso aleatorio

Em nosso pseudocddigo, usaremos estruturas de dados como objetos. As operagoes aplicadas
sobre uma determinada ED sdo fungoes que recebem essa ED como argumento (além de possiveis
argumentos adicionais). Sempre existe uma operagao que devolve uma nova instancia dessa ED
vazia. As operagdes sdo o meio com o qual o cliente lida com a ED. Chamamos de efémera uma
implementacao usual de uma ED, que nao é necessariamente persistente.

Para manipular estruturas persistentes, é conveniente que, ao chamar uma operag¢iao de modi-
ficacdo, uma nova versao da ED seja devolvida, e a versdo anterior continue disponivel, ou seja,
continue podendo ser usada tanto para operacoes de acesso como de modificacdo. A maneira como
a versao anterior estd armazenada pode mudar, mas a resposta para qualquer operacdo sobre ela
deve ser a mesma. Dizemos que a versdo atual da ED é a tltima versao criada por alguma operacao
de modificagao.

Como aquecimento, a seguir apresentamos implementacgoes persistentes de duas estruturas de
dados simples: pilhas e filas. A descricao de pilhas persistentes, incluindo a operacao K-TH, foi feita

por Myers [10].

3.1 Pilhas persistentes

Pilhas sdo uma das estruturas de dados mais simples. Usualmente as seguintes operagoes estao

disponiveis para se manipular uma pilha:

e STACK()

Devolve uma pilha vazia.

e PusH(p, z)

Devolve uma coépia da pilha p com o valor = inserido no seu topo.

e POP(p)

Devolve uma copia da pilha p com o elemento do seu topo removido.

 SiZE(p)

Devolve o ntimero de elementos na pilha p.
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PILHAS E FILAS DE ACESSO ALEATORIO PILHAS PERSISTENTES

e Topr(p)

Devolve o elemento do topo da pilha p.

Uma pilha é de acesso aleatorio se permite acesso a qualquer elemento seu, ndo apenas a seu
topo. Para que os acessos a uma tal pilha estejam bem definidos, consideramos seus elementos na
ordem em que foram inseridos. Dessa maneira, o topo da pilha é o seu ultimo elemento e a seguinte

operacao estd também disponivel:

o K-TH(p, k)

Devolve o k-ésimo elemento da pilha p.

Observe que as operacdes PUSH e POP sdo de modificacdo enquanto que TOP, K-TH e SIZE sao

operacoes de acesso. No resto desta secao descreveremos a implementagdo de uma pilha de acesso
aleatorio totalmente persistente. Para deixar clara a notagao, operagoes sao SUBLINHADAS e fungoes

auxiliares (que usamos para nos ajudar a implementar as operagoes) nao sao.

3.1.1 Persisténcia total

Para implementar uma pilha persistente, utilizaremos a implementacdo de pilhas usando lista
ligada. Essa implementacao consiste de varios nés, cada um com trés campos: val, com o valor
armazenado neste nod, nert, com um ponteiro para o préoximo né na lista e size com o tamanho
da lista comecando naquele né. O ultimo né da lista ligada tem como seu campo next um valor
especial null, que indica que este é o Ultimo né da lista.

Para que as operacoes tenham implementagoes eficientes, os elementos da pilha sdo armazenados
em uma lista ligada na ordem inversa, ou seja, o tltimo elemento da pilha (seu topo) é armazenado
no primeiro né da lista ligada. A pilha é representada por um ponteiro para esse primeiro né da
lista ligada, ou para null, se a pilha esta vazia.

Para realizar a operacao PUSH(p, x), basta criar um novo né com o valor x e inseri-lo no inicio
da lista ligada. O novo né passa a ser o primeiro né da lista ligada. Na implementacdo de uma
pilha efémera, para realizar a operacdo POP(p), basta atualizar o ponteiro da pilha para o segundo
no da lista. O primeiro n6é pode ser devolvido ou descartado.

Em principio, ndo é necessario alterar os campos dos nés ja criados. Em particular, poderiamos
manter todos os nés ja criados, sem altera-los. Dessa forma, se guardarmos em p; um ponteiro para
o primeiro né da lista ligada apds a i-ésima operacgao de modificacido, o ponteiro p; nos daria acesso
a i-ésima versao da pilha. De fato, os nds acessiveis a partir de p; ndo mudardo mesmo apos futuras
operacoes. Portanto é possivel realizar operacoes de acesso e modificagdo em verses anteriores da
pilha, resultando em uma implementacao persistente dessa.

Implementagdes de estruturas como esta, nas quais operacdes de modificagdo ndo modificam
nenhum valor existente da ED, apenas criam valores novos, sdao chamadas de funcionais. Como
qualquer valor acessivel a partir de uma versdo antiga continua o mesmo, é facil obter uma im-
plementacdo persistente para tais estruturas. Note que, diferente de implementacGes usuais, ndo é
permitido apagar valores que ndo serdo mais usados na versao atual. Dizemos que a versao atual é

a ultima versado criada por alguma operagdo de modificacgao.
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O Cobdigo 3.1 mostra a implementacdo de tal pilha persistente. Considere
que new NODE(z,nz, sz) cria um novo n6é com campos val = x, next = nzx e size = sz. Note que

ignoramos a operacao K-TH(p, k) por ora, mas voltaremos a discuti-la na Subsecao 3.1.3.

Cdédigo 3.1: Pilha persistente.

: function STACK()

return null

: function SizE(p)

if p=mnull :
return 0

else

: return p.size

: function PUsH(p, x)

return new NODE(z, p, SIZE(p) + 1)
: function ToP(p)

return p.val

: function Pop(p)

return p.next

© PG Wy

—_ = =
WL

3.1.2 Exemplo

Vamos considerar a sequéncia de operagoes no Exemplo 3.1. Na esquerda temos as operagoes

realizadas, e na direita as novas pilhas criadas, ou o valor devolvido pela operagdo ToP(p).

po = STACK() Po:

p1 = PUSH(po, 5) p1:d

p2 = PUSH(p1,7) p2:57
p3 = PUSH(ps, 6) p3:9576
ps = POP(p2) pa:d
Topr(p3) Devolve 6
ps = PUSH(p4,9) p5:59
ToP(p4) Devolve 5
pe = PUSH(po, 5) P61 O

Exemplo 3.1: Exemplo de uso de uma pilha persistente.

Em uma pilha efémera, adicionamos apenas elementos no inicio da lista ligada, mas no caso
da pilha persistente podemos adicionar nés em outros pontos, e na verdade a estrutura resultante
é uma arborescéncia, ou seja, uma arvore enraizada onde as arestas apontam em dire¢do a raiz,
considerando que a raiz é o valor null (pilha vazia). Note que, como discutido anteriormente, a
partir de cada né podemos apenas acessar os nés do caminho deste né até a raiz, utilizando seus
campos next.

A Figura 3.1 mostra a arborescéncia criada para a sequéncia de operagdes do Exemplo 3.1.
Em cada né é indicado o valor armazenado naquele nd, e a flecha saindo de cada né indica seu
campo next. Os valores pg, ..., pg apontam para os seus nés correspondentes. Note que é possivel
que p; = p; para ¢ # j. Isso ocorre no exemplo, onde py = p1. Isso nao ocorre sempre que as pilhas
tém os mesmos valores; perceba que p; # pg, apesar destas duas pilhas terem os mesmos elementos

na mesma ordem.
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Po — Z

o TN
s —n
/N
pe [7] [3]

f
p3 — @

Figura 3.1: Arborescéncia criada pela sequéncia de operagdes do Exemplo 3.1. A raiz na figura (o né
cortado) é a representagdo do valor null.

Perceba também que a arvore de versoes nao é igual a drvore da estrutura. A Figura 3.2 mostra
a arvore de versoes para essa sequéncia de operagoes. Nos nds estao os indices das versoes (a i-ésima

modificagdo cria a versao i), e a versao i é o pai da versao j se a versao j foi criada usando a versao i.
0
1 6

2

N\

3

Ol <-—

Figura 3.2: Arvore de versoes associada a sequéncia de operac¢oes do Exemplo 3.1.

3.1.3 Acesso a outros elementos

Apresentaremos a implementacdo da funcdo K-TH(p, k). Esta operagdo é uma generalizagao

de Top(p), j4 que Topr(p) = K-TH(p, p.size).

Lembre-se que p é um né de uma arborescéncia, e representa o ultimo elemento da pilha.
Logo K-TH(p, k) precisa determinar o (p.size — k)-ésimo ancestral de p, ou seja, o né alcangado
a partir de p ao caminhar por p.size — k links next. Nesse caso, o 0-ésimo ancestral de um né é o
préprio no.

Note que esse é o problema do Ancestral de Nivel, discutido nos Capitulos 1 e 2. Nes-
ses capitulos foi discutido como encontrar ancestrais de niveis usando as opera¢oes ADDLEAF (u)

e LEVELANCESTOR(k, u). Note que apresentamos essas operagoes de forma que folhas novas possam

ser adicionadas de forma online, o que é necessario neste problema, ja que adicionamos uma folha
quando aplicamos uma operacao PUSH a pilha.

Se assumimos que a fungdo new NODE(z, nz, sz) também chama a operacdo ADDLEAF(u) para
o novo né criado, com Parent(u) = nz, entdo o Codigo 3.2 implementa a operacdo K-TH(p, k), e

esta trivialmente correto.
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Cédigo 3.2: Implementagao de K-TH(p, k) usando Ancestral de Nivel como caixa preta.
1: function K-TH(p, k)
2: return LEVELANCESTOR(p.size — k, p).val

A Tabela 3.1 mostra o consumo de tempo e espaco de uma pilha persistente, usando o Ancestral
de Nivel dos Capitulos 1 e 2.

Operagao Representacao Binaria | Skew-Binary
STACK() 0(1)/0(1) 0(1)/0(1)
Pusu(p,z) | O(gn)/O(lgn) | O(1)/O(1)
Por(p) o) o)
Tor(p) o(1) (1)
SizE(p) o(1) o)
K-TH(p, k) O(lgn) O(lgn)

Tabela 3.1: Consumo de tempo e espago da implementagdo de uma pilha de acesso aleatdrio persistente,
usando cada uma das implementagoes de Ancestral de Nivel, onde n é o tamanho atual da estrutura da pilha
persistente.

3.2 Filas persistentes

Nesta secdo apresentaremos uma implementacio persistente bastante natural que desenvol-
vemos para filas, usando uma pilha persistente. A ideia dessa implementacido surgiu quando
elaboramos um problema para a Seletiva USP de 2016, uma prova que seleciona alunos da
USP para participar da Maratona de Programacdo. O problema em inglés pode ser acessado
em codeforces.com/gym/101064/problem/G.

Filas sao estruturas quase tao simples quanto pilhas. Elas sao listas, e permitem insergoes
no final e remoc¢Ges no inicio. Mais precisamente, filas de acesso aleatério permitem as seguintes

operacoes:

e QUEUE()

Devolve uma fila vazia.

e ENQUEUE(q, x)

Devolve uma cépia da fila ¢ com o valor x inserido em seu fim.

e DEQUEUE(q)

Devolve uma copia da fila ¢ com seu primeiro elemento removido.

e SizE(q)

Devolve o ntimero de elementos na fila q.

e FIRST(q)

Devolve o primeiro elemento da fila q.

e K-TH(q, k)

Devolve o k-ésimo elemento da fila q.
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E possivel, como com pilhas, implementar uma fila usando lista ligada. A lista torna-se uma
arvore quando se adiciona a persisténcia. Seria entdo necessario usar a solu¢do para o problema
do Ancestral de Nivel nas operacgoes K-TH(q, k) e FIRST(q). Utilizaremos, entretanto, as préprias
fungoes de pilha para implementar uma fila.

Uma fila é representada por um par em que o primeiro elemento é uma pilha e o segundo é o
ntmero de elementos que ji foram removidos da fila. No pseudocddigo, usaremos que (p, r) cria
um par ordenado contendo a pilha p e um inteiro r, e todo par tem os campos stack e rem contendo

cada um de seus elementos. Assumimos que criar pares consome tempo constante.

Cddigo 3.3: Fila de acesso aleatdrio persistente.
: function QUEUE()

1

2 return (null, 0)

3: function ENQUEUE(g, z)

4 return (PUSH(q.stack, x), q.rem)
5: function DEQUEUE(q)

6 return (q.stack, q.rem + 1)

7. function S1ZE(q)

8
9

return S1ZE(q.stack) — q.rem > Funcdo homonima da pilha
: function FIRST(q)
10: return K-TH(q.stack,q.rem + 1) > Func¢do homoénima da pilha
11: function K-TH(q, k)
12: return K-TH(q.stack, q.rem + k) > Funcdo homoénima da pilha

O Cobdigo 3.3 mostra a implementagdo das operacdes da fila. A correcdo segue diretamente
da correcdo das funcdes para pilha. De fato, podendo acessar qualquer elemento de uma pilha,
implementar uma fila é simples, ji que usamos apenas as operagdoes PUSH e K-TH, e simplesmente
ignoramos os elementos que existem antes do inicio da fila.

Desde que a implementacgao da pilha seja persistente, a implementacgao da fila é persistente pois
nunca modifica nenhum par, apenas cria novos objetos. A Tabela 3.2 mostra o consumo de tempo

e espaco da implementacao discutida neste capitulo.

Operacao Representagdo Binaria | Skew-Binary
QUEUE() O(1)/0(1) O(1)/0(1)
ENQUEUE(q, x) O(lgn)/O(lgn) 0(1)/0(1)
DEQUEUE(q) o0(1) O(1)
Stzn(q) o(1) o(1)
FIRST(q) O(lgn) O(lgn)
K-TH(q, k) O(lgn) O(lgn)

Tabela 3.2: Consumo de tempo e espago da implementagdo de uma fila de acesso aleatério persistente,
usando cada uma das implementagoes de pilha persistente, onde n é o tamanho atual da estrutura da fila
persistente.
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Capitulo 4

Deque com LA e LCA

Uma fila com duas pontas é uma estrutura de dados que generaliza pilhas e filas. Essa estrutura
¢ uma lista em que é possivel adicionar e remover elementos de qualquer uma das suas extremidades.
Ela é usualmente chamada de deque, uma abreviatura de double ended queue. Chama-se uma das
extremidades da deque de inicio e outra de fim, embora ambas tenham o mesmo papel.

Uma deque de acesso aleatério admite as seguintes operagoes:

e DEQUE()

Devolve uma deque vazia.

e FrRONT(d)

Devolve o primeiro elemento de d.

e BACK(d)

Devolve o ultimo elemento de d.

e PUSHFRONT(d, z)

Devolve uma copia da deque d com o valor = inserido no seu inicio.

e PusHBACK(d, x)

Devolve uma cépia da deque d com o valor x inserido no seu fim.

e POPFRONT(d)

Devolve uma cépia da deque d sem o primeiro elemento.

e PorBACK(d)

Devolve uma copia da deque d sem o dltimo elemento.

e K-TH(d, k)

Devolve o k-ésimo elemento da deque d.

Note que, usando apenas PUSHBACK(d, =), BACK(d) e POPBACK(d), podemos simular uma pi-

lha. Analogamente, usando apenas PUSHBACK(d, z), FRONT(d) e POPFRONT(d), podemos simular

uma fila simples.
Na literatura existem outras implementagdes persistentes de deques, que serdo apresentadas

nos dois proximos capitulos. Neste capitulo, apresentaremos uma implementacdo persistente que
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(firsty, lasty) = DEQUE() =

(firsty, last1) = PUSHBACK((firsty, lasto), 3) =3
(firsty, lasta) = PUSHBACK((first,, last1),4) =34
(firsts, lasts) = PUSHFRONT((firsty, lastz), 2) =234
(firsty, lasts) = PUSHFRONT((firsts, lasts), 1) =1234
(firsts, lasts) = POPBACK((firsts, lasts)) =23
(firstg, lastg) = POPBACK((firsts, lasts)) = 2
(first,, last;) = PUSHFRONT((firstg, lasts),9) =92
(firstg, lastg) = POPFRONT((firstg, lasts)) =

(firstg, lasty) = PUSHFRONT((firstg, lastg), 6) =6

Exemplo 4.1: Exemplo de uso de uma deque persistente.

desenvolvemos de deques. Ela se baseia nas implementacoes de pilhas e filas persistentes discutidas
no Capitulo 3, e utiliza Ancestral de Nivel e Primeiro Ancestral Comum, discutidos nos Capitulos 1
e 2.

Embora utilize os algoritmos para Ancestral de Nivel e Primeiro Ancestral Comum, acreditamos

que esta implementacao seja mais simples que as apresentadas nos capitulos seguintes.

4.1 Representacao e visao geral

Na implementacao de pilhas no Capitulo 3, a lista ligada, quando em um contexto persistente,
se torna uma arborescéncia. B possivel adicionar novas folhas, pois estas ndo mudam os ponteiros
dos outros nos; e entdo é possivel adicionar elementos ao final da pilha.

Na implementacao de filas persistentes, descrita no mesmo capitulo, também foi discutido como
simular a remocao de elementos do inicio da estrutura, guardando, junto ao né indicado pela versao
da fila, o ntimero de elementos ja removidos naquela versdo. Dessa forma, os elementos de uma
determinada versao da fila sdo um sufixo do caminho da raiz até o né indicado pela versdao. Essa

organizacdo, porém, ndo permite adicionar elementos no inicio da fila.

first, lasty
firstg = Z pul lastg

ﬁrstl - %’ \

firsty — ~— lasts firstg — @ ~— lastyg
firsts . dst;\ . lasty
firsts — ~— lasty S lasts

firstg lasty

firsty — first; —» @

Figura 4.1: Arborescéncia criada pela sequéncia de operagdes do Exemplo 4.1. A raiz na figura (o né
cortado) é a representacgdo do valor null.

Para a implementacao de deques, ainda usaremos uma arborescéncia, mas cada versao da deque
indicarda dois nés: first e last. Os elementos dessa versdo da deque serdo os elementos no cami-

nho entre first para last na drvore subjacente a arborescéncia (ou seja, na versdo nao dirigida da
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arborescéncia). Na Figura 4.1, a deque apontada pelo par (firsts, lasts), por exemplo, contém os
elementos 2, 3 e 4.

Para adicionar um elemento no inicio de uma determinada versao da deque, criamos uma nova
folha conectada ao first dessa versao e indicamos essa nova folha como o first da nova versao criada
e o seu last é o mesmo da versao que foi modificada; para adicionar um elemento no final de uma
determinada versdo da deque, criamos uma nova folha conectada a last e definimos o first e last
da nova versdo analogamente. Criar folhas em uma arvore ndo muda os caminhos entres vértices
j& existentes, entdo as versdes anteriores da deque continuam véalidas, e o novo par (first, last)
representa a deque alterada com um elemento adicionado em seu inicio ou final. Isso funciona se
a versao da deque em questdo tem pelo menos um elemento antes da adigdo. Na Figura 4.1, ao
inserir 1 no inicio da deque representada por (firsts, lasts), obtemos a deque (first,, lasty).

Para remover um elemento do inicio de uma versdo da deque indicada pelo par (first, last),
tomamos como first da nova versao o segundo elemento no caminho entre first e last; para remover
um elemento do final dessa versdo, tomamos como last o vizinho de last no caminho entre first e last.
Isso funciona se a versao da deque em questdo tem pelo menos dois elementos antes da remocao.
Como fazer essas operagoes serd discutido nas préximas segoes. Na Figura 4.1, ao remover o tltimo
elemento da deque (firsts, lasts) obtemos a deque (firstg, lastg).

E necesséria uma representagdo especial para deques vazias, por exemplo, o par (null, null).
Assim, ao remover um elemento de uma deque com um tnico elemento (ou seja, quando first = last),
devolvemos o par (null, null); e para adicionar algum elemento a deque vazia basta criarmos um
né u com o valor desejado e devolvermos o par (u, u). Dessa forma nossa estrutura é na verdade uma
colecao de arborescéncias, ou podemos considerar que é uma arborescéncia em que null representa
a raiz, assim como fizemos para pilhas no Capitulo 3. Na Figura 4.1, ao remover o nico elemento
da deque (firstg, lasts), obtemos a deque vazia (firstg, lastg), onde o né cortado representa null, e

ao adicionar 6 a essa deque obtemos (firstg, lastg).

4.2 Acesso e insercao

Em cada né da arborescéncia guardaremos: o pai do né no campo parent; sua profundidade no
campo depth; e seu valor associado, que é um dos valores armazenados na deque, no campo val. O
cédigo new NODE(z,p, d) cria um novo né com valores z, p e d nos campos val, parent e depth,
respectivamente, e também realiza o pré-processamento necessario para o algoritmo de Ancestral
de Nivel funcionar, ou seja, chama a funcdo ADDLEAF para o novo vértice, como discutido nos
Capitulos 1 e 2.

Uma deque é representada por um par ordenado de nés. Usaremos (a,b) para criar uma deque
associada aos nés a e b, e estes nés podem ser acessados pelos campos first e last.

O Cédigo 4.1 mostra a implementacao das operagoes mais simples. A funcdo SWAP(d) devolve
o inverso da deque d (basta inverter first e last no par associado a d), e é usada para diminuir a ne-
cessidade de duplicar cédigo entre as operagoes PUSHFRONT e PUSHBACK, assim como POPFRONT
e POPBACK.

As implementagoes dadas sdo funcionais e mantém a propriedade de que os elementos de uma

deque sdo os valores nos nds no caminho de seu campo first para last.
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Cddigo 4.1: Operacoes de acesso e insercgao.

1: function DEQUE()

2 return (null, null)

3: function FRONT(d)

4 return d.first.val

5: function BACK(d)

6 return d.last.val

7. function SwAP(d)

8 return (d.last, d.first)
9: function PUSHFRONT(d, z)
10: if d.first = null :

11: u = new NODE(z,null, 1)

12: return (u,u)

13: else

14: return (new NODE(x, d.first,d.first.depth + 1), d.last)
15: function PusuBAcK(d, x)

16: return SWAP(PUSHFRONT(SWAP(d), x))

4.3 Remocgao

Discutiremos como determinar o segundo elemento no caminho de first para last. Encontrar o
pentltimo é encontrar o segundo no caminho de last para first, assim usaremos SWAP para nao ter
que tratar esse caso separadamente. Para uma arvore enraizada, dizemos que o ancestral comum
mais profundo de first e last é o ancestral comum de ambos com maior profundidade. Seja mid
este ancestral. Entdo o caminho de first para last é o caminho de first para mid concatenado com
o caminho de mid para last.

O caminho de first para mid é (first, first.parent, ..., mid); assim, se first # mid, temos
que first.parent é o segundo elemento do caminho. Se first = mid entdo o caminho de first para last
é (first, ..., last.parent, last). Este caminho tem comprimento last.depth — first.depth, e entdao o se-
gundo né deste caminho é o (last.depth — first.depth — 1)-ésimo ancestral de last na arborescéncia,

considerando que o 0-ésimo ancestral de um né é ele mesmo, o primeiro é seu pai, e assim por diante.

Cddigo 4.2: Operacoes de remocao.

1: function POPFRONT(d)

2 if d.first = d.last :

3 return DEQUE()

4 else if LCA(d.first,d.last) = d.first :

5: return (LEVELANCESTOR(d.last.depth — d.first.depth — 1,d.last), d.last)
6 else

7: return (d.first.parent, d.last)

8: function PorPBACK(d)

9 return SWAP(POPFRONT(SWAP(d)))

O Cobdigo 4.2 mostra a implementacdo das operacbes POPFRONT e PorBAcCkK. Usa-

mos o predicado LCA(d.first,d.last) = d.first para determinar se d.first é o ancestral comum

mais profundo de d.first e d.last. Esta condicdo pode também ser verificada usando ape-
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nas chamadas para LEVELANCESTOR. Se first é o ancestral comum mais profundo de first

e last, entdo o caminho de first para last é (first,..., last.parent, last), mas neste caso d.first é

o (last.depth — first.depth)-ésimo ancestral de last. Portanto
LCA(d.first,d.last) = d.first
se e somente se

d.first.depth < d.last.depth and LEVELANCESTOR(d.last.depth — d.first.depth,d.last) = d.first.

4.4 Acesso a outros elementos

Para implementar a operagdo K-TH(d, k), é necessdrio comparar k — 1 com o tamanho do cami-
nho de first até mid, o ancestral comum mais profundo de first e last. Esse caminho tem tama-
nho ¢ := first.depth — mid.depth. Se k—1 for menor ou igual a £1, entdo o k-ésimo elemento da deque
é o (k—1)-ésimo ancestral de first; sendo, devemos determinar o (k —¢;)-ésimo elemento da segunda
parte do caminho. Seja fo = last.depth — mid.depth o tamanho do caminho de mid até last. Entao
o (k—{1)-ésimo elemento da segunda parte do caminho é o (¢o—(k—1—1¢1)) = (b2 +¥¢1+1—k)-ésimo

ancestral de last.

Cdédigo 4.3: Operacdo K-TH.

1: function K-TH(d, k)

2 mid = LCA(d.first, d.last)

3 0y = d.first.depth — d.mid.depth

4: Uy = d.last.depth — d.mid.depth

5: ifk—1</4:

6 return LEVELANCESTOR(k — 1, d.first)

7 else

8 return LEVELANCESTOR({1 + {2 + 1 — k, d.last)

O Cédigo 4.3 faz exatamente o que foi discutido, e portanto devolve corretamente o k-ésimo
elemento da versao d da deque, se k é valido, ou seja, estd entre 1 e o niimero de elementos da
deque d. A Tabela 4.1 mostra o consumo de tempo e espago da implementacdo discutida nesse

capitulo, usando as solugdes de Ancestral de Nivel dos Capitulos 1 e 2.
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Operacao Representacao binaria | Skew-binary
DEQUE() O(1)/0(1) o(1)/0(1)
PUSHFRONT(q, x) O(lgn)/O(1gn) 0(1)/0(1)
PusHBACK(q, x) O(lgn)/O(gn) O(1)/0(1)
FRONT(q) o(1) o(1)
BACK(q) o(1) o(1)
PoPFRONT(q) O(lgn)/0O(1) O(lgn)/0O(1)
PoprPBACK(q) O(lgn)/O(1) O(lgn)/O(1)
K-TH(g, k) O(lgn) O(ign)

Tabela 4.1: Consumo de tempo e espago da implementacdo de uma deque de acesso aleatério persistente,
usando cada uma das duas implementacoes de Ancestral de Nivel vistas na Parte I, onde n é o tamanho da
estrutura da deque persistente.

29



Capitulo 5
Deque recursiva

Neste capitulo, apresentaremos uma segunda implementacdo persistente de deque. A imple-
mentagao é discutida por Kaplan [7] e serve como base para a terceira implementagao, apresentada

no Capitulo 6.

5.1 Representacao

A implementacao usual de uma deque usando lista ligada utiliza uma lista duplamente ligada,
e portanto para adicionar um elemento é necessario alterar campos de nds ja existentes da lista, o
que nao resulta numa implementacao funcional como ocorreu no caso da pilha. Uma solucao é fazer
como na implementacao de deque do Capitulo 4, que utiliza uma arborescéncia para simular esta
lista ligada. Neste capitulo, trataremos isto de outra forma.

Para conseguirmos manter a implementacao funcional, mudaremos a representacdo de uma de-
que, usando um esquema recursivo. Para facilitar a descri¢io, é necessario deixar claro o conjunto
de elementos que a deque pode armazenar. Seja T' esse conjunto, ou seja, operacdes de PUSH re-

cebem elementos de T' como argumento e as operacoes FRONT e BACK devolvem elementos desse

conjunto T

Uma deque persistente que armazena elementos do conjunto 7' é dada por um né com trés campos
opcionais: prefiz, center, e suffir; além de um campo obrigatério size. Um campo opcional pode
nao estar presente, e neste caso o campo assume o valor null. Os campos prefiz e suffiz armazenam
valores de T, o campo center aponta para uma deque persistente que armazena elementos do
conjunto 1" x T, ou seja, pares ordenados de T', e 0 campo size armazena o tamanho da deque.

Como indicado pelos nomes, prefir armazena um prefixo da sequéncia de elementos que estd
na deque, suffiz representa um sufixo, e center os elementos do meio. A Figura 5.1 mostra uma
possivel deque persistente, que armazena a sequéncia (2,3,4,5,6,7,8). Note que os campos null
(nés cortados) sao ignorados.

Observe que, para uma deque nao vazia, considerando que nenhum campo center guarda uma
deque vazia, o nimero maximo de niveis nessa estrutura é lgn, onde n é o namero de elementos na

deque, ja que no i-ésimo nivel da estrutura cada elemento prefiz e suffiz armazena 2'~! elementos.
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prefiz center suffix
Nivel 1 | 2
Nivel 2 718
Nivel 3 314|156 |

Figura 5.1: Representaciao de uma de/que persistente.

5.2 Operacoes de acesso

Devido a forma recursiva como a estrutura foi definida, recursdo é muito ttil para lidar com
esta estrutura. Assumimos sempre que todas as operacgoes chamadas sao vélidas, ou seja, FRONT(d)
e BACK(d) sao chamadas apenas quando d nao é vazia, e consequentemente seu valor nao é null.
Veja o Cédigo 5.1. Para questoes de implementacao, os elementos de T' x T' sdo representados como
um par com campos first e second, ou seja, se a,b € T entdo (a,b) € T x T e vale que (a,b).first = a

e (a,b).second = b.

Cddigo 5.1: Operacoes de acesso.

1: function DEQUE()

2: return null

3: function FRONT(d)

4: if d.prefiz # null :

5: return d.prefiz

6: else if d.center = null :

T: return d.suffiz

8: else

9: return FRONT(d.center).first
10: function BACK(d)

11: if d.suffix # null :

12: return d.suffix

13: else if d.center = null :

14: return d.prefix

15: else

16: return BACK(d.center).second

Proposicao 5.1. A operagio FRONT(d) funciona corretamente, devolvendo o primeiro elemento
de d.

Demonstra¢do. A prova sera feita por inducdo no niimero de niveis da estrutura recursiva da deque.
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Pela maneira como definimos a deque, se prefir nao é null entdo ele é um prefixo de d, logo este
é a resposta de FRONT(d).

Se prefix é null e center também, o tnico elemento da deque é d.suffiz e o valor devolvido estd
correto. A base da inducgdo, quando a deque tem um nivel, sempre satisfaz um destes casos, logo é
tratada corretamente.

Por fim, se prefix é null e center nao é, como nao armazenamos deques vazias, center tem algum
elemento. O valor devolvido é entdo o primeiro elemento de d.center, e como esta é uma deque de
pares ordenados de elementos de T', temos que o primeiro elemento do primeiro par de d.center é o

primeiro elemento de d. ]

Portanto, a fungdo FRONT(d) funciona corretamente. Note que BACK(d) é simétrica a FRONT(d).
Basta trocar prefix com suffix e first com second. O mesmo ocorrerd com as outras operagoes, pela
simetria da estrutura. Entao nas préximas seg¢bes apenas a versao FRONT de PUSH e PoOP sera
detalhada.

Ambas as fungoes apresentadas ndo modificam a estrutura e consomem tempo O(lgn), onde n

é o namero de elementos na estrutura da deque persistente.

5.3 Operacoes de modificagao

Para adicionar um elemento = no inicio da deque d, se d.prefix for nulo, podemos colocar x no
campo prefix, e entdo a deque continua valida e com z no inicio. Se d.prefiz nao for nulo, podemos
junta-lo com x e entdo inserir o par (z,d.prefix) em d.center, e tornar d.prefiz nulo, assim a deque
continua valida e com x no inicio.

Similarmente, para remover um elemento do inicio de d, se d.prefix ndo for nulo, podemos re-
mover esse elemento. Se ambos d.prefix e d.center forem nulos, podemos remover d.suffiz. Caso
contrario, podemos remover o elemento do inicio de d.center e, ji que os elementos de d.center
sdo pares, colocar apenas o segundo elemento em d.prefiz, removendo assim o primeiro ele-
mento da deque. Note que precisamos do elemento removido, entdo usaremos uma funcao au-
xiliar POPFRONTAUX(d) que devolve um par com o primeiro elemento de d e uma cépia de d sem
este elemento.

Se fizermos as operagbes desta forma, estaremos mudando a estrutura, que nao serd funcional.
Note que apenas mudamos um prefixo dos niveis, e cada nivel consiste de apenas um nimero
constante de dados. Assim, se apenas copiarmos todos os nés que iremos modificar, mantemos
a estrutura funcional. Assumimos que new NODE(pr, ct, sf, sz) devolve um né como discutido,

com prefiz, center, suffix e size inicializados com pr, ct, sf e sz, respectivamente. Veja o Codigo 5.2.

Proposicao 5.2. A operagio PUSHFRONT(d, x) funciona corretamente, devolvendo uma cdpia de d

com x inserido em seu inicio, sem modificar d.

Demonstragdo. A prova sera feita por inducdo no niimero de niveis da estrutura recursiva da deque.
A base se da quando d é nulo. Nesse caso a deque estd vazia e a linha 3 devolve uma deque
com x em seu campo prefir, o campos size com valor 1, e os outros campos nulos. Assuma entao

que d ndo é nulo e que a proposicao vale para todas as deques com menos niveis que d.
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Cddigo 5.2: Operacoes de modificacdo para uma deque.

1: function PUSHFRONT(d, z)

2: if d =null:

3: return new NODE(x, null, null, 1)

4: else if d.prefic = null :

5: return new NODE(x, d.center, d.suffiz, d.size + 1)

6: else

7: return new NODE(null, PUSHFRONT(d.center, (x, d.prefir)), d.suffiz, d.size + 1)
8: function POPFRONT(d)

9: return POPFRONTAUX(d).second

10: function POPFRONTAUX(d)

11: if d.prefiz # null and d.center = null and d.suffix = null :

12: return (d.prefiz, DEQUE())

13: else if d.prefiz # null :

14: return (d.prefiz,new NODE(null, d.center, d.suffix, d.size — 1))
15: else if d.center = null :

16: return (d.suffiz, DEQUE())

17: else

18: (xz,c) = POPFRONTAUX(d.center)

19: return (z.first, new NODE(z.second, ¢, d.suffix,d.size — 1))

Se d.prefiz é nulo, queremos armazenar x nessa posicao e teremos adicionado z como primeiro
elemento. Como nao podemos modificar os campos de d, criamos um novo né com x no campo prefix
e 0s outros campos iguais aos de d. Esse caso é entao tratado corretamente no if das linhas 4 e 5.

Caso contrario, juntamos z e d.prefix em um par e adicionamos esse par recursivamente no inicio
de d.center. Como a deque d.center tem menos niveis que d, a hipotese de indugao vale para d.center

e a operac¢ao funciona nesse caso. O

De maneira simétrica temos que a operagao PUSHBACK(d, z) também estd correta. Provaremos
a seguir que POPFRONTAUX(d) funciona corretamente, e portanto POPFRONT(d) também, j& que
esta apenas devolve a deque devolvida por POPFRONTAUX(d). Consequentemente, POPBACK(d)

esta correta.

Proposicdao 5.3. A fung¢io POPFRONTAUX(d) funciona corretamente, devolvendo, sem modifi-

car d, o primeiro elemento de d e uma copia de d sem este elemento.

Demonstra¢do. A prova também serd feita por indugdo no niimero de niveis da estrutura da deque.

Se d.prefix ndo é nulo, basta remover e devolver este elemento, assim como uma cépia da deque
sem ele. Se d.prefiz era o Unico né da estrutura, devolve-se uma deque vazia. Este caso é tratado
no if das linhas 11 e 12. Caso contrario, o if das linhas 13 e 14 devolve d.prefiz e cria um novo nd
que tem null nesse campo, sem modificar d, portanto trata corretamente este caso.

Se d.prefiz é nulo e, se d.center também é nulo, sabemos que d é uma deque com apenas um
elemento, armazenado em d.suffiz, pois assumimos que POPFRONTAUX(d) ndo é chamada se d é
vazia. O if das linhas 15 e 16 trata corretamente esse caso, devolvendo d.suffix e uma nova deque
vazia. A base da inducdo, quando a deque tem um nivel, sempre satisfaz um destes casos, logo é

tratada corretamente.
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No 1ltimo caso, quando d.prefiz é nulo mas d.center nao é, acionamos POPFRONTAUX(d. center),
que funciona corretamente pois d.center tem menos niveis que d, para remover recursivamente o
primeiro elemento de d.center. Esse elemento é um par de elementos de d. Retornamos o primeiro
elemento desse par, que é o primeiro elemento de d, e colocamos o segundo elemento no campo prefiz,
removendo assim o primeiro elemento da deque. Também é necessario substituir center pela nova
deque devolvida pela chamada recursiva. A linha 19 devolve entdo um novo né com os campos

assim ajustados. O

As duas operagdes consomem tempo e espago O(lgn), onde n é o nimero de elementos da
estrutura da deque persistente, pois apenas percorrem a estrutura dos nds, que tem altura O(lgn),
e realizam operacdes que consomem tempo e espaco constante por nivel.

5.4 Acesso a outros elementos

Para tornar a deque de acesso aleatério, resta implementar K-TH(d, k). Veja o Cédigo 5.3.

Cédigo 5.3: Implementacao de K-TH(d, k).

1: function K-TH(d, k)
2 if k=1 and d.prefixr # null :

3 return d.prefiz

4: if k = d.size and d.suffix # null :

5: return d.suffiz

6 if d.prefiz # null :

7 k=k—1

8 if kis odd :

9 return K-TH(d.center, [%W ).first
10: else

11: return K-TH(d.center, [%W ).second

Proposicao 5.4. A funcdo K-TH(d, k) devolve o k-ésimo elemento de d, para k < d.size.

Demonstra¢do. Aslinhas 2 a 5 tratam o caso em que estamos buscando, respectivamente, o primeiro
e o ultimo elemento, e esses estdo no prefixo ou sufixo. Caso contrario, o k-ésimo elemento esta
em d.center e o if das linhas 6 e 7 corrige k£ para indicar qual elemento de d.center deve ser
buscado, ja que, se d.prefix é ndo nulo, temos que encontrar o (k — 1)-ésimo elemento dos que estéao
em d.center.

Como d.center é uma deque de pares, usamos K-TH(d.center, [%b para encontrar o %-‘—ésimo
par desta deque, pois o primeiro par guarda os elementos com indice 1 e 2, o segundo guarda os
elementos com indice 3 e 4, e assim por diante. Se k é impar, queremos o primeiro elemento desse
par, sendo o segundo. De fato, se k é impar, o par tem os elementos com indice k e k + 1, sendo

tem os elementos com indice k£ — 1 e k. O

A operagao consome tempo O(lgn), onde n é o nimero de elementos da deque, pois o niimero

méaximo de niveis da estrutura recursiva é O(lgn). A Tabela 5.1 mostra o consumo de tempo e
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espago da implementacao discutida neste capitulo. Embora as operacdes de acesso FRONT, BACK
e K-TH ndo indiquem consumo de espago, ja que ndo usam nenhum espaco permanentemente, estas

ainda usam O(lgn) de espago temporariamente, devido a sua pilha de recursao.

Operagao Tempo/Espaco
DEQUE() O(1)/0(1)
PusHFRONT(q,z) | O(lgn)/O(lgn)
PusuBAck(q,z) | O(lgn)/O(lgn)
FRONT(q) O(lgn)
BACK(q) O(lgn)
PorPFRONT(q) O(lgn)/O(lgn)
PopPBACK(q) O(lgn)/O(lgn)
K-TH(g, k) O(lgn)

Tabela 5.1: Consumo de tempo e espaco da implementacao de deque deste capitulo, onde n é o ntimero de
elementos na estrutura da deque persistente.

35



Capitulo 6
Deque de Kaplan e Tarjan

Apresentaremos neste capitulo uma modificacao da implementagdo do Capitulo 5 para que todas
as operagoes, exceto K-TH, consumam tempo e espago O(1). Esta implementagao foi inicialmente
apresentada por Kaplan e Tarjan [8].

Assim como na deque recursiva do Capitulo 5, a estrutura da deque deste capitulo serd composta
por niveis, cada um armazenando um prefixo e um sufixo da deque, e um ponteiro para o préximo
nivel da deque, que armazena pares dos elementos desse nivel. A diferenca se da pois, em vez de
o prefixo e sufixo armazenarem zero ou um elemento, como na deque recursiva, nesta estrutura o
prefixo e sufixo armazenam de zero a cinco elementos. Uma estratégia é usada para tentar manter
cada uma destas extremidades balanceadas, de forma que seja possivel executar as operagoes de
forma mais rapida, j4 que em geral sera possivel adicionar ou remover um elemento alterando apenas
o primeiro nivel. Observe a Figura 6.2 e suas similaridades com a Figura 5.1.

Para apresentar esta estratégia, na Secdo 6.1 observamos a similaridade das operagoes nessas
estruturas com a operacao de incremento em contadores binarios e entao, analisando um algoritmo
mais eficiente de incremento em contadores binarios, é possivel utilizar a mesma ideia para tornar

a implementagdo da deque mais eficiente.

6.1 Contadores binarios

6.1.1 Deque persistente como um contador binario

Note que, mna estrutura do Capitulo 5, se adicionarmos elementos apenas
usando PUSHFRONT(d, x), o primeiro nivel da estrutura é visitado em todas as adigoes, o segundo
nivel é visitado a cada duas adigOes, o terceiro a cada quatro, e assim por diante.

Esse comportamento é similar a operagao de incrementar 1 em um contador binario. Podemos
considerar que cada nivel da estrutura do Capitulo 5 é um digito: 0 se prefix do nivel é nulo ou 1
se prefix do nivel é ndo nulo. O primeiro nivel é o digito menos significativo. Assim, adicionar um
elemento usando PUSHFRONT(d, =) é equivalente a incrementar de 1 o contador bindario: se o digito
menos significativo é 0, esse digito se torna 1; se ele é 1, entdo ele vira 0 e propagamos o aumento
de 1 para o préximo digito. Em PUSHFRONT(d, x), se prefiz é nulo, entdo prefiz passa a apontar
para x; sendo, ele passa a valer null e formamos um par com x e o elemento que era apontado

por prefiz, e incluimos esse par no préximo nivel da estrutura.
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Apesar de sabermos que incrementar 1 em um contador bindrio consome tempo amortizado O(1),
sabemos que algumas vezes incrementar 1 pode levar tempo ©(Ign), onde n é o valor maximo que o
contador atinge. Como estamos em uma estrutura persistente, podemos efetuar essa operacgao cara

repetidas vezes na mesma versao, e nao é possivel manter o custo amortizado O(1).

6.1.2 Contadores binarios redundantes

Contadores binéarios redundantes sdo contadores binarios nos quais cada digito pode ser 0, 1 ou 2.

Ainda como em um contador normal, se o contador redundante tem b digitos xq, z1,...,Zp_1, entao
b—1

o seu valor é Y x;2'. Ao permitirmos digitos 2, passam a existir diversas formas de representar o
i=0

mesmo numero. Por exemplo, o niimero 9 pode ser representado como 1001, 201 ou 121.

Dizemos que um contador bindrio redundante x é semirregular se, entre quaisquer digitos 2,
existe um digito 0, ou seja, se z; = 2, x; = 2 e ¢ < j, entao existe k tal que z, =0 e i <k < j. Se
também existe um 0 entre o primeiro 2 e o comego do contador (digito menos significativo), dizemos
que o contador é regular. Um contador com apenas 0s é claramente regular, e vamos mostrar
como incrementar de 1 um contador bindrio regular mudando apenas O(1) digitos e mantendo sua
regularidade.

Suponha que temos um contador binério regular, e queremos incrementa-lo de 1. Pela regulari-
dade, zo < 2, e portanto é possivel incrementar esse digito sem causar um estouro. No entanto, ao
fazer isso, o contador pode deixar de ser regular, apesar de ainda ser semirregular, pois é possivel
que nao exista mais nenhum 0 antes do primeiro digito 2. Procuramos entdo o primeiro digito 2 e,
se um tal digito existir, realizamos um procedimento FIx nele. Se nao existir nenhum digito 2, o
contador é regular.

Caso exista, seja i o indice do primeiro digito 2. Um procedimento F1X consiste em transformar
esse digito em 0 e incrementar de 1 o digito ¢+ 1. Se isso for possivel, é claro que o valor representado
pelo contador continua o mesmo, pois 2'x; + 27 w1 = 2¢(z; — 2) + 277 (wyyq + 1).

A Figura 6.1 mostra os casos possiveis em que se realiza o procedimento F1X. O lado esquerdo
representa como eram os digitos antes do incremento e o lado direito, depois do incremento. O
digito na posic¢ao j, nos Casos 2 e 3, € o segundo digito 2. A direita do dltimo digito representado,

temos que o contador é semirregular.

1 1
Casol |-~ |2 [0/1]--- = 10 |1/2
1 J 1 J
Caso 2 |-l 2101 1]2 = o lol1]---1 2
i J i J
Caso3 |-~ 21110l ]2 = lol21---lol---1|2
Figura 6.1: Casos possiveis para o procedimento Fix. O “...” representa zero ou mais digitos 0 ou 1.

No Caso 1, o resultado ou ndo tem digito 2, ou tem um digito 2 com um 0 imediatamente a sua
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esquerda, logo o contador continua regular. No Caso 2, quando o digito i + 1 é 0, o resultado tem
o digito ¢ como 0, e o digito j como o primeiro 2, logo a regularidade é respeitada. No Caso 3, o
digito 7 4+ 1 passa a ser o primeiro 2, mas como ele era anteriormente 1, ainda existe um 0 antes da
posicao j. Além disso, o digito i é 0, logo a regularidade é respeitada.

O contador portanto continua regular, alterando no méximo trés digitos (xg, x; € x;41). Para
encontrar o primeiro 2 em tempo constante, podemos manter uma pilha com todos os indices de
digitos que sdo 2. Vamos esbocar um codigo para fazer esse incremento. Suponha que temos uma
pilha p implementada como a do Capitulo 3, e que o contador é armazenado em um vetor x, indexado

a partir de 0.

Cddigo 6.1: Incrementa de 1 o contador binario regular x.

1: function ApD1(z,p)

2 ro=x9+1

3 if xo=2:

4: p = PusH(p, 0)

5: if p # null : > FIX no primeiro digito 2
6: i = Tor(p)

7 p = Por(p)

8 xz; =0

9: Tit1 = Tip1 +1

10: if Tiy1 = 2

11: p = PuUsH(p,i+ 1)
12: return (z,p)

A funcao ApD1(z,p) no Codigo 6.1 incrementa de 1 o contador redundante regular z que tem

os indices de seus digitos 2 armazenados em p.

6.2 Visao geral

Como discutido na Subsecao 6.1.1, a implementacdo de deque apresentada no Capitulo 5 tem
uma certa relagdo com contadores binarios. Iremos entao usar a ideia de contadores binarios redun-
dantes, discutida na Subsecdo 6.1.2, para modificar a implementacdo da deque persistente para que
qualquer operagao da deque, exceto K-TH, consuma tempo O(1).

A representacdo se mantém parecida. Cada nivel contém um prefixo e um sufixo da deque, com
o nivel 7 + 1 armazenando pares de elementos do nivel i. Os prefixos e sufixos, porém, sdo deques
efémeras que armazenam de zero a cinco elementos. Chamamos estas deques efémeras de sub-deques.
Na Figura 6.2, a sub-deque de sufixo do nivel 2 tem os pares (8,9) e (9, 10).

Cada nivel serd associado a um digito 0, 1 ou 2, assim como em um contador bindrio redun-
dante. Durante o algoritmo, o contador formado pelos digitos associados a cada nivel é regular,
considerando que o primeiro nivel é o digito menos significativo. Para garantir isso, usamos uma
adaptacdo do procedimento FixX discutida anteriormente. Note que o valor do contador nao tem
relacdo nenhuma com a estrutura. Apenas usamos sua regularidade para conseguir aplicar todas as
operagoes em tempo constante. Como veremos, a adaptagdo do procedimento FiX pode até mudar
o valor do contador, diferente da implementacao do Cédigo 6.1. A deque da Figura 6.2 é associada

ao contador com valor 112.
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prefix center suffiz

Digito 0 Digito 2

Nivel: Digito2 [0 | 1 | —| |~ [ | [ ~1 "1 -"1-—"1"1

Nivel 2: Digito 1

_--~" Digito 1 Digito 2 "~~~ __

Nivel 3: Digito 1

Figura 6.2: Deque persistente que armazena a sequéncia (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10).

Para cada nivel, associamos suas sub-deques (prefixo e sufixo) a algum digito. O digito associado
ao nivel é entdo o maximo entre estes dois digitos. O digito de uma sub-deque é 0 se essa tem
dois ou trés elementos, 1 se tem um ou quatro elementos, e 2 se tem zero ou cinco elementos.
Intuitivamente, esses digitos estdo associados a quanto “espaco livre” uma sub-deque tem, tanto
para adicionar quanto para remover elementos. Note que, se o digito é 2, a sub-deque tem zero
ou cinco elementos, entdo pode nao ser possivel remover ou adicionar algum elemento. De forma
similar, se o digito é 0, é sempre possivel adicionar ou remover até dois elementos desta sub-deque.
Como escolhemos o maximo entre os dois digitos, temos que, se um nivel tem digito pequeno, é
possivel adicionar ou remover elementos tanto de seu prefixo quanto de seu sufixo. Na Figura 6.2,
o prefixo do nivel 2 tem um elemento, logo tem digito 1, ja seu sufixo tem dois elementos, logo
digito 0. O digito do nivel 2 é entdo o maximo destes valores (ou seja, 1), indicando que tanto o
prefixo quando o sufixo do nivel 2 podem adicionar e remover pelo menos um elemento.

Note que, na Figura 6.2, o digito do nivel 3 ndo é o maximo dos digitos de suas sub-deques.
Isto se da pois este é o dltimo nivel, e desta forma sua sub-deque nao vazia é tanto prefixo quando
sufixo deste nivel. Neste caso especifico, a quadrupla (4,5,6,7) é tanto o primeiro quanto o tltimo
elemento do nivel 3. Assim como na deque recursiva (linha 6 do Cédigo 5.1), é necessério tratar de
forma especial esse caso. Dizemos entdo que o digito do tltimo nivel é o digito de sua sub-deque

nao vazia (neste caso, 1). Dizemos que esse caso é degenerado.

6.3 Regularidade e operacoes

Uma deque é regular ou semirreqular quando os digitos de seus niveis formam um contador
regular ou semirregular, respectivamente. Vamos garantir que a deque devolvida por qualquer uma

das operagoes é regular.
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Assuma que a deque é regular. Para realizar uma operagao de PUSH ou POP, note que, devido
a regularidade, o primeiro nivel tem digito 0 ou 1, logo ambas suas sub-deques tém digito 0 ou 1, e
entdo é possivel adicionar ou remover um elemento de qualquer uma dessas sub-deques. Se estamos
no caso degenerado, ou seja se a deque tem apenas um nivel, também é possivel adicionar ou remover
um elemento de sua sub-deque ndo vazia, o que é suficiente nesse caso. Apds adicionar ou remover
um elemento, o digito associado ao primeiro nivel pode ser 0, 1 ou 2 (ele pode diminuir, aumentar ou
continuar igual). E possivel que a deque nao seja mais regular, passando a ser apenas semirregular;
nesse caso, realizamos um procedimento FIX no primeiro nivel que tem digito 2. Uma diferenca dos
contadores binarios analisados anteriormente é que realizamos um FIX apenas quando a estrutura
nao é mais regular.

Um procedimento FI1X no nivel ¢ com digito 2 transforma esse digito em 0 e aumenta em no
maximo 1 o digito do préximo nivel. Pela semirregularidade da estrutura, o nivel ¢ + 1 tem digito 0
ou 1. Para cada uma das sub-deques do nivel i, se esta sub-deque tem pelo menos quatro elementos,
removemos dois destes, formamos um par com eles e inserimos esse par na correspondente sub-deque
do nivel ¢ 4+ 1; se a sub-deque tem no maximo um elemento, removemos um par da sub-deque do
nivel ¢ 4+ 1, e inserimos os dois elementos do par na sub-deque em questdo. Dessa forma, ao final
do F1x, cada uma das sub-deques do nivel ¢ tem dois ou trés elementos, entdo o digito do nivel %
é 0.

Quando dizemos “remover” um elemento de uma sub-deque e “inserir” em outra, isto deve ser
feito na extremidade correta. Por exemplo, remove-se elementos do final do prefixo do nivel ¢ para
adicionar um par no inicio do prefixo do nivel ¢ + 1. O procedimento Fix foi descrito de forma
simples, mas na pratica é necessario tratar muitos casos, que serao descritos a seguir. E importante
notar que FIX é o mesmo, ndo importando se o procedimento que o chamou foi PUSH ou Popr. Apds
um FIX em uma estrutura semirregular, esta se torna regular, pelos mesmos argumentos discutidos

na Secao 6.1.

6.4 Pilha de pilhas, e implementacoes funcionais

A partir desta secio, representaremos as deques de forma concisa, ja que ndo nos importa mais
especificamente quantos ou quais elementos estdo em cada prefixo ou sufixo de cada nivel, apenas
o digito de cada nivel. A Figura 6.3 mostra a deque da Figura 6.2 em versdo concisa, e o restante

das representacoes de deque neste capitulo serdo desta forma.

Figura 6.3: Representagdo concisa da deque da Figura 6.2: os ntimeros sobre as caixas indicam o nivel e os
numeros dentro das caixas indicam o digito do nivel. Omitem-se os elementos nessa representacao.

A primeira dificuldade é encontrar (e modificar) o primeiro nivel com digito 2, pois este nivel
pode estar arbitrariamente fundo na lista de niveis. Para a implementacao dos contadores bindrios

redundantes, usamos uma pilha com os indices dos digitos que eram 2. Aquela implementacao,
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porém, nao era persistente, e temos que nos preocupar com isso nesta implementagdo. Assim como
nas estruturas persistentes anteriores, vamos fazer uma implementacao funcional.

Uma ideia inicial é manter, além da deque persistente, uma pilha (persistente) de nds com
digitos 2 e, como nas implementacoes anteriores, sempre que for necessario modificar um campo de

um no, copiar esse nd. Isso, porém, ndo funciona.

1 2 3 4 5 6 8

— 1|1 \—|2|—|O0|— |1 |—|2|— |1 |—2

=77
! |
! |
[

Figura 6.4: Primeira ideia de representacao da deque persistente.

Considere a Figura 6.4. Os nés tracejados sao os nds de entrada, ou seja, os nds que armazenamos
nesta versao da deque; no caso, o primeiro nivel e o topo da pilha de nés com digito 2. Suponha que
uma operac¢ao de PUSH ou PoP modifique o digito do primeiro nivel para 1, e entao seja realizado
um procedimento FIX no primeiro digito 2, no nivel 4, e essa operacao transforme esse digito em 0
e o digito do nivel 5 em 1.

Se copiarmos apenas os nés modificados, a estrutura fica como na Figura 6.5, que é invéalida. Ao
acessar o nivel 4 a partir do nivel 1 (em, por exemplo, uma opera¢ido K-TH), acessamos na verdade
a versao antiga do nivel 4 (que tinha digito 2), em vez da nova versao copiada. Isso acontece pois
copiamos um né que era apontado por algum noé ndo copiado. No caso, o n6 de nivel 4 era apontado
pelo né de nivel 3, que ndo foi copiado nem modificado, e portanto ainda aponta para a versao antiga
do nivel 4. Como nao modificamos nenhum vértice, esta estrutura é funcional (e persistente), porém

ela estd errada, jA que a nova versao nao representa a deque corretamente.

0l—|1|—|1|—|2|—]0|—|1|—|2|—|1]|—]2
1 4 5
R 0[— |1

Figura 6.5: Deque invalida gerada depois de uma operacao de modificacdo na deque da Figura 6.4, seguida
de um F1x.

Para implementar corretamente uma estrutura de forma funcional (e portanto persistente), é
necessario copiar todos os nés que precisam ser modificados, e além disso garantir que nenhum no
copiado é apontado por um no nao copiado. Na implementacao da deques persistentes do Capitulo 5,
isso é sempre verdade pois copiamos um prefixo dos niveis, e cada nivel apenas aponta para o préximo
nivel, e nas implementacoes de pilha, fila e deque dos Capitulos 3 e 4, isto também vale.

Para consertar a implementacao, precisamos garantir que os nés copiados nao sao apontados

por nés nao copiados. Para isso, separa-se os niveis em varias pilhas; em cada pilha o nivel do
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topo tem digito diferente de 1, ou é o nivel 1, e todos os outros elementos da pilha tém digito 1.
Faz-se entdo uma pilha em que cada elemento é o topo de uma destas sub-pilhas. Desse modo, o
procedimento FiX é sempre realizado no nivel 1 ou no primeiro elemento da segunda pilha, ja que

ou um deles é o primeiro digito 2 ou a estrutura ja é regular.

Figura 6.6: Segunda ideia de representacdo da deque persistente.

A Figura 6.6 mostra como seriam essas pilhas na mesma deque da Figura 6.4. Faremos a
implementacao destas pilhas adicionando um campo a cada né, o campo next, que, para ndés que
sao topos de pilhas (ou seja, o né do nivel 1 e os nds com digitos diferentes de 1), armazena o
topo da proxima pilha, isto é, o préximo né com digito diferente de 1. Para todos os outros nés o

campo nexrt armazena null.

Figura 6.7: Mais detalhes da segunda ideia de representacao da deque persistente.

A Figura 6.7 mostra como fica a estrutura, baseando-se nessa implementacao, onde as flechas
tracejadas indicam os ponteiros next nao nulos. Removemos alguns ponteiros armazenados nos
campos child, mais precisamente os que apontam para a préxima sub-pilha, isso é feito pois a
préxima sub-pilha deve ser acessada pelo ponteiro next do primeiro elemento da sub-pilha. Dessa
forma, ndo é mais possivel acessar nés de versoes passadas. Com isso, a navegacdo pelos niveis fica
um pouco mais complexa, j4 que um né pode ter o campo child nulo e ainda assim existir um né no
proximo nivel. A Figura 6.8 mostra a estrutura apds as mesmas modificagoes que foram aplicadas
na Figura 6.5. Note que agora cada deque pode ser armazenada apenas com um ponteiro para o

seu primeiro nivel, j& que ndo é mais necessario armazenar o ponteiro para a pilha separadamente.

Figura 6.8: Deque da Figura 6.7 apés uma operagao de modificacdo seguida de um FIx.
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6.5 Representacao

A representacdo de um nivel da deque serd similar a do Capitulo 5. Um nivel da deque é
representado por um né u, que terd os campos prefix, suffir, child e next. Os campos prefix e suffiz,
como anteriormente, guardam um prefixo e um sufixo da deque representada por u, mas agora estes
campos sdo deques efémeras de tamanho até cinco. Chamamos estas deques efémeras de cada nivel
de sub-deques. Consideramos que {} cria uma deque efémera vazia, e que cada deque tem fungoes
homonimas as descritas no inicio do Capitulo 4, mas nao recebem a deque e ndo devolvem uma
nova deque. Além disso, as operagoes POP devolvem o valor removido, e a funcao Sizg() devolve
o nimero de elementos na deque efémera. Por exemplo, se d é uma deque efémera, d.POPBACK()
remove o ultimo elemento de d e o devolve, modificando d.

Como discutido na sec¢do anterior, o campo next de u aponta para o préximo nivel com digito
diferente de 1, se tal nivel existir e se u nao tiver digito 1, ou se u for o primeiro nivel. O campo child

do né u aponta para o n6é do proximo nivel, se tal nivel existir e tiver digito 1.

6.6 Procedimento Fix detalhado

Vamos analisar mais detalhadamente os casos possiveis para o procedimento FiX. Ao aplicar
o FIX em um né de nivel ¢ com digito 2, queremos transformar esse digito em 0, possivelmente
modificando o nivel i + 1. Pela semirregularidade temos que o digito do nivel i + 1 ndo é 2. A
necessidade de tratar miltiplos casos se deve ao caso degenerado.

Para reduzir a descri¢do dos casos, vamos utilizar uma fungao auxiliar FIXDEQUES(I,r, L, R).
Essa fungao recebe duas sub-deques efémeras [ e r, o prefixo e sufixo do nivel ¢ da deque que estamos
realizando o procedimento FiX e deixa ambas com dois ou trés elementos, possivelmente modificando
as sub-deques L e R, o prefixo e sufixo do nivel i + 1, tornando este nivel vazio ou aumentando em
no maximo 1 seu digito. Este procedimento s6 funciona se existem mais de trés elementos de nivel 7
entre todas as deques da chamada, isto ¢, se S1ZE() + S1ZE(r) + 2 S1zE(L) + 2 S1ZzE(R) > 3.

Para aplicar um procedimento FIxX, devemos primeiramente criar um nivel ¢ + 1 vazio se este

nao existir. Ap0s isso, considera-se os seguintes casos:

Caso 1. Existem no maximo trés elementos de nivel ¢ entre os niveis i e 7 + 1.
Adicione todos os elementos dos niveis ¢ e ¢ + 1 no prefixo do nivel 7, mantendo a ordem, e

remova o nivel 7 + 1.

Caso 2. Existem mais do que trés elementos de nivel ¢ entre os niveis ¢ e ¢ 4+ 1.
Sejam a e b os nés que representam os niveis ¢ e i+ 1, respectivamente; execute a
fungao FIXDEQUES(a.prefiz, a.suffiz, b.prefiz, b.suffiz). Se o nivel i + 1 é agora o tltimo nivel

e esta vazio, remova-o.

Assumindo que a fun¢do FIXDEQUES funciona, os casos tratam corretamente o F1x. No Caso 1,
nao existe nivel ¢ 4+ 2, pois o nivel ¢ + 1 ndo tem mais que um elemento, entdo se nao fosse o ultimo
nivel, teria digito 2, uma contradi¢do pela semirregularidade da estrutura.

Além disso, o prefixo do nivel i vai ter, ao final da fun¢do, dois ou trés elementos. De fato, é

impossivel que exista apenas um elemento de nivel ¢ entre os niveis ¢ e 7+ 1, pois isso implicaria que
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nao existem elementos em i+ 1, e o nivel i+ 1 teria digito 2 (uma contradigao pela semirregularidade
da estrutura), ou que o nivel 7 + 1 ndo existe, e entdo o nivel i é o ultimo e tem exatamente um
elemento. Mas nesse caso o digito desse nivel nao é 2.

Ainda resta, no procedimento FIX, arrumar os campos child e next dos nés modificados, que
podem ter mudado. Essas dificuldades serdo tratadas na descricdo da implementacéo, discutida nas

proximas segoes.

6.7 Implementacao de FIXDEQUES

O Cédigo 6.2 apresenta a implementacao da fungdo FIXDEQUES(l,7, L, R), onde [ e  sdo o
prefixo e sufixo do nivel ¢ de digito 2, e L e R sdo o prefixo e sufixo do nivel ¢ + 1 de digito 0 ou 1.

E possivel que o nivel 7 4+ 1 néo exista na deque atual; nesse caso L e R sdo deques efémeras vazias.

Cddigo 6.2: Funcao FIXDEQUES
Require: [.S1zE() + r.S12E() + 2 - L.S12E() + 2 - R.S12E() > 3
1: function FIxDEQUES(l,r, L, R)

2: if [.S1ze() > 4 :

3: b= 1.PorPBACK()

4: a = [.PoPBACK()

5: L.PusHFRONT((a,b))

6: if r.S1ze() >4 :

7: a = r.POPFRONT()

8: b = r.POPFRONT()

9: R.PusHBACK((a,b))

10: if [.S1zE() <1:

11: if L.S1zE() #0 :

12: (a,b) = L.POPFRONT()
13: else

14: (a,b) = R.POPFRONT()
15: [.PUusHBACK(a)

16: [.PUsHBACK(D)

17: if r.S1ze() <1:

18: if R.S1zE() #0 :

19: (a,b) = R.POPBACK()
20: else
21: (a,b) = L.POPBACK()
22: r.PUSHFRONT(b)
23: r.PUSHFRONT(a)

A funcéo, para cada sub-deque, se esta tem pelo menos quatro elementos, remove dois destes e
os insere na sub-deque correspondente do nivel i + 1. Se a sub-deque tem no maximo um elemento,
entdo um par é removido da sub-deque correspondente do nivel 7+ 1 e os dois elementos do par sao
adicionados na sub-deque. Dessa forma, ao final do procedimento, ambas as sub-deques tém dois
ou trés elementos, e o digito do nivel ¢ se torna 0. Também mostraremos que o digito do nivel ¢ + 1
aumenta em no maximo 1, se esse nivel nao for o ultimo e estiver vazio.

Os ifs das linhas 2 e 6 do Cdédigo 6.2 tratam os casos de remover elementos do nivel ¢ para

adiciona-los ao nivel ¢ + 1, e os ifs das linhas 10 e 17 tratam os casos de remover um par do
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nivel i + 1 e adicionar seus elementos ao nivel 7. Se alguma das sub-deques do nivel ¢ 4+ 1 esta vazia,
entao este é o 1ltimo nivel (ou entédo teria digito 2, uma contradigdo). Logo, a sub-deque ndo vazia
é o prefixo e sufixo deste nivel. Assim os ifs das linhas 11 e 18 tratam corretamente esse caso.
Dessa forma, o cédigo faz como descrevemos, resta provar que as operagoes nas sub-deques L e R
sdo sempre validas, ou seja, nunca é executada uma operacao de PUSH em uma sub-deque cheia ou
uma operacao de POP quando o nivel 7 + 1 esta vazio.

As deques L e R nao tém cinco elementos pois, se tivessem, o digito do nivel i + 1 seria 2,
nao importando se este é o ultimo nivel ou ndo. Isso implica que as chamadas de PUSH nos ifs das
linhas 2 e 6 sempre funcionam. Além disso, no maximo um entre os ifs das linhas 2 e 10 é executado,
assim como entre os ifs das linhas 6 e 17. Dessa forma, se algum dos primeiros dois ifs é executado,
pela ordem que as operagoes sdo feitas, temos que o nivel ¢ + 1 ndo estd vazio e no maximo um
dos ultimos dois ifs também é executado. Logo as operacées de POP nao serdo executadas com o
nivel ¢ + 1 vazio nesse caso.

Os tnicos casos em que uma operagao de POP pode ser invalida sao:

e Os ultimos dois if's sdo executados, ou seja, se [ e r tém no maximo um elemento; e o nivel i+ 1
tem no maximo um par. Como a fung¢ado FIXDEQUES s6 é chamada se existem mais que trés
elementos de nivel ¢ entre todas as sub-deques, o tinico caso que isso pode acontecer é quando
as deques [ e r tém exatamente um elemento, e existe exatamente um par em uma das deques L

ou R. Mas nesse caso o digito do nivel ¢ seria 1, e FIXDEQUES nao seria chamada.

e Apenas um dos ultimos dois ifs é executado, e o nivel 7 + 1 estd vazio, ou seja, o nivel ¢ é o
ultimo. Isso ocorre se uma entre [ e r tem dois ou trés elementos, e a outra tem no maximo

um. Mas este caso nao ocorre pois o digito do nivel 7 seria 1, e FIXDEQUES nao seria chamada.

Logo, ndo existe situagdo em que a execucao da fun¢do FIXDEQUES faz chamadas de PUsH

ou Pop invalidas, e portanto o Cddigo 6.2 funciona corretamente.

6.8 Implementacao de Fix

O Cébdigo 6.3 apresenta a implementagdo de Fix(a), uma fun¢do que recebe um né de nivel ¢
com digito 2 e faz alteracGes nele para transformar seu digito em 0, aumentando em até 1 o digito
do nivel i +1. O nd a é modificado, mas uma cépia do nivel ¢ + 1 é feita. Assim ndo modificamos o
né original de nivel i 4+ 1. Para ndo modificar um né da estrutura, quando usarmos esta funcao na
implementacao das operagoes da deque em secbes futuras, chamaremos a fungdo com uma cépia do
né de nivel i. Usamos a fungdo COPY(z) para devolver uma copia de um né z, em tempo constante.
Se z for null, essa fungdo devolve um né vazio (com as sub-deques vazias e os campos nulos).

A fun¢do DiGIT(a, last) devolve o digito do né a, onde last é true se nao existe nivel depois
de a, e false caso contrario. O pardmetro last é necessario pois um né pode ter o campo child nulo,
mas ainda assim existir um né no préximo nivel. Nesse caso, o n6é de proximo nivel é o campo next
da cabecga da sub-pilha que contém a. Veja a Figura 6.7, onde o n6é de nivel 3 tem campo child
nulo, mas existe n6é de nivel 4, e um ponteiro para este estd armazenado apenas no né de nivel 1.

As linhas 10-18 copiam o né de nivel ¢ + 1 na varidavel b, criando um né vazio se este nao

existir. Se o n6 de nivel 7 4 1 existir, ele pode estar tanto no campo child, se tiver digito 1, quanto

45



DEQUE DE KAPLAN E TARJAN IMPLEMENTACAO DE FIX

Cdédigo 6.3: Operacao FIX.

1:
2
3
4:
5:
6
7
8:

function DicIT(a, last)

digit = [2,1,0,0,1, 2] > digit]i + 1] = digito de uma sub-deque com i elementos
if a.prefiz.S1zE() = 0 and last :
return digit[a.suffiz.S1ZE() + 1]
else if a.suffiz.S1zE() = 0 and last :
return digit[a.prefix.S12E() + 1]
else
return max(digit[a.prefiz.S12E() + 1], digit[a.suffix.S1ZE() + 1])

Require: a é de nivel ¢, o primeiro né com digito 2.
9: function Fix(a)

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:

if a.child # null :
b = CoprY(a.child)
last = [a.next = null and b.child = null]
else if a.next # null :
b = CoprY(a.next)
last = [b.next = null and b.child = null]
else
b =new NODE({},null, {})
last = true
if a.prefiz.S1ZE() + a.suffiz.S1ZE() + 2 b.prefix.S12E() + 2 b.suffiz.S1zE() < 3 : > Caso 1
if b.prefiz.S1zE() #0 :
(x,y) = b.prefiz. POPFRONT()
a.prefic. PUSHBACK ()
a.prefir. PUSHBACK(y)
if b.suffiz.S1ZE() # 0 :
(x,y) = b.suffix. POPFRONT()
a.prefir. PUSHBACK(x)
a.prefiz. PUSHBACK (y)
if a.suffiz.S1zE() # 0 :
a.prefir. PUSHBACK(a.suffiz. POPFRONT())
b = null
else > Caso 2
FIXDEQUES(a.prefix, a.suffiz, b.prefiz, b.suffir)
if b.prefiz.S1zE() = 0 and b.suffiz.S1zE() = 0 and last :
b = null
if b # null and DicIt(b, last) =
if a.child = null : > Nivel 7 + 1 tinha digito diferente de 1.
a.next = b.next
b.next = null
a.child =b
else
if b # null and a.child # null :
b.next = a.next
a.next = b
a.child = null
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no campo next, se tiver digito 0. Também é armazenado na variavel last o valor true se nao
existe nivel ¢ + 2, e false caso contrario. A notagdo [predicado] de Iverson devolve true (ou 1)
se predicado é verdade e false (ou 0) se é falso.

As linhas 19-30 resolvem o Caso 1, como discutido na Secao 6.6, adicionando todos elementos
das sub-deques dos niveis i e i + 1 no prefixo do né a, e apagando b. Usamos o fato que cada
sub-deque em ambos os niveis tem no maximo um elemento.

O Caso 2 é tratado nas linhas 31-34. Na Se¢do 6.7 argumentamos que a fungdo FIXDEQUES
estd correta. O if da linha 33 verifica se nao existe nivel ¢ + 2 e ambas as sub-deques do nivel ¢ + 1
estdo vazias. Nesse caso o nivel i + 1 é removido.

Portanto, os casos sdo tratados corretamente. As linhas seguintes arrumam os campos child
e next de a e b. Se b existe e tem digito 1, este deve ser armazenado no campo child de a (linha 39).
Se o nivel 7 + 1 tinha digito diferente de 1 (esse digito era 0 pela semirregularidade da estrutura),
entao esse nivel era o next de a, e precisamos mudar o ponteiro next de a para ser o proximo nivel
com digito diferente de 1 (linhas 36-38). Usamos que se b tinha digito diferente de 1, entao a.child
era nulo.

Se b nao tem digito 1, ou nado existe, deve ser armazenado no campo next de a (linhas 43-44).
Se b tinha digito 1 no inicio da operagao, e ainda existe, é necessario guardar o valor antigo de a.next
em b.next (linhas 41-42). Caso contrario, o campo b.next permanece o mesmo, pois ji apontava
para o proximo nivel com digito diferente de 1.

Note que é conveniente armazenar o proximo digito diferente de 1, e ndo apenas o préximo
digito 2, pois assim ao final do FIX temos garantia que a continua sendo topo de uma sub-pilha, ja

que tem digito 0.

6.9 Implementacao das operagoes

Com a fun¢io FIX implementada, é facil implementar as operacoes da deque com consumo de
tempo constante. Tendo em vista a regularidade da estrutura, é sempre possivel realizar um PUSH
ou POP no primeiro nivel e, apds isto basta chamar a funcdo FIX no né adequado, como discutido
na Sec¢ao 6.3.

O Codigo 6.4 mostra as implementagoes das versdes FRONT das operagoes da deque. A
funcdo CHECK(a) realiza um FIX na deque com topo a, se necessario, ou seja, se esta nao é re-
gular. Logo, apés essa operagao, é garantido que a estrutura é regular, como discutido na Secéo 6.3.

Note que as operagoes PUSHFRONT e POPFRONT copiam o topo da deque, e a fungdo CHECK

copia o campo next deste elemento se for necessario modificd-lo. A funcdo Fix(a) modifica a, mas
estd na verdade recebendo uma copia do n6. Como a implementacdo é feita de acordo com a
discussao na Segao 6.4, garantimos que todo né copiado é apenas apontado por outros nos copiados,

e assim a implementacao é funcional, e portanto persistente.

Os if's das operagoes POPFRONT e FRONT checam os casos degenerados, ja que, como a estrutura
é regular, se uma das sub-deques de a é vazia entdo a é tanto o topo quanto o ultimo nivel da
estrutura.

A operacao K-TH(d, k) nao foi implementada, mas pode ser feita de forma um pouco mais

complexa porém similar ao Cédigo 5.3. A Tabela 6.1 compara o consumo de tempo e espago de
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Cddigo 6.4: Operacoes da deque

1: function CHECK(a)

2: if DicIT(a, [a.child = null and a.next = null]) = 2 :
3: Fix(a)

4: else if a.next #null and DiGIT(a.next, [a.next.child =null and a.next.next =null)) = 2 :
5: a.next = CoOPY(a.next)
6: Fix(a.next)

7. function PUSHFRONT(a, x)

8: a = Copry(a)

9: a.prefic. PUSHFRONT(z)

10: CHECK(a)

11: return a

12: function POPFRONT(a)

13: a = Copry(a)

14: if a.prefiz.S1ZE() # 0 :

15: a.prefic. POPFRONT()

16: else

17: a.suffiz.POPFRONT()

18: CHECK (a)

19: return a
20: function FRONT(a)
21: if a.prefiz.S1ZE() # 0 :
22: return a.prefiz. FRONT()
23: else
24: return a.suffiz. FRONT()

todas as deques persistentes apresentadas neste trabalho. Note que a operacdo K-TH da deque de

Kaplan e Tarjan consome temporariamente espaco O(lgn) devido a sua pilha de recursao.

Operagao Representacao bindria | Skew-binary Recursiva Kaplan e Tarjan
Drque() O(1)/0() oMo | 0M)/o0) O)/0()
PusHFRONT(q, x) O(lgn)/O(lgn) O(1)/0(1) | O(lgn)/O(lgn) 0(1)/0(1)
PusHBACK(q, x) O(lgn)/O(lgn) O(1)/0(1) | O(gn)/O(lgn) O(1)/0(1)
FRONT(q) 0(1) 0(1) O(lgn) o)
BACK(q) O(1) O(1) O(lgn) o(1)
PoPFRONT(q) O(lgn)/O(1) O(lgn)/O1) | O(lgn)/O(gn) O(1)/0(1)
PopBACK(q) Ogn)/0(1) | Ogn)/O(1) | Ollgn)/O(lgn) | O(1)/O(1)
K-TH(g, k) O(lgn) O(lgn) O(lgn) O(lgn)

Tabela 6.1: Comparacao do consumo de tempo e espago das implementagoes das deques descritas nos
Capitulos 4, 5 e 6, onde n é o tamanho da estrutura da deque persistente.
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Capitulo 7
Técnicas gerais

Nos capitulos anteriores, discutimos como tornar persistentes estruturas de dados especificas
(pilhas, filas e deques). Como dito na introdugao, outro caminho é criar técnicas gerais para tornar

qualquer ED persistente.

7.1 Modelo de computacao

Para tomar uma abordagem tao geral, é necessario definir formalmente o conceito de estrutura
de dados. Usaremos o modelo de estruturas ligadas, no qual uma estrutura de dados é um conjunto
de nds, cada um contendo um ntimero constante de campos. Cada campo pode armazenar um valor
(um inteiro ou booleano, por exemplo) ou um ponteiro para outro né. Ponteiros também podem
armazenar o valor especial null, que indica que nao estao apontando para nenhum né. Acesso a
estrutura é dado por um nimero constante de nos de entrada.

Uma pilha implementada com lista ligada, como no Capitulo 3, é uma estrutura desse tipo, onde
o primeiro elemento da lista é o n6 de entrada. A estrutura recursiva para deques do Capitulo 5
também é dessa forma, e tem nds de dois tipos: os nés da estrutura e ndés que sdo os pares. O né
de entrada também é o primeiro né da estrutura. Uma &rvore de busca binadria também é deste
tipo, ja que cada n6 tem dois ponteiros (para o filho esquerdo e direito), e um valor; e a raiz é o né
de entrada. A estrutura para resolver o problema do Ancestral de Nivel no Capitulo 1 ndo é deste
tipo, pois o pré-processamento armazena em cada né um vetor de tamanho |lgd|, onde d é a altura
do né.

Vamos formalizar também as defini¢des de operagoes de acesso e modificacdo. Uma operagdo
de acesso produz um conjunto de acessos. No inicio da operagdo, este conjunto estd vazio. A cada
passo, chamado de passo de acesso, adiciona-se um né a este conjunto. O né adicionado deve ser
um né de entrada ou deve ser indicado por um ponteiro em algum né ja no conjunto de acessos. O
tempo consumido por uma operacao de acesso é o nimero de passos de acesso. Operagoes também
devolvem valores, calculados usando seu conjunto de acessos.

A busca em uma ABB por um elemento é um exemplo de operacdo de acesso, que devolve se o
elemento estd ou ndo na ABB. Um exemplo mais complicado é a operacao K-TH da deque recursiva,
que primeiro encontra o né da estrutura em que se localiza o k-ésimo elemento, e depois “descasca”

os pares para encontrar e devolver este elemento.
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Uma operag¢do de modificacao é parecida com uma de acesso. Ela consiste de passos de acesso,
que funcionam da mesma forma, e passos de modificacdo. Em um passo de modificacdo, uma das

seguintes operacoes é feita:
e Cria-se um novo no, e este é adicionado ao conjunto de acessos.

e Modifica-se um campo de algum né do conjunto de acessos. Se um ponteiro foi modificado,

seu novo valor deve ser null ou deve ser um dos nés do conjunto de acessos.
e Altera-se um né de entrada. Seu novo valor deve ser null ou um né do conjunto de acessos.

O tempo consumido por uma operacdo de modificacdo é o nimero total de passos, e o tempo
de modificacdo é o nimero de passos de modificagao.

Adicionar um elemento em uma ABB, por exemplo, consiste de achar sua posicdo, que pode
levar até h passos de acesso, onde h é a altura da arvore, e criar um novo né ali, modificando o
ponteiro do né do conjunto de acessos que deve apontar para ele. Logo esta operagdo consome
tempo O(h) e tempo de modificagdo O(1).

Essas defini¢oes descrevem uma estrutura de dados efémera. Nosso objetivo é tornar esta estru-
tura genérica em uma estrutura total ou parcialmente persistente.

Consideramos que o nimero total de operacoes de modificagdo é m, e o nimero de operacoes de
acesso é a. Da mesma forma, o ntimero total de passos de modificacdo é M e de passos de acesso
é A. A i-ésima operacdo de modificacdo cria a versao ¢ da estrutura. A versdo 0 é a estrutura vazia.
Se estamos considerando uma estrutura totalmente persistente, temos uma arvore de versoes, caso
contrario, uma lista.

Consideramos que cada operagao recebe também, além de seus pardmetros normais (por exem-
plo, um valor para ser encontrado, no caso de uma busca em ABB), um inteiro que indica sob qual
versao deve ser feita essa operagdo. Dizemos que ¢ — j se a operagdo que cria a versao j é feita
sobre a versao 1.

Note que, apesar de estarmos tratando apenas de estruturas ligadas, a versdo persistente desta
estrutura pode nao ser ligada. Por exemplo, um dos métodos poderia armazenar um vetor de

tamanho varidvel em cada né, logo a estrutura deixaria de ser ligada.

7.2 Offline

Em geral, estamos interessados em implementacoes online das estruturas persistentes, ou seja,
uma operacao deve ser completada para se ter acesso a proxima, porém, vamos considerar o caso
offline, em que todas as m-+a operacoes sao conhecidas de anteméao. Obteremos uma implementacao
totalmente persistente que nao faz nenhuma suposicao adicional sobre a estrutura de dados, nao
aumenta assintoticamente o tempo consumido pelas operagoes, e gasta apenas O(1) de espago
adicional por passo de modificacdo, que é o melhor que pode-se esperar. A versdo original desta
solugao foi dada por meu amigo, Arthur Nascimento, enquanto discutiamos sobre como implementar
uma deque persistente.

Inicialmente, constroéi-se a arvore de versées. O vértice v; representa a versao i. Neste deve-se

armazenar, além da lista de adjacéncia (v tal que i — k), a operagdo de modificagdo que criou a
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versao ¢ (seus parametros), e uma lista das operagdes de acesso que sao feitas na versao i. Isso pode
ser feito em tempo e espaco O(m + a), ou seja, proporcional ao niimero de operagoes. A Figura 7.1

mostra a arvore de versoes do Exemplo 3.1 da pagina 20.

STACK()

PusH(5) PusH(5)

l
Topr() PUSH(7) Tor()

\ /
\ 7

PusH(6) Pop()

PusH(9)

Figura 7.1: Arvore de versoes do Exemplo 3.1, com argumentos para fazer cada operacdo de modificagao
indicados. Os nds mais claros (cinzentos) indicam as operagdes de acesso, conectadas & versdo na qual sdo
realizadas.

Apés montar a arvore de versoes, realizamos uma busca em profundidade (DFS) nesta arvore,

seguindo a ideia abaixo:
1. Ao acessar um vértice v; na DFS, a estrutura estd na versdo j, onde j — 4.
2. Aplicamos a operacgao, transformando a versao j em 3.

3. Calculamos o valor de retorno para as operacoes de acesso feitas na versao ¢ e recursivamente

em todas as versoes descendentes de 7.

4. Ao final do acesso ao vértice v;, revertemos as mudancas feitas, como explicado adiante, e a

estrutura estd novamente na versao j.

Dessa forma, no passo 3, podemos processar um a um os nés que sao filhos de v; recursivamente,
ja que, devido ao passo 4, quando o acesso a cada um deles termina, a estrutura volta a estar na
versao i. No passo 4 de v;, revertemos as mudancas feitas no passo 2 para v;.

Para reverter mudangas de forma genérica, sempre que um passo de modificagdo altera um
campo de um né, guardamos uma tripla (u, field, oldValue) indicando que o campo field do né u
mudou de valor, e seu valor anterior era old Value. Isso é informagdo o bastante para, ao final do
procedimento, reverter essa mudanga. Se o passo de modificagdo altera um né de entrada, este
também pode ser armazenado desta forma, por exemplo, usando um né para armazenar os nos de
entrada.

Como nao impusemos restricbes nas operagoes de mudanca, elas podem modificar um mesmo
campo muitas vezes, ou utilizar o valor de um campo previamente modificado. Logo, a ordem
em que as operacoes ocorreram é relevante e, em particular, é necessario que o valor original seja
restaurado, e ndo um valor intermediario. Para isso, desfazemos as mudangas na ordem inversa que
foram feitas, usando uma pilha.

O Cédigo 7.1 mostra uma implementacao, em alto nivel, do algoritmo discutido. Assumimos

que, ao realizar uma operacdo, seu valor de retorno seja armazenado em algum lugar. A operacao
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Caédigo 7.1: Persisténcia total offline

function DFS(v;)
: mod = STACK()

1:
2
3 Aplicar a i-ésima operacao de modificagdo, guardando valores antigos em mod.
4: Responder todas as operacdes de acesso realizadas na versao i.

5: for v, € lista de adjacéncia de v; :

6 DFS(Uk)

7 while mod.S1zE() > 0 :

8 (u, field, oldValue) = mod.PoP()

9: u.field = oldValue

10: function TOTALPERSISTENCEOFFLINE()

11: Montar a arvore de versbes, com raiz vyg.

12: DFS('U(])

na linha 4 deve iterar pela lista de operagoes de acesso do vértice v; e aplica-las. Como assumimos
que a ED comega na versdo 0, temos que o vértice vy é a raiz. A linha 3 ndo faz nada quando o

vértice é vg.

Proposicao 7.1. Se a fun¢ao DFS(v;) é chamada com a versao j da estrutura de dados, onde j — 1,
entdo ela aplica corretamente todas as operacoes de acesso de alguma versdo cujo vértice é descen-

dente de v;. Além disso, ao final da execucdo da funcao, a versao da estrutura € j.

Demonstracdo. A prova é por indugao na altura de v;. No inicio da fung¢do, estamos na versao j.
Entéo ao aplicar a operacao i, a estrutura muda para a versdo i. Além disso, todas as mudancas
para reverter a versdo i para j estdo armazenadas em mod.

A linha 4 aplica as operagoes de acesso da versdo i. O for da linha 5 aciona, para cada filho
de v;, a fungdo DFS neste recursivamente. Seja v, o primeiro filho acessado; pela hipotese de
inducdo, como v, tem altura menor que v; e a estrutura estd na versdo ¢ e ¢ — x, temos que a
funcdo aplica corretamente as operacdes de acesso das versdes na subarvore de v,, e ao final da
chamada de DFS(v;), a estrutura estd novamente na versao 1.

Dessa forma, as chamadas da funcdo DFS para todos os filhos de v; funcionam corretamente, e
por isso as operagoes de acesso de todos os descendentes de v; sdo realizadas. Por tltimo, o while
da linha 7 desfaz as mudangas feitas na versao i e restaura a estrutura para a versao j, completando

a prova. [

Entao, é possivel transformar qualquer estrutura ligada em totalmente persistente, de forma

offline, com aumento no consumo de tempo de O(M + A) e de espaco O(M + a).

7.3 Implementacao funcional

A técnica que usamos nas estruturas apresentadas até o Capitulo 6 é tornar a implementacao
funcional, ou seja, nunca modificar nenhum campo de um né ja criado. Esse tipo de implementacao
é bastante ligada a linguagens funcionais, e implementagoes desta forma vao de pilhas a ABBBs [6,
8, 10, 11].

Se for possivel implementar a estrutura desta forma, ela se torna totalmente persistente. De

fato, se temos os nés de entrada da versao ¢, e nenhum né foi modificado, os nés que podem ser
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acessados a partir desses sdo exatamente os mesmos de quando a versdo ¢ foi criada, independente
de versoes criadas posteriormente. Logo, apenas armazenando os nés de entrada (e nao apagando
nenhum né), tornamos nossa estrutura totalmente persistente.

Algumas estruturas ligadas ja funcionam naturalmente dessa forma, como por exemplo a pilha
implementada no Capitulo 3, onde nunca é necessario alterar nenhum né apos a sua criagdo. Quando
a estrutura ndo funciona dessa forma, podemos tentar impor isso, copiando os nds que seriam
modificados (e seus ancestrais). A estrutura recursiva de deque do Capitulo 5 faz isso, copiando
todos os noés acessados durante um PUSH ou PoP.

Para fazer isso em uma estrutura qualquer, supomos que, sempre que adicionamos um né u
ao conjunto de acessos, todos os seus ancestrais ja estdo neste conjunto. Ao adicionar esse né,
na verdade adicionamos uma cépia u’ dele, e para todo né v no conjunto de acessos que tem um
ponteiro para u, trocamos este ponteiro por u’.

Note que nds no conjunto de acessos podem ser modificados, mas o importante é que nenhum

no criado em uma versao anterior é modificado, logo todas essas versoes continuam funcionando.

o @

O @

N <N

O OO OCEN(CEENG

(@) oo o0 O
@

Figura 7.2: Adicdo de um né f a direita de b com uma implementacgao totalmente funcional. Em cinza, os

nos criados ou copiados durante a adicao.

(&)

A Figura 7.2 mostra cada passo de uma operacdo de inser¢do em uma ABB usando esse método.
Os nos que existiam no comeco da operacgao nao foram modificados, entdo a arvore “visivel” a partir
do né a continua a mesma. Note que alguns nds sdo visiveis nas duas versodes, como o d e o e, ja que
nao foram modificados (nem nenhum de seus descendentes). Se quiséssemos armazenar também
ponteiros de pai em cada nd, uma implementacao dessa forma nao seria possivel.

Supusemos que, ao adicionar um né ao conjunto de acessos, todos os seus ancestrais ja estavam
neste conjunto (na verdade, suas copias), portanto nao existe caminho de um né nao copiado para
um né que tem uma cédpia no conjunto de acessos. Assim, todos os nés atingiveis a partir da nova
versao ou sao as copias criadas ou sao nés que nunca foram adicionados ao conjunto de acessos, ou
seja, sdo exatamente os nés que seriam atingiveis se tivéssemos copiado a estrutura inteira. Logo, a

estrutura ligada funciona e é totalmente persistente. Note que na Figura 7.2 nao é possivel acessar,
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a partir de d/, a versdo anterior de um né6 copiado (os nés a e b).

Sem essa suposi¢ao, poderia ser possivel alcancar a versao antiga de um né que ja foi copiado.
Este foi o problema encontrado na primeira ideia de implementacao da deque de Kaplan e Tarjan,
como discutido na Secao 6.4.

Note que, se os ponteiros de uma estrutura ligada em particular formam uma floresta direcionada,
onde os nos de entrada sao as raizes e as arestas vao em direcdo contraria as raizes, para cada né u
existe exatamente um caminho de um né de acesso até u, logo se u é adicionado ao conjunto de
acesso, temos a garantia que todos os ndés que apontam pra ele ja estdo no conjunto de acesso,
nao importando a ordem na qual foram feitas as adi¢cbes ao conjunto de acessos. Dessa forma,
basta copiar os nés visitados durante operagoes de modificagdo e a estrutura em questao se torna
funcional e persistente. A estrutura discutida no Capitulo 5 é uma arvore direcionada, e na Secdo 6.4
a implementacao inicial discutida para a estrutura do Capitulo 6 é modificada para também se tornar
uma arvore direcionada.

Esse método torna a estrutura totalmente persistente com aumento no consumo de tempo
de O(M + A), levando em conta o tempo de copiar os nés visitados em operagoes de modificagao e
o tempo de modificar os ponteiros que apontam para tais nos, e espago de O(M + A,,), onde A,
é o numero de passos de acesso que ocorrem durante operacoes de modificacdo, ja que é necessario
copiar um né acessado em uma operacao de modificacdo mesmo que nenhum campo deste tenha

sido alterado.

7.4 Fat node

E possivel tornar uma estrutura ligada parcialmente persistente aumentando os seus nds para
armazenar todas as mudancgas ja feitas. HEssa técnica foi inicialmente apresentada por Driscoll et
al. [5].

Modifica-se cada né da estrutura para que cada campo seja substituido por um vetor que arma-
zena pares (i,v), indicando que a i-ésima operac¢ao de modificagao alterou o valor daquele campo
para v. Em vez de modificar um campo de um nd, adiciona-se um par no vetor correspondente,
indicando a versao da estrutura que esta sendo criada e o novo valor para o campo. Como estamos
fazendo uma implementacao parcialmente persistente, o indice de versao adicionado é sempre maior
que todos os anteriores, dessa forma o vetor se mantém ordenado pelos indices.

Para realizar um acesso ao campo ¢ na versao i, € necessario procurar no vetor associado a ¢
o par com maior indice que nao excede ¢, ou seja, a ultima atualizacdo feita até no méaximo a
versao 4. Isso pode ser feito com busca bindria em tempo logaritmico no tamanho do vetor, ja que
a informacdo estd armazenada em ordem. Diferente das outras técnicas, esta aumenta também o
tempo de um passo de acesso.

Utilizar esta técnica transforma qualquer estrutura ligada em uma estrutura parcialmente per-

sistente, com aumento no consumo de tempo de O((M + A)lg M) e espaco de O(M).
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7.5 Node copying

No método fat node, ao armazenar todas as modificagdes de um campo, precisamos de tempo
logaritmico para descobrir o valor desse campo em uma dada versdo. O método node copying
também garante persisténcia parcial, mas diminui esse tempo, armazenando apenas um nimero
constante de modificacbes em um mesmo né, e fazendo uma cédpia do né quando este fica muito
grande. Este método também foi apresentado por Driscoll et al. [5].

Precisamos, contudo, fazer mais suposicoes sobre a estrutura. Supomos que os nés da estrutura
ligada tém grau de entrada limitado por uma constante. Especificamente, existe uma constante in
tal que, a qualquer momento, para qualquer sequéncia de operacdes, vale que, para qualquer né u,
o numero de campos que tém ponteiros que apontam para u, entre todos os nds da estrutura, é no
maximo in.

Cada né deve armazenar, além de seus campos usuais, um vetor de triplas changes de ta-
manho in que armazena mudancas feitas nos seus campos, ou seja, se este vetor tem a tri-
pla (version, field, value) entdo na versao version o campo field foi modificado para o valor value.
Esse vetor esta inicialmente vazio, e armazena mudancas feitas ao né depois de sua criacao.

O método node copying copia um nd u sempre que este é alterado em um passo de modificacdo.
Apbés isso, é necessario modificar os nés que apontam para u. Para evitar ter que copiar todos os
ancestrais de u, guardamos estas modificagGes de ponteiros em seus vetores changes, se estes tiverem
espaco.

Se algum dos nds que apontam para u nao tiver espaco livre em seu vetor changes, uma copia
deste n6 deve ser feita, armazenando a versdo mais nova de cada campo (e deixando o vetor changes
vazio, no novo né). Além disso, os nés que apontam para este devem ser modificados, o que pode
gerar mais cépias.

Adicionamos um campo 7 a cada né da estrutura, que é o indice da versdo em que o né
foi criado, e um campo copy que é um ponteiro para a copia criada diretamente a partir deste
nod, ou null se tal cépia ainda nao existir. Quando uma cépia é criada, a versao antiga do néd
nunca mais é modificada, logo nenhuma outra copia é criada diretamente a partir deste nd. Dessa
forma, dizemos que cada né u representa o né correspondente da estrutura efémera no intervalo de
versoes [u. T, u.copy.T — 1] se este tiver cpia. Caso contrario, o n6 representa as versoes desde u.7T
até a versdo atual do né correspondente na estrutura efémera, e é chamado de nd ativo. Como

estamos tratando de persisténcia parcial, apenas nés ativos sdo modificados.

7.5.1 Implementacgoes

Como estamos lidando com estruturas de dados gerais, ndo apresentaremos pseudocédigo para
as operacoes de acesso e modificagdo, que podem variar para cada estrutura, mas sim para uma
interface que estas operagdes usam para acessar e modificar a estrutura.

Assumimos que um vetor entry armazena todas as versoes de nés de entrada. Dessa forma,
operacoes de acesso podem acessar nds de entrada de qualquer versdo em tempo constante. Além
disso, assumimos que uma variavel current armazena o nimero da versdo atual da estrutura. No
comeco de toda operacdo de modificacao esta variavel deve ser incrementada, e os nds de entrada

da versao anterior devem ser copiados para a nova versao.
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Na Subsecao 7.5.2, apresentaremos a funcdo de interface ACCESS, que deve ser usada quando
for necessario acessar um campo de um né da estrutura, isto é, as operagdes de acesso devem
usar ACCESS(u, field,i) para acessar o campo field de u na versao i, em vez de acessar o campo
diretamente, como em wu.field.

Na Subsecdo 7.5.3, apresentaremos uma versao de ACCESS para ser usada durante operacoes de
modificagdo, e também a fungéo de interface MODIFY (u, field, value), que deve ser usada para modi-
ficar o campo field de u para o valor value, em vez de fazer isso diretamente, como em w.field = value.
As outras funcoes desenvolvidas nessa subsecdo s@o auxiliares, usadas direta ou indiretamente

por ACCESS e MODIFY. Para deixar isto claro, os nomes das funcées de interface sdo SUBLINHADAS.

7.5.2 Acesso

O acesso a um campo de um né em uma dada versdo pode ser feito como no Cédigo 7.2. Note
que estamos assumindo que as modificacoes estdo armazenadas no vetor changes na ordem em que

foram feitas.

Cédigo 7.2: Acesso a um campo durante uma operacao de acesso.

Require: u representa a versao wversion, ou seja, version > u.T e version < u.copy.T , se u.copy é
nao nulo.

1: function AccCESS(u, field, version)

2 value = u.field

3 for (version', field', value') € u.changes :
4: if field = field’ and version’ < version :
5 value = value'
6 return value

Para devolver o valor do campo na versao version, aplicamos todas as modificagoes realizadas
a este campo em versdes que sdo no maximo version. Para realizar uma operagdo de acesso na
versao i, basta acessar os nés de entrada da versao i, utilizando o vetor entry, e realizar os acessos
usando a funcao de interface ACCESS. O aumento de complexidade de tempo é constante por passo

de acesso.

7.5.3 Modificagao

Em uma operacdo de modificagdo, alterar um né do conjunto de acessos pode levar a cépia
de outros noés que ja estdo no conjunto de acessos. Vamos garantir que no maximo uma cépia de
cada no seja feita por operacdo de modificacdo. Dessa forma, quando um passo de modificacdo da
estrutura tentar acessar ou modificar um campo do né u, ou u é ativo ou w.copy existe e foi criado
nesta versao.

A fungdo AccEsS(u,field) do Coédigo 7.3 funciona de forma parecida com a
funcdo ACCESS(u, field, version) do Cédigo 7.2, mas sempre acessa a versao mais recente (current)
do campo. Esta funcido nao é usada em nenhuma das fungbes apresentadas no resto da sec¢do, mas,
como discutido, deve ser usada pelos passos de acesso durante uma operacdo de modificagcdo
da estrutura de dados. A fung¢do ACTIVE(u) é usada como funcdo auxiliar em muitas fungoes

apresentadas nesta se¢do, e devolve a versao ativa do né u (ou seja, u ou wu.copy).
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Cdédigo 7.3: Acesso a um campo durante uma operacao de modificacdo.

Require: u é ativo ou sua cdpia foi criada nessa versao.
1: function ACCESS(u, field)
2: return ACCESS(ACTIVE(u), field, current)
Require: u é ativo ou sua cépia foi criada nessa versao.
3: function ACTIVE(u)
4 if v = null or w.copy = null :
5: return u
6 else
7 return u.copy

Para poder atualizar os ponteiros de nés ativos que apontam para um né u, armazenamos em u
um vetor parents, de in posigdes, que armazena quais nés ativos apontam para u. Se u ndo é ativo,
esse vetor tem apenas nulls. Dizemos que parents armazena ponteiros de volta.

Quando um campo de ponteiro de um né = é alterado de y para z, é necessirio atuali-
zar o vetor parents de y e z, removendo x do vetor de y e adicionando-o ao vetor de z. A
fungdo CHANGEPARENT(u, a, b) modifica o vetor u.parents, trocando uma ocorréncia de a por b. A
funcdo CHANGEPOINTER (u, field, value) muda o ponteiro u.field para value (usando CHANGEPA-
RENT, se necessario); essa func¢ao assume que o né u foi criado nesta versao, portanto podemos mudar
diretamente seus campos, sem ser necessario adicionar mudancas ao vetor changes. O Codigo 7.4

mostra a implementacio destas duas funcgoes.

Cédigo 7.4: Implementagio de CHANGEPARENT e CHANGEP OINTER.

1: function CHANGEPARENT(u, a, b)
2 fori=1to in:

3: if w.parentsli] = a :

4 u.parents|i] = b

5

: break
Require: u é um no criado nesta versao.
Require: field é um campo de ponteiro.
6: function CHANGEPOINTER(u, field, value)
T: if u.field # null :

8: CHANGEPARENT (u.field, u, null)

9: u.field = ACTIVE(value) > value pode j4 ter sido copiado.
10: if u.field # null :
11: CHANGEPARENT(u.field, null, u)

A funcdo CHANGEPARENT(u, a,b) funciona se o vetor parents estd atualizado pois, ao trocar a
por b, se a # null, entdo a apontava para u, logo estava em parents; se a = null, entdo, como in é
o grau de entrada maximo de um né, pelo menos uma posi¢ao do vetor tem o valor null.

A fungdo MODIFY(u, field, value) altera o campo field de u, e deve ser chamada em passos
de modificacdo da operagdo com indice current. A funcdo cria uma cépia do nd u, se esta nao
existe e u nao foi criado nessa versdao (usando a fungdo COPY), e depois modifica o campo field
diretamente, utilizando CHANGEPOINTER se necessario. O Codigo 7.5 mostra a implementacgao da
fungdo MODIFY. O né u é um né do conjunto de acessos e, como discutido anteriormente, um destes

Casos ocorre:
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Cdédigo 7.5: Alteracao feita por um passo de modificagao.

Require: u é ativo ou sua cépia foi criada na versao atual (current).

: function MODIFY(u, field, value)

u = ACTIVE(u)
if w.version < current :
u.copy = COPY(u)
U = U.copy
if field é campo de ponteiro :
CHANGEPOINTER(u, field, value)
else
u.field = value

e ¢ tem uma cépia — A chamada a ACTIVE na linha 2 troca u por esta copia; ou

e y nao tem copia e ndo foi criado nesta versdo — O if da linha 3 cria uma cépia deste noé e

troca u por esta copia; ou
e 1 foi criado nessa versao — w nao é modificado.

Apo6s qualquer um destes casos, © € um né que foi criado nesta versdo, e entdo as linhas 6-9

alteram o campo field. Resta detalhar a funcdo COPY, que cria a copia de um né e modifica os

ponteiros em nés ativos que apontam para ele.

Cddigo 7.6: Copia de um né na versao current, atualizando os ponteiros que apontam para ele.

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

function Copry(u)

v = RawCoPY/(u) > A funcdo RAWCOPY(u) copia todos os campos de u.
u'.changes = {} > Inicializa changes com vetor vazio.
. T = current
for (version’, field', value') € u.changes :
o' field' = value'
if u é n6 de entrada :
Trocar u por v’ na posicao correta do vetor entry.
for pointer € campos de ponteiros :
if u'.pointer # null :
CHANGEPARENT (u'.pointer, u, u’)
u.parents = vetor apenas com nulls
for i =1 to |u'.parents| :
v = u.parents|i]
if v # null :
field = campo de v tal que ACCESS(v, field) = u.
if v.7 = current :
v.field = o/
else if |v.changes| < in :
v.changes. ADD((current, field, u'))
else
v.copy = COPY(v)
v.copy.field = v’
o' .parents[i] = v.copy
return v’
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Assumimos que a fungdo RAWCOPY(u) cria e devolve um novo né com todos os campos com
valores idénticos aos de u. As linhas 3-6 entao modificam u' para este representar a versao mais
atual de u, aplicando todas as modificagoes de u.changes e atualizando o campo 7. O if da linha 7
lida com o caso em que u era um né de entrada da versdao current — 1, j4 que neste caso u’ passa a
ser o no de entrada correspondente para a versao current. O for da linha 9 entdo muda os ponteiros
de volta dos nés apontados por u, ja que agora u’ é o nd ativo que aponta para eles. Por ultimo,
o for da linha 13 modifica os ponteiros de nés ativos que apontavam para u, fazendo-os apontar
para u’. Seja v um né ativo tal que ACCESS(v, field) = u, queremos que ACCESS(v, field) = u'. Isso

se reduz a trés casos:
1. v foi criado nessa versao — Basta modificar diretamente o campo field em v.

2. v tem espago livre em v.changes — Adicionamos a modificagdo ao vetor changes, ou seja,

adicionamos a tripla (current, field,u') a changes.

3. v ndo tem espaco livre em v.changes — Criamos uma cépia de v, usando recursivamente a
fungao Copy, modificamos o campo field desta copia, e atualizamos o vetor parents de v’ (que

ainda aponta para v e ndo para v.copy).

Como cada né é copiado no maximo uma vez por versao, a fungdo sempre termina.

7.5.4 Analise de espaco e tempo

A ideia do método é copiar os nés quando fazemos alteracbes em passos de modificagido, mas
registram-se algumas alteragoes no préprio né para diminuir o nimero de cédpias necessarias. E
claro que, aumentando o tamanho do vetor changes, o nimero de cépias diminui. Vamos mostrar
que ter tamanho in é o bastante para que o método consuma espago amortizado O(1) por passo de
modificagio.

Utilizaremos o método do potencial. Seja F; o estado da estrutura (persistente) na i-ésima
versao, ou seja, depois da i-ésima operacao de modificagdo. Vamos associar um valor ®(E;) a cada
uma das versoes da estrutura, com ®(Ep) = 0 e ®(E;) > 0 para todo i > 0. Seja O; o ntimero de

nos criados pelo método descrito na i-ésima operagao de modificacdo. Entao

m m m
(0; + ®(E;) — ®(E;i—1)) = (Z O¢> + ®(En) — ®(Eg) > > 0;.
i=1 i=1 i=1

Dessa forma, ainda que calcular O; seja complicado, se escolhemos ® tal que o calculo
de O; + ®(E;) — ®(E;_1) seja simples, conseguimos assim um limite superior para o nimero de
nos criados pelo método, que é g O;.

Queremos escolher @ de foé;nla que O; + ®(E;) — ®(E;—1) seja O(M;), onde M; é o nimero
de passos de modificacdo durante a i-ésima operacdo de modificagdo. Para isso, queremos que o
potencial “cancele” o nimero de nés adicionais criados indiretamente pelas chamadas recursivas
de CoPY (ja que o ntimero de nés criados diretamente em passos de modificagao é no maximo M;).

A escolha do potencial é
O(E;) = z |u.changes|,

P
u € ativo
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ou seja, o numero de alteragdes armazenadas em todos os vetores changes de todos os nés ativos
em E;. E facil ver que ®(F;) nunca é negativo, e claramente ®(Ep) = 0.

Segundo a definicao na Se¢do 7.1, um passo de modificagao pode criar um novo né, alterar um né
de entrada, ou, alterar um campo de um né existente, usando para isso a func¢ao de interface MODIFY.
Vamos analisar cada um destes casos.

Se um passo de modificacdo cria um novo noé, o potencial ndo se modifica, ja que o novo né
tem changes vazio. Seja IN; o nimero de nés criados de tal forma durante a i-ésima operagdo de
modificagao. E ébvio que O; > N;.

Se um no6 de entrada é trocado, o potencial nao se altera, e nenhum né é criado ou copiado.

Por fim, ao alterar um campo de um né existente, usando a fungdo de interface MODIFY, nés
podem ser copiados pelo uso da func¢ao CoPY. Vamos considerar entdo nés criados pela fungao Cory
durante a i-ésima operacao de modificacdo. Esta é uma funcao auxiliar e ndo é chamada diretamente
durante os passos de modificacdo, apenas por MODIFY (linha 4 do Cédigo 7.5) e recursivamente pela
prépria CopPy (linha 22 do Cédigo 7.6). Seja C; o nimero de chamadas de COPY feitas por MODIFY
e D; o nimero de chamadas de Copy feitas por Cory. Vale que O; = N; + C; + D;.

Temos que C; < M;, ja4 que MODIFY chama COPY no maximo uma vez, e MODIFY é chamada no
méximo uma vez por passo de modificagdo. Além disso, quando CoPY(u) é chamada recursivamente,
isso ocorreu pois u tinha o vetor changes cheio, logo o potencial diminui em ¢n nesse caso, ja que u
deixa de ser ativo e um novo né ativo é criado com changes vazio.

O for da linha 13 do Cédigo 7.6 pode adicionar mudancas aos vetores changes dos nds que
apontam para u (linha 20), ou seja, aumentar o potencial. Seja y a quantidade de tais adigoes.
Cada chamada de Copry pode adicionar até in modificacGes, porém, quando CopPy é chamada
recursivamente na linha 22, essa adigao ndo é feita, j4 que a linha 20 nao pode ser executada na
mesma iteragdo em que a linha 22 é executada. Logo y < (C; + D;) - in — D;.

Dessa forma, o potencial s6 se altera por causa de chamadas recursivas de COPY, ou por causa
de adigbes ao vetor changes de algum né ativo, ou seja, vale que ®(E;) = ®(E;—1) — D; -in + y.

Utilizando a notacao definida acima temos:

O + O(E;) — D(E,1) Y N, + G+ D; — D; - in+y

)

®3)
@
= O(M;)

A igualdade (1) vale pois O; = N; + C; + D; e ®(E;) = ®(E;—1) — D; - in + y discutidas, (2) vale
pois y < (C; + D;) - in — Dy, e assim cancelamos D;, (3) vale pois C; < M; e (4) usa que N; < M;
e in é uma constante.

m
Isto prova que o espagco total gasto pela estrutura é O(>° M;) = O(M), ou seja, espago amor-
i=1
tizado constante por passo de modificacdo. Além disso, gasta-se tempo constante para criar cada
no, e cada chamada de CoPY cria um novo né. Logo o consumo de tempo dos passos de modi-
ficagdo ¢ limitado pela criagdo de nés, e os passos de acesso funcionam em tempo O(1) usando a

funcdo ACCESs. Portanto, o tempo total consumido por esse método é O(M + A), ou seja, tempo
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amortizado constante por passo de acesso ou modificagdo.

Concluindo, este método transforma qualquer estrutura ligada com grau de entrada limitado
por uma constante em uma estrutura parcialmente persistente, sem aumentar o consumo de tempo
assintoticamente, apenas deixando esse tempo amortizado (se j4 ndo era). Variagoes desta técnica
também permitem deixar a estrutura totalmente persistente [5], porém sdo bem mais complexos e

usam EDs adicionais.
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Capitulo 8
Arvore rubro-negra

Apresentaremos neste capitulo a implementacdo de uma arvore rubro-negra parcialmente per-
sistente utilizando a técnica de node copying, discutida na Secdo 7.5. Uma arvore rubro-negra é
uma arvore de busca binaria balanceada, na qual cada n6 é vermelho ou preto, e as cores sao usadas
para auxiliar no rebalanceamento.

Com uma implementacao baseada na de Cormen et al. [3, Cap. 13|, a cada inser¢do ou remogao
em uma arvore de n nos, sdo necessarias apenas O(1) rotagdes para rebalancear a arvore, e O(lgn)
mudancas de cores. Como as cores servem apenas para auxiliar no rebalanceamento, nao é necessario
que estes dados sejam mantidos em versdes que nao a atual para persisténcia parcial. Ou seja, s
precisamos saber a cor dos nés ativos, logo sao feitos apenas O(1) passos de modificagdo (ignorando
as mudancgas de cores) por inser¢do, logo esta implementagdo parcialmente persistente consome
tempo O((m+a)lg(m)) e espago O(m), onde m é o nimero de operagdes de modificagao (insergoes
e remogoes), e a é o nimero de operagdes de acesso (acessar um elemento, minimo, maximo, etc.).

A implementacdo de Sedgewick e Wayne [14], apesar de ser considerada mais simples, nao
serve para 0s Nnossos propositos, pois, ao considerar apenas arvores rubro-negras esquerdistas, os
algoritmos de inser¢ao e remocao podem realizar O(Ign) rotacgoes, logo ndo é possivel manter o
consumo de espa¢o O(m), usando node copying.

Se o consumo de O(mlgm) de espago é aceitavel, é possivel fazer uma implementagéo funcional
de arvore rubro-negra. Esta implementacdo consome mais espaco que a implementacdo que vamos
apresentar neste capitulo, mas é mais simples e é totalmente persistente. Esse método ¢é discutido
na Secao 7.3, e utilizado nos Capitulos 3, 4, 5 e 6. Basta, em operagoes de modificacdo, copiar todo
o caminho percorrido na arvore, a partir da raiz.

Estamos interessados na implementacao das seguintes operacoes:

e INSERT(value)

Insere um né com valor value na ABB.

e REMOVE(value)

Remove um né com valor value da ABB.

e FIND(value)

Devolve algum né da ABB com valor value. Caso nao exista, devolve null.
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8.1 Definicoes

Uma arvore binaria consiste de um n6é chamado raiz, que tem ponteiro para até duas outras
arvores bindrias, chamadas subarvore esquerda e subarvore direita. Uma arvore de busca binaria é
uma arvore bindria na qual cada né tem um valor e segue a seguinte propriedade: para cada no, o
valor de todos os nés em sua subarvore esquerda é menor ou igual ao seu valor, e o valor de todos
os nés em sua subarvore direita é maior ou igual ao seu valor.

Um né que ndo tem algum filho armazena null no campo correspondente a esse filho. Uma folha
é um né que nao tem filhos, e um link nulo é um campo de filho de algum né que tem valor null.

Na Figura 8.1 estes sdo as arestas tracejadas.

Figura 8.1: Exemplo de arvore rubro-negra. Como nas outras figuras do capitulo, os nés negros tém fundo
cinza e os nés vermelhos tém fundo branco. Nas proximas figuras, o valor armazenado em cada né nao é
especificado.

Uma arvore rubro-negra satisfaz as seguintes propriedades rubro-negras:
1. A raiz é negra.
2. Se um no é vermelho, este ndo tem filhos vermelhos.

3. Para todo né, todos os caminhos até links nulos de sua subarvore tém o mesmo niimero de

nds negros.

Considerando apenas os nés negros, a arvore ¢é totalmente balanceada (propriedade 3). Como um
né vermelho nao tem filhos vermelhos (propriedade 2), é possivel “juntar” os nds vermelhos aos seus
pais negros (a raiz nao é vermelha pela propriedade 1), e assim cada né negro fica associado a até
trés valores (e pode ter até quatro filhos). Logo, uma delimitagdo superior simples para a altura de
uma arvore rubro-negra com n nds é 3|1g(n) |, pois esta drvore comprimida é totalmente balanceada.
Se mantivermos as propriedades rubro-negras a cada inser¢do ou remocao, e o consumo de tempo
destas operagoes for proporcional & altura da &rvore, entdo o consumo de tempo serd O(lgn) para

todas as operagoes.

8.2 Implementacao da persisténcia

Em uma arvore rubro-negra efémera, todo né precisa de dois campos para seus filhos, e um valor
booleano que indica se o né é vermelho ou ndo. Como ja discutido, o campo booleano nao precisa

ser guardado de forma persistente. Como cada né tem grau de entrada no maximo um, na versao
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persistente é necessario armazenar apenas um ponteiro de volta e um ponteiro extra por né, dado
que usaremos a técnica de node copying. O ponteiro extra simula o vetor changes usado durante a
Secao 7.5, que no caso sempre teria zero ou um elemento.

O ponteiro de volta é armazenado no campo parent, e é exatamente o ponteiro que aponta para
o pai de um no, o que serd conveniente durante a implementacao das operagoes. Note que, de acordo
com a implementacao da Secao 7.5, o campo parent é nulo para nés que nao sdo ativos, logo ele nao
pode ser utilizado para realizar as operagoes de acesso, apenas de modificacao.

Para evitar a necessidade de replicar cédigo muito parecido, vamos armazenar os filhos como
um vetor child de duas posigoes; u.child[0] é o filho esquerdo de u, e u.child[1] é seu filho direito.

Dessa forma, casos simétricos podem ser tratados com o mesmo cédigo. Os campos de um né serao:

e value — O valor armazenado no né.

e child — Vetor de filhos.

e parent — Ponteiro de volta.

e red — Booleano que indica se o né é vermelho ou nao.

e 7 — Instante de criacdo do né.

e copy — Cépia do no (se ele ndo é ativo).

e cxtra, extraSide, extra’] — Ponteiro extra, seu lado e instante de modificagao.

E necessario armazenar apenas um ponteiro extra por né, que pode ser de filho esquerdo ou
direito. Note que é necessario armazenar extraSide, o lado do ponteiro extra, pois se extra for nulo,
nao ha como saber qual filho este é apenas comparando seu valor com o do né. Para indicar se o

ponteiro extra foi utilizado, usaremos que extraT = —1 quando ndo existe tal ponteiro.

8.3 Operacoes de acesso

Para acessar o campo de um noé na versao version, ou na versao atual, usamos versoes modificadas
das fungoes ACCESs, dadas no Cddigo 8.1 (neste capitulo, os nomes das fungoes de interface nao

estardo sublinhados para nao serem confundidos com os nomes das operacoes da ABB).

Coédigo 8.1: Acesso aos campos de um nb.

Require: u deve ser um né associado a versao wversion.
1: function CHILD(u, side, version)

2: if u.extraT # —1 and u.extraSide = side and version > u.extraT :
3: return u.extra
4: return u.child[side]

Require: u deve ser ativo ou sua cépia deve ter sido criada na versdo atual.
5: function CHILD(u, side)
6: return CHILD(ACTIVE(u), side, current) > ACTIVE funciona como descrito no Cédigo 7.3.

O campo current, como na Se¢ao 7.5, indica o tempo atual da estrutura, ou seja, o niimero de
operacoes de modificagao realizadas, e os campos T e extra’] armazenam o valor de current durante

a criagdo do né e do ponteiro extra, respectivamente.
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O Cédigo 8.2 apresenta a operacao FIND, que devolve um né com o valor buscado, ou null se tal
noé nao existe. Assumimos que é guardado um vetor roots, com o n6 de entrada, no caso, a raiz da

arvore, para cada versdao. Note que este vetor é equivalente ao vetor entry discutido na Secao 7.5.

Cédigo 8.2: Operacao FIND em uma ABB rubro-negra parcialmente persistente.

1: function FIND(z, version)

2 u = roots[version]

3: while v # null and z # u.value :

4: u = CHILD(u, [z > u.value], version)
5 return u

O algoritmo funciona como em uma arvore efémera, mas usando a funcdo CHILD para acessar o
filho direito ou esquerdo, em vez de utilizar o campo child, que pode nao ter a versdo desejada do
ponteiro. Note que, na linha 4, ja utilizamos a notacao de Iverson para diminuir o cédigo. Outras
operagoes de acesso (encontrar o maior elemento menor ou igual a algum valor, por exemplo) podem

ser implementadas da mesma, forma.

8.4 Modificagao de um campo

O Codigo 8.3 apresenta as funcées MODIFY e CoPY, adaptadas da Secdo 7.5, para utilizar
durante as operacoes de modificacdo, que serdo apresentadas nas préximas secdes. No codigo,
assumimos que apenas ponteiros sdo modificados em nés de uma arvore rubro-negra, nunca o valor
dos nos.

Para diminuir o cédigo, usamos o fato que cada né tem apenas um campo extra e um ponteiro
de volta. Com estas funcoes prontas, é possivel manter a persisténcia da estrutura, e nas proximas
secOes vamos discutir como implementar as operacoes de inserir e remover um valor de uma arvore
rubro-negra.

Note que, na linha 25 do Cédigo 8.3, devemos usar [CHILD(v, 1) = u| e ndo [u'.value > v.value]
pois o segundo predicado nao funciona quando a ABB pode armazenar valores repetidos, ja que v

pode ter dois filhos que armazenam o mesmo valor.

8.5 Insercao em ABB

Para inserir o valor value em uma ABB efémera e ndo rubro-negra, criamos um novo né x, com
valor value. Se a arvore estd vazia, fazemos x ser a raiz, e claramente a arvore continua sendo uma
ABB valida. Se a drvore nao esta vazia, seguimos o caminho, a partir da raiz, dado pelo valor value
(similar a uma operagdo FIND). Ao analisar um né, seguimos para seu filho direito se value for
maior que seu valor, e para seu filho esquerdo caso contrario. Quando encontrarmos um link nulo,
substituimos este por z. A arvore continua valida pois era vélida inicialmente e, para todo ancestral
de x, este estd no “lado correto”, ou seja, se este ancestral tem valor menor que value entdo x esta
em sua subdarvore direita, e caso contriario em sua subarvore esquerda, pela forma como percorremos
a arvore.

Note que é possivel existirem valores repetidos na drvore, por isso na definicdo de ABB usamos
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Cddigo 8.3: Funcoées MoODIFY e COPY, adaptadas da Secdo 7.5.

Require: v deve ser null ou nao ter pai.
1: function MODIFY (u, side, v) > Faz v filho de u do lado side.

2: u = ACTIVE(u)
3: if w.T < current :
4: u.copy = CopPY(u)
5: u = u.copy
6: if w.child[side] # null :
7 w.child[side].parent = null
8: u.child[side] = ACTIVE(v)
9: if w.child[side] # null :
10: w.child[side].parent = u
11: function Cory(u)
12: u' = RawCoPY/(u)
13: W' T = current
14: if w.extraT # —1:
15: u'.child[u.extraSide] = u.extra
16: u'.extraT = —1 > Limpando o campo extra.
17: if roots|current] = u :
18: roots|current] = u’
19: for side € {0,1} :
20: if u'.child[side] # null :
21: u'.child[side].parent = o'
22: u.parent = null
23: if u/.parent # null :
24: v = u'.parent
25: side = [CHILD(v, 1) = u]
26: if 0.7 = current :
27: v.child[side] = v’
28: else if v.extraT = —1:
29: v.extraT = current
30: v.extra = u’
31 v.extraSide = side
32: else
33: v.copy = CoPY(v)
34: v.copy.child|[side] = u/
35: u'.parent = v.copy
36: return v
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que os nés na subarvore esquerda tém valores menores ou iguais e os nés da subarvore direita tém

valores maiores ou iguais ao valor do n6. O Cdédigo 8.4 mostra a implementacao da operacdo INSERT.

Cdédigo 8.4: Insercdo em uma ABB efémera e nao rubro-negra.

1: function INSERT(value)

2 x = new NODE(value) > N6 com valor value e outros campos vazios.
3 if root = null :

4: root = x

5: else

6 u = root

7 while u # null : > v € o pai de u.
8 v="u

9 u = u.child[[value > u.value]]

10: v.child[[value > v.value]] = x

8.6 Insercao em rubro-negra

A inser¢do em uma arvore rubro-negra comeca exatamente como a de uma ABB simples, porém
pintamos = de vermelho. Se a arvore era vazia, T é a raiz e apenas a propriedade 1 é violada.
Caso contrario, apenas a propriedade 2 pode estar sendo violada, caso o pai de = seja vermelho. A
propriedade 3 sempre continua a valer, pois adicionamos um né vermelho.

Para arrumar a possivel violacao da propriedade 1 ou 2, vamos fazer um lago com as seguintes

invariantes (valem no comego da iteragao do lago):
(A) z é vermelho.
(B) Se z ¢é a raiz, a propriedade 1 é violada.
(C) Se = tem pai vermelho, a propriedade 2 é violada.
(D) Nenhuma propriedade é violada por outros nés.

Numa iteragao deste lago, vamos ou acabar com todas as violagdes, ou mudar x para um né de
altura menor. Dessa forma “subimos” a violacdo, e conseguimos acabar com todas as violacGes em
tempo O(lgn), pois a arvore é balanceada.

Se, no comego da iteracdo, a raiz é z, entdo para arrumar esta violagdo basta pintar x de preto.
Caso contrario, vamos recolorir ou rotacionar nés, sempre mantendo a propriedade 3, para diminuir

a altura do né que viola as propriedades.

8.6.1 Rotacoes

Rotagoes sdo modificagdes locais de n6s de uma ABB que mantém as propriedades de uma ABB.
FElas serdo usadas para “subir” a violagdo na arvore rubro-negra. Uma rotagdo troca um né u por
um de seus filhos, fazendo as modificacGes necessarias para manter as propriedades de uma ABB.

A Figura 8.2 mostra uma rotagao genérica. Note que, nos dois lados da figura, com certo abuso

de notacao, temos a < u < f < v < v, isto é, se as propriedades de ABBs sao seguidas em um lado
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ROTATE(u, 1)

ROTATE(v, 0)

B o o} B

Figura 8.2: Exemplo de rotacdo direita e esquerda em uma ABB. Os simbolos «, 8 e 7 indicam subarvores,
possivelmente vazias.

da figura, elas continuam a ser respeitadas no outro lado da figura, apds a rotagdo. Dizemos que u

é rotacionado em dire¢do a v no caso da chamada ROTATE(u, 1).

8.6.2 Subindo a violagao

Se a arvore ainda tem violagGes no comeco da iteragdo do lago, seja y o pai de x. Sabemos que x
viola a propriedade 2, logo y é vermelho e nao é a raiz (pois a propriedade 1 nao é violada), e por
isso também tem um pai z (o avo de ). Como z é o tinico né que viola alguma propriedade, seu

avo z com certeza é preto. Seja w o tio de z (o filho de z que nao é y).

Caso 1. w existe e é vermelho. Podemos apenas trocar as cores de y, w e z para arrumar a violacao
de = (Figura 8.3). Todos os caminhos até links nulos que passam por z tém que passar por y
ou w, e como agora z € vermelho e y e w sdo negros, o nimero de nés negros nestes caminhos

continuam os mesmos, e entdo a propriedade 3 se mantém.

O né z nao viola mais nenhuma propriedade, mas o né z se tornou vermelho e pode ter o pai

vermelho ou ser a raiz, logo a proxima iteracao deve ter 2’ = z.

« I} v «o B Y

Figura 8.3: Aplicacao do caso 1. Néao importa se x ¢é filho direito ou esquerdo.

Caso 2. w nao existe ou é preto, e x e y sao filhos de mesmo lado (por exemplo, y ¢é filho esquerdo
de z e x é filho esquerdo de y). Entao realizamos uma rotagao de z em dire¢ao a y, e trocamos

as cores de y e z (Figura 8.4).

Antes da transformacdo: os caminhos até links nulos que passam por x ou « passam apenas
pelo né negro z nesta parte do caminho, e os caminhos que passam por w passam pelos nés
pretos z e w (se existir). Apds a transformacdo: os caminhos até links nulos que passam
por x ou « passam apenas pelo né negro y, e os caminhos que passam por w passam pelos nés
pretos y e w (se existir). Logo a propriedade 3 é mantida. O né y é preto, logo ndo é possivel

que este viole as propriedades 1 ou 2, e por isso nao existem mais iteracoes depois desta.
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A

Figura 8.4: Aplicagdo do caso 2, assumindo que z é filho esquerdo. Os nés = e w (se existir) podem ter
filhos.

Caso 3. w nao existe ou é preto, e x e y sdo filhos de lados diferentes. A rotacdo feita no caso 2
nao permite manter a propriedade 3, entdo primeiro fazemos uma rotacdo em y na direcdo

de z (Figura 8.5), e assim transformamos este caso no caso 2 (se trocamos x por y).

e

Figura 8.5: Aplicagdo do caso 3, assumindo que z é filho direito. O né w, se existir, pode ter filhos.

Se o caso 2 ou 3 é executado, ndo existe mais violacoes de propriedade e o laco acaba. Se o caso 1
é executado, trocamos x por um né de altura menor (que pode ser a raiz). Logo, o caso 1 ocorre
no maximo h vezes, onde h ¢é a altura da arvore. Como cada caso consiste apenas de rotagoes e
mudangas de cores, e rotagoes podem ser feitas em tempo constante (sdo apenas algumas mudangas
de ponteiros), a inser¢cdo em uma arvore rubro-negra efémera de n nés consome tempo O(lgn), ja

que arvore é balanceada.

8.6.3 Implementacao e persisténcia parcial

A maior parte das modificagdes envolvidas em uma inser¢do sdo mudancas de cores, que nao
precisam ser guardadas de forma persistente. Mudanca de ponteiros s6 ocorrem para adicionar o
né x como filho de outro né, e em possiveis rotagoes para tratar os casos 2 e 3. Como discutido, apds
um caso 2 ou 3, o algoritmo acaba, logo sao feitas apenas O(1) mudancas de ponteiros, e utilizando
a persisténcia por node copying conseguimos consumo de espago amortizado constante por insercao.

O Codigo 8.5 mostra entdo a implementacdo da inser¢do, como discutida, dado que a
fungdo ROTATE funciona corretamente. As linhas 4-13 inserem o nd na arvore como em uma
ABB normal, mas usando as fun¢des CHILD e MODIFY para manter a persisténcia. As linhas 14-33
fazem o lago discutido nesta segéo.

No comego da primeira iteracdo do laco, as propriedades valem pois x é um né vermelho recém
inserido. As linhas 15-18 determinam os nés y, z e w, usados nos casos. O caso 1 é tratado nas
linhas 20-24, trocando as cores de z, y e w e fazendo o x da proxima iteracdo ser z, pois é o tnico

noé que possivelmente viola alguma propriedade.

69



ARVORE RUBRO-NEGRA INSERCAO EM RUBRO-NEGRA

Cddigo 8.5: Insercdo em arvore rubro-negra parcialmente persistente.

1: function INSERT(value)

2 current = current + 1

3 roots|current] = roots[current — 1]

4: x = new NODE(value) > N6 vermelho com valor value e outros campos vazios.
5: x.T = current

6 if roots|current] = null :

7 roots[current] = x

8 else

9: u = roots|current]

10: while u # null : > v é o pai de u.
11: vV=u

12: u = CHILD(u, [value > u.value])

13: MODIFY (v, [value > v.value], x)

> Arrumando a possivel violagdo causada pelo né x.

14: while z.red and x.parent # null and x.parent.red :

15: Yy = x.parent

16: z = y.parent

17: sideX = [CHILD(y, 1) = z]

18: sideY = [CHILD(z,1) = y]

19: w = CHILD(z, not sideY’)
20: if w # null and w.red : > Caso 1.
21: z.red = true
22: y.red = false
23: w.red = false
24: ==z
25: else
26: if sideX # sideY : > Caso 3.
27: ROTATE(y, sideX)
28: T,y =Y, T > Trocando x e y.
29: ROTATE(z, sideY) > Caso 2.
30: ACTIVE(z).red = true
31: ACTIVE(y).red = false
32: break
33: roots|current].red = false > Caso a raiz tenha sido pintada de vermelha.
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O caso 3 ¢ transformado no caso 2 nas linhas 26-28, fazendo uma rotacido de y na direcao de x,
e trocando esses 2 nés. As linhas 29-32 entao tratam o caso 2, fazendo uma rotacao de z em direcao
a y e trocando a cor destes, como na Figura 8.4. As chamadas a ACTIVE nas linhas 30 e 31 tratam o
caso quando as rotagdes causaram copias, e por isso y ou z nao sado mais ativos, pois para modificar
o campo efémero red devemos modificar o né ativo. Nestes dois casos o break termina o laco. Por
altimo, a linha 33 pinta a raiz de preto, j4 que o laco nao trata esse caso e termina quando u nao
tem pai.

A fungéo consome tempo amortizado O(lgn) pois a altura da arvore é O(lgn), ambos os lagoes
das linhas 10 e 14 realizam um numero de iteracbes proporcional a altura, e a funcdo ROTATE
e MODIFY consomem tempo (e espago) amortizado constante. Como essas fungdes s6 sao chamadas
um ndimero constante de vezes, o consumo de espago ¢ amortizado O(1).

O Codigo 8.6 mostra a implementagao da fungdo ROTATE, que usa apenas um ntmero constante
de chamadas a MODIFY. Note que é necessario, entre quaisquer duas chamadas, garantir que cada
né tem no maximo um outro né que aponta para ele, logo é preciso ter mais cuidado que com
a implementacgdo em uma ABB efémera. Apesar das fun¢bes CHILD e MODIFY funcionarem se
receberem nods que ja foram copiados nesta operacdo, na funcdo ROTATE é necessario acessar o

campo parent de u, por isso na linha 6 trocamos u por sua copia, se existir.

Cddigo 8.6: Rotacdo em uma arvore rubro-negra parcialmente persistente.

Require: u deve ter um filho side na versdo current.
1: function ROTATE(u, side)

2 v = CHILD(u, side)

3 f = CHILD(v, not side)

4: MODIFY (v, not side, null)

5: MODIFY (u, side, [3)

6 u = ACTIVE(u)

7 if u.parent # null :

8 MODIFY (u.parent, [CHILD (u.parent, 1) = u], v)

9 else

10: roots[current] = ACTIVE(v) > Se u nao tiver pai, u é a raiz.
11: MOoDIFY (v, not side, u)

8.7 Remocao em ABB

Remover um né é mais complicado que inserir, pois o né que desejamos excluir pode ter filhos,
entdo nao basta remové-lo, temos que substitui-lo por algum de seus descendentes, e ainda manter
as propriedades de uma ABB. Para remover o né u, temos dois casos.

Se u nao tem filho direito, entdo podemos apenas substitui-lo por seu filho esquerdo (que pode
ser null), pois assim as propriedades de ABB continuam sendo seguidas.

Se u tem filho direito, seja 0 né de menor valor na subédrvore direita de u (ou seja, o né com
menor valor maior que o valor de u). O né z nao tem filho esquerdo (ou existiria um né com
valor menor que o dele na mesma subérvore), logo podemos substituir x por seu filho direito, e

substituir u por x.
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As propriedades de ABB continuam a ser seguidas pois todos os elementos da subéarvore direita
de u tém valores maiores ou iguais aos de x (pois este era o minimo desta subédrvore), e os elementos
da subarvore esquerda de u tem valores menores ou iguais aos de x pois este era da subarvore direita

de u. No Cbdigo 8.7, assumimos que os nos tém ponteiro de pai em seu campo parent.

Cédigo 8.7: Remocao em uma ABB efémera e nao rubro-negra.
1: function MINELEMENT (u)
2 while w.child[0] # null :
3 u = u.child|0]

4 return u

5: function TRANSPLANT(u, x)

6

7

8

9

v = u.parent

if v £ null :
v.child[[v.child[l] = u]] = x
else
10: 00t = T
11: if x # null :
12: x.parent = v

Require: A arvore tem um né com valor value.
13: function REMOVE(value)

14: u = FIND(value)

15: if w.child[1] = null :

16: TRANSPLANT (u, u.child[0])
17: else

18: x = MINELEMENT(u.child[1])
19: TRANSPLANT(z, x.child[1])
20: TRANSPLANT (u, x)

21: x.child = u.child

A fun¢do MINELEMENT(u) devolve um né com menor valor da subarvore de u. Pelas proprie-
dades de uma ABB, este esta na subarvore esquerda de u se esta existe, entdo o while segue links
de esquerda até encontrar o menor elemento.

A fungdo TRANSPLANT(u,z) substitui o n6 u pelo n6é z. Para fazer isso, ela faz o pai de u
apontar para x em vez de u (tratando o caso quando u é raiz). A func¢ao nao modifica os filhos de u
ou z.

Na operagdo REMOVE(value), a linha 14 busca pelo né u com valor value. O if da linha 15
trata o caso em que u nao tem filho direito, substituindo-o por seu filho esquerdo, usando a
funcdo TRANSPLANT. Note que, ao final da fungdo, o né w aponta para um filho que nao tem
ponteiro de pai para u, mas isto ndo é um problema pois o né u foi removido da arvore.

Se u tem filho direito, a linha 18 busca o né z, minimo da subarvore direita de u. Este nd é
trocado por seu filho direito e u é trocado por este né. Apoés a chamada de TRANSPLANT(u, ), 0
noé z é invalido pois, apesar de estar no lugar de u, tem ponteiros em child que nao sao vélidos, por
isso a linha 21 copia os filhos de u para x. Note que o cédigo funciona mesmo quando x é o préprio
filho direito de u.
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8.8 Remocao em rubro-negra

Para remover um n6 de uma arvore rubro-negra, fazemos como em uma ABB normal, mas é ne-
cessario se preocupar com as propriedades rubro-negras. Quando u tem filho direito, ao substituir «
por x, podemos copiar a cor de u para x, e assim essa operac¢ao nao viola nenhuma propriedade
local a u. Porém, a substitui¢do de x por seu filho direito ou, no caso em que u nao tem filho direito,
a substituicdo de u por seu filho esquerdo, podem causar violagoes das propriedades em torno de x
e u. Nesses casos, porém, como x ou u nao tem um dos filhos, a estrutura da subarvore é bem

simples. Trataremos o caso de u nao ter filho direito, o outro caso é simétrico.

() O

(a) (b) (c)
Figura 8.6: Possiveis subarvores rubro-negras com raiz u que nao tem filho direito.

Pelas propriedades 2 e 3, quando um né » nao tem o filho direito, a estrutura de sua subarvore
pode ser apenas uma das trés ilustradas na Figura 8.6. Se a versio TRANSPLANT(u,x) de arvores
rubro-negras também copiar a cor de u para x, caso este ndo seja nulo, todas as propriedades
rubro-negras continuam a ser respeitadas nas arvores (b) e (c), quando u é substituido por seu filho
esquerdo. Na arvore (a), u é removido e substituido por null, logo os caminhos até links nulos que
passavam por u agora tém um nd negro a menos. Se u for raiz, a arvore final é vazia e segue todas as
propriedades. Usamos entao a fungdo auxiliar ADDBLACK, que corrige a viola¢ao da propriedade 3,
e sera discutida na proxima secao.

O Cobdigo 8.8 mostra a implementagdo da remocgao, e funciona de forma similar a de uma ABB
qualquer. A operacio FIND é usada para encontrar um né com valor value. A funcdo MINELEMENT
funciona como anteriormente, mas usando CHILD para acessar os filhos. J& TRANSPLANT(u, z) foi
modificada para remover o ponteiro que aponta para x, caso esse exista. Isto faz diferenca no caso
da ABB (parcialmente) persistente pois queremos manter a propriedade de que no méximo um né
aponta para x a cada passo. A funcdo TRANSPLANT também copia a cor de u para x, caso este nao
seja nulo.

Se u nao tem filho direito, no if da linha 22 este é trocado pelo seu filho esquerdo e, como
discutido, se u ¢é preto e nao tem filho esquerdo, ocorre uma violagado da propriedade 3 (a menos
que u seja a raiz), que é entdo consertada por ADDBLACK. Esta funcdo recebe um né e qual a
direcao do filho que deveria ser preto; isso é feito pois esse filho pode na verdade ser um link nulo.
A funcao entao modifica a drvore, rotacionando e mudando cores, de forma a remover a violacado da
propriedade 3. Discutiremos a implementacao desta fun¢do nas proximas subsecoes.

Se u tem filho direito, o processo funciona assim como em uma ABB qualquer, mas chama-
mos ADDBLACK caso a substitui¢do de x tenha causado uma violagdo. O né y é o pai de x, exceto
quando x é o préprio filho direito de u, pois neste caso x.parent = u no comego do bloco, mas o
no u sera substituido pelo né x, logo fazemos y = x, pois este serd o né que aponta para o link nulo

que deveria ser preto (se a fungdo ADDBLACK for chamada).

73



ARVORE RUBRO-NEGRA REMOCAO EM RUBRO-NEGRA

Cdédigo 8.8: REMOVE em arvore rubro-negra parcialmente persistente.

1: function MINELEMENT(u)

2: while CHILD(u,0) # null :

3: u = CHILD(u, 0)

4: return u

5: function TRANSPLANT(u, x)

6: x = ACTIVE(x)

T if x # null and z.parent # null : > Removendo link para z, se houver.
8: MODIFY (z.parent, [CHILD(z.parent, 1) = z], null)
9: u = ACTIVE(u)

10: v = u.parent

11: if v # null :

12: MobpI1FY (v, [CHILD(v, 1) = u], )

13: else

14: roots|current] = x

15: if x £ null :

16: x.red = u.red

Require: A drvore tem um né com valor value.
17: function REMOVE (value)

18: current = current + 1

19: roots|current] = roots[current — 1]

20: u = FIND(value, current)

21: v = u.parent

22: if CHILD(u,1) = null :

23: needFiz = (v # null and not u.red and CHILD(u,0) = null)
24: TRANSPLANT (u, CHILD(u, 0))

25: if needFiz :

26: ADDBLACK(v, [CHILD(v, 1) = null])
27: else

28: x = MINELEMENT(CHILD(u, 1))

29: if x = CHILD(u, 1) :

30: y=

31: else

32: y = x.parent

33: needFiz = (not z.red and CHILD(z, 1) = null)
34: TRANSPLANT(z, CHILD(z, 1))

35: TRANSPLANT (u, x)

36: for side € {0,1} :

37: child = CHILD(u, side)

38: MODIFY (u, side, null)

39: MODIFY (z, side, child)

40: if needFiz :

41: ADDBLACK(y, [CHILD(y, 1) = null))
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8.8.1 Subindo violagoes

Na fun¢do ADDBLACK(y, side), assim como no final da inser¢do, teremos um lago que, a cada
iteragdo, ou termina com todas as violacdes, ou de certa forma “sobe” essas violagoes. A violagao
é da propriedade 3, pois todos os caminhos de y a links nulos seguindo seu filho side tém um né
negro a menos que os caminhos passando por seu outro filho.

Seja x o filho de y na diregdo side (pode ser nulo), e z seu filho na outra dire¢do. Entdo se x
existe e é vermelho, basta pinté-lo de preto e a propriedade 3 voltaré a ser satisfeita. Caso contrario
consideraremos alguns casos. Note que o filho z sempre existe, pois os caminhos comegando em y e
indo na dire¢ao de z precisam ter pelo menos um né negro. Sejam z, e z, os filhos de z do lado side

e do outro lado, respectivamente.

Caso 1. z é preto, z, e z, ou ndo existem ou sao negros.

(8

Figura 8.7: Aplicacdo do caso 1, ndo importa se x ¢ filho direito ou esquerdo.

A Figura 8.7 mostra esse caso. O né pontilhado indica que este né pode ser tanto vermelho
quanto negro. Todas as figuras assumem que x ¢ filho esquerdo. O né x pode nao existir, este

representa apenas uma direcdo a partir de y.

Pintamos z de vermelho e y de preto. Dessa forma, como os filhos de z sdo negros (ou nao
existem), a propriedade 2 nao é violada, e temos um né negro a mais nos caminhos que passam
por y e . Se y é vermelho, o laco termina pois todas as propriedades foram restauradas, caso
contrario, nao é possivel pintar y de preto duas vezes, e os caminhos que vao do pai de y na
direcdo de y tém um noé preto a menos que os caminhos que vao na outra direcdo. Assim,

recomecamos o laco trocando y por seu pai e side pelo lado apropriado.

Se y for a raiz, o pai desta é null, e o lago deve acabar neste caso, ja que ndo é um problema
todos os caminhos a partir da raiz terem um preto a menos. Isso apenas significa que a
altura negra (quantidade de nés negros dos caminhos da raiz até qualquer link nulo) da arvore

diminui apds esta remocao.

Caso 2. z é preto, z, é vermelho.

() )
D) .

Figura 8.8: Aplicacdao do caso 2, assumindo que z é filho esquerdo.
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Rotacionamos y em dire¢do a z, trocamos a cor destes dois nds e pintamos z, de preto. A
Figura 8.8 ilustra esse caso. Note que os caminhos nesta subdrvore que passam por « e z,
contém o mesmo numero de nés negros (independentemente da cor de y), e os caminhos que
passam por x tém um nod negro a mais. Logo, a propriedade 3 volta a valer. Além disso, a
propriedade 2 continua valendo pois os nés modificados sdo negros, exceto talvez por z, mas
este tem a mesma posicdo e cor que ¥, e a propriedade 2 nao era violada no inicio da iteracao,

logo continua nao violada.

Caso 3. z é preto, z, é vermelho e z, é preto ou nao existe.

D
(=)

o B

Figura 8.9: Aplicagdo do caso 3, assumindo que z é filho esquerdo.

Rotacionamos z em direcdo a z,, e trocamos a cor destes dois nés. A Figura 8.9 ilustra esse
caso. Note que os caminhos que passam por «, § e z, continuam com o mesmo numero de
nds negros, logo a propriedade 3 nao é violada nesses nés (mas continua sendo violada por x).
Apés estas modificages, o caso 2 pode ser aplicado, j4 que x tem um irméo negro (este né

¢ z,) com filho do lado contrério a « vermelho (este né é z).

Caso 4. z é vermelho.

Como os caminhos até links nulos de y na direcao de z tém pelo menos um né negro, z, e 2z,
existem e sdo negros (ja que a propriedade 2 nao é violada). Além disso, y é preto (ja que z
é vermelho). Assim, rotacionamos y na direcdo de z e trocamos a cor destes dois nés. Note

que os caminhos que passam por z, 2z, € z, continuam com o mesmo numero de nds negros.

Figura 8.10: Aplicagdo do caso 4, assumindo que x ¢é filho esquerdo.

A Figura 8.10 ilustra esse caso. O novo irmao de x é preto (este né é z;), e por isso algum
dos outros casos (1, 2, ou 3) se aplica. Note que, se o caso 1 se aplica, como y é vermelho,

este pode ser pintado de preto, e por isso o laco termina apds a aplicagido deste caso.

Nao ¢é imediatamente claro que os quatro casos cobrem todas as possibilidades. Como discutido,

existe pelo menos um né negro em todos os caminhos que passam por y em dire¢do a z, logo z
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existe. Se z é vermelho, estamos no caso 4. Caso contrario, z é preto. Se os filhos de z sdo ambos
negros ou nao existem (note que, pela propriedade 3, ndo é possivel que um nao exista e o outro
seja preto), estamos no caso 1. Caso contrério, algum dos filhos de z é vermelho (ou ambos). Se z,
¢é vermelho, estamos no caso 2, e caso contrario z, é vermelho e z, ndo, logo estamos no caso 4.

Portanto, sempre um dos casos é aplicavel. Se o caso 1 é aplicado, algumas mudancas de cores
sao feitas; se y era vermelho o lago termina, e caso contrario o lago continua, mas a altura de y
diminui. Se o caso 2 é aplicado, as viola¢bes sdo removidas e o laco termina. Se o caso 3 é aplicado,
segue uma imediata aplicacdo do caso 2 e o laco também termina. Se o caso 4 é aplicado, segue uma
aplicagdo de algum dos outros casos. Se esta aplicagdo for do caso 2 ou 3, o lago termina depois de
algumas rotagoes. Se for uma aplicagdo do caso 1, como y é vermelho apds a aplicacdo do caso 4, o
laco vai terminar apods este caso.

Dessa forma, exceto por mudancas de cor, apenas um nimero constante de mudancas de campos
sdo feitas durante uma remocao, para substituir o né no comego da remogao e para terminar o laco
durante a chamada de ADDBLACK. Portanto, usando CHILD e MODIFY para manter a persisténcia

(parcial), a operagao de remogao consome tempo O(lgn) e espago O(1).

Cédigo 8.9: Implementagdo de ADDBLACK.

1: function ADDBLACK(y, side)

2 y = ACTIVE(y) > Versao mais atual de y.
3 while y # null :

4 z = CHILD(y, not side)

5: if z.red : > Arrumando caso 4 para caso 1, 2 ou 3.
6 SWAP(y.red, z.red) > Trocando cores.
7 ROTATE(y, not side)

8 y = ACTIVE(y)

9: z = CHILD(y, not side)

10: 2, = CHILD(z, side)

11: z, = CHILD(z, not side)

12: if (z; = null or not z,.red) and (z, = null or not z,.red) : > Caso 1.
13: z.red = true

14: if y = roots|current| or y.red :

15: y.red = false

16: break

17: else

18: side = [CHILD(y.parent,1) = y|

19: Yy = y.parent
20: else
21: if z; # null and z,.7ed : > Arrumando caso 3 para caso 2.
22: SWAP(z.red, z5.red)
23: ROTATE(z, side)
24: y = ACTIVE(y)
25: z = CHILD(y, not side)
26: z, = CHILD(z, not side)
27: SWAP(y.red, z.red) > Caso 2.
28: z,.red = false
29: ROTATE(y, not side)
30: break
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ARVORE RUBRO-NEGRA REMOCAO EM RUBRO-NEGRA

A implementagdo da fungdo ADDBLACK no Cdédigo 8.9 segue os casos descritos nesta segao.
E necessario cuidado ao modificar a cor de um nod, ja que é necessario fazer essa modificagdo na
versao mais atual do né. Por isso, na aplicacdo dos casos, as mudangas de cores sao feitas antes das
rotagoes (que podem gerar cépias dos nds), e apds as rotagoes as versdes mais novas de cada né sédo
atualizadas.

A segunda coluna da Tabela 8.1 mostra o consumo de tempo e espago da implementagao apre-
sentada neste capitulo. Em ambas implementacoes, a operacdo FIND consome temporariamente

espago O(lgn), devido a sua pilha de recurséo.

Operagao Node copying Funcional
INSERT (value) O(lgn)/O1) | O(lgn)/O(lgn)
REMOVE(value) | O(lgn)/O(1) | O(lgn)/O(1gn)
FIND(value) O(lgn) O(lgn)

Tabela 8.1: Comparacao do consumo de tempo e espago da implementacdo descrita neste capitulo e de
uma implementagéo funcional, feita como indicado na Secéo 7.3, onde n é o tamanho da ABB. Note que a
implementacao deste capitulo é parcialmente persistente, enquanto a implementacao funcional é totalmente
persistente.
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Capitulo 9
Localizacao de ponto

Neste capitulo analisaremos uma variagdo do problema de localizagdo de ponto (point loca-
tion) [13], e mostraremos uma solucdo utilizando a ABB persistente descrita no Capitulo 8.

Dado um conjunto de poligonos { P, ..., P} tal que nenhum dos poligonos se intersecta, quere-
mos responder multiplas consultas do seguinte tipo: Dado um ponto p, determine ¢ tal que p € P;
ou diga que tal ¢ ndo existe.

A Figura 9.1 mostra um exemplo do problema com trés poligonos. Os pontos de consulta estao
coloridos com a cor do poligono ao qual pertencem, ou pretos se nao pertencem a nenhum dos

poligonos.

Figura 9.1: Exemplo do problema de localizagdo de ponto.

9.1 Solucao ingénua

Note que, neste problema, temos os poligonos de antemao, e queremos pré-processa-los de forma
k

a poder responder as consultas de maneira rdpida. Consideren = 3 | P;|, ou seja, n é o niimero total
de vértices em todos os poligonos. A solugdo mais simples para o plrj)lblema é, para cada consulta, ve-
rificar para cada poligono se o ponto esta no poligono. Esta solugao tem complexidade (O(1),O(n)),
usando a mesma notacao de tempo de pré-processamento e consulta da Secdo 1.2.

Nessa solucao, para determinar em qual poligono estd um ponto, determinamos qual segmento
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LOCALIZACAO DE PONTO PARTICAO DO PLANO EM FAIXAS

dos poligonos estad diretamente abaixo do ponto e, analisando esse segmento, determinamos se o
ponto estd dentro do poligono que contém aquele segmento ou fora de todos os poligonos. Na
Figura 9.1, a projecao de cada ponto no segmento diretamente abaixo estd indicada pelas linhas
tracejadas. Um ponto que ndo tem nenhum segmento abaixo dele, como o ponto mais abaixo no

exemplo da Figura 9.1, ndo pertence a nenhum poligono.

9.2 Particao do plano em faixas

A solugéao de Cole [2] envolve particionar o plano por retas verticais passando pelos vértices dos
poligonos, como na Figura 9.2. Em cada uma das faixas da parti¢do, os segmentos presentes naquela
faixa s@o ordenados verticalmente. Se sabemos em qual faixa estd o ponto da consulta (o que pode ser
determinado por uma busca bindria pela coordenada x do ponto), é possivel determinar o segmento
diretamente abaixo deste ponto usando uma segunda busca binaria nos segmentos presentes nesta

faixa.

Figura 9.2: Particdo do exemplo em faixas.

Se armazenarmos os segmentos de cada faixa de forma ingénua, isto se torna uma solucao
com complexidade de tempo (O(n?lgn), O(lgn)) e espago O(n?), como na solu¢do de Dobkin e
Lipton [4].

A observacdo essencial para reduzir a complexidade da solucdo é que a diferenca entre duas
faixas adjacentes consiste apenas dos segmentos que terminam ou comecam entre estas duas faixas.
Além disso, se considerarmos as faixas da esquerda para a direita, cada segmento é adicionado e
removido apenas uma vez. Podemos entao usar uma linha de varredura para determinar todas as
listas de segmentos de cada faixa usando apenas n adi¢Oes e remogoes de segmentos a faixa corrente.

Queremos manter os segmentos da faixa atual ordenados, e adicionar e remover segmentos ao
longo do tempo, ao passar de uma faixa pra seguinte. Ademais, na fase das consultas, queremos
realizar buscas na faixa em que o ponto de consulta se encontra para determinar o segmento direta-
mente abaixo desse ponto. Uma boa estrutura de dados para armazenar os segmentos de uma faixa
é uma ABB, com os segmentos ordenados de baixo para cima. Numa ABB, operacoes de insercao,
remocao e busca tém implementacao eficiente. Note que hd uma ordem total nos segmentos dentro

de cada faixa, pois todos eles atravessam a faixa e ndo se intersectam no interior da faixa.
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LOCALIZACAO DE PONTO CONVERSAO DA SOLUCAO OFFLINE EM ONLINE

9.3 Conversao da solucao offline em online

Se tivéssemos os pontos das consultas de antemao, poderiamos separa-los por faixas e, ao percor-
rer os segmentos da esquerda para a direita, usar a ABB com os segmentos da faixa para determinar
a resposta para cada uma das consultas.

Podemos, entretanto, usar uma ABB parcialmente persistente durante a varredura de forma que,
na fase das consultas, dado um ponto p, podemos acessar a versdao da ABB que corresponde a faixa
que contém p e decidir se o ponto p estd dentro de um dos poligonos. Dessa forma, transformamos
uma soluc¢ao offline, que necessitava ter os pontos de antemao, em uma solugdo online, que pode
responder consultas imediatamente.

Usando a estrutura apresentada no Capitulo 8, a solugdo para o problema tem complexi-
dade (O(nlgn),O(lgn)), e usa espaco O(n). Os detalhes da implementagdo serdo discutidos nas

préximas secoes.

9.4 Pré-processamento

Essa solugao tem alguns casos de borda, por exemplo, quando o ponto de consulta esta exata-
mente na borda de duas faixas, ou quando existem segmentos verticais. Para evitar estes problemas,
consideramos que um ponto p esta a esquerda de g se tem coordenada x menor, ou se a coordenada x
é igual e a coordenada y é menor. Assumimos aqui que os pontos de consulta ndo podem ser iguais
a pontos dos poligonos, e esse caso pode ser resolvido separadamente de forma simples.

Sao dados poligonos {Pi,...,P;}. No pseudocédigo, usamos que |P;| é o ntmero de pon-
tos do i-ésimo poligono e Pz-j é o j-ésimo ponto do poligono P;. Para facilitar o codigo vale
que PJP”H =Ple P’ = PJPil. Assumimos que os pontos dos poligonos sao dados em sentido
anti-horario.

Um segmento é um objeto com quatro campos: from e to, seus pontos de inicio e fim, polygon,
a qual poligono pertence este segmento, e top, um booleano que indica se o segmento é da parte
“de cima” do poligono, ou seja, se os pontos imediatamente acima desse segmento nao perten-
cem a nenhum poligono. Assumimos que from é sempre o ponto mais a esquerda do segmento.
Usamos SEGMENT(polygon, from, to, top) para inicializar os campos de um segmento.

Na varredura, percorremos as arestas dos poligonos da esquerda para a direita. Para isso,
ordenamos todos os pontos de todos os poligonos usando o vetor points e, ao processar um ponto,
adicionamos ou removemos da faixa cada um dos dois segmentos que ele toca.

Observe o Cddigo 9.1. Os fors das linhas 3 e 4 iteram por todos os pontos dos poligonos e os
armagzenam no vetor points. A linha 6 ordena esses pontos. Dessa forma o for da linha 10 itera
pelos pontos da esquerda para a direita. Usamos uma arvore rubro-negra parcialmente persistente,
com a mesma API que a do Capitulo 8.

Os poligonos sao dados em sentido anti-hordrio, como na Figura 9.3, entdao se o segmento vai
da esquerda para a direita, os pontos imediatamente acima dele pertencem ao poligono (como o
segmento de 1 para 2), e se vai da direita para a esquerda, entdo tais pontos ndo pertencem ao
poligono (como o segmento de 3 para 4). Os ifs das linhas 11-18 entdo adicionam ou removem os

segmentos da ABB, dependendo se estamos analisando a ponta direita ou esquerda do segmento, e
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LOCALIZACAO DE PONTO PRE-PROCESSAMENTO

Caédigo 9.1: Preprocessamento para localizacdo de ponto

1: function PREPROCESS({ P}, ..., Py})

2 points = {} > Vetor vazio
3 for P, e {P1,..., P} :

1 for P/ € P, :

5: poz’nts.ADD(Pij)

6 Ordene points de forma que points[i] < points[j] se i < j. > O(nlgn)
7 rbt = Arvore rubro-negra parcialmente persistente do Capitulo 8 inicialmente vazia.

8 slabs = {}

9: slabs.ADD(((—00,0), rbt.current))

10: for Pij € points :

11: if P,L»j_1 < Pij : > Segmento (j — 1,7) vai para a direita
12: rbt. REMOVE(SEGMENT(i, P/, P true)) > O(lgn)
13: else

14: rbt.INSERT(SEGMENT (4, Pz.j, Pij_l, false)) > O(lgn)
15: if Pin > Pij : > Segmento (j,7 + 1) vai para a direita
16: rbt.INSERT(SEGMENT (3, Pf, Rﬁl,true)) > O(lgn)
17: else

18: rbt. REMOVE(SEGMENT(4, P/ 1!, P/ false)) > O(lgn)
19: slabs.ADD((Pij, rbt.current))

calculando o campo top de acordo se o segmento vai para a esquerda ou direita.

A ordenacao dos segmentos, que estd implicitamente sendo usada pela ABB, é de baixo para
cima, e pode ser feita usando produto cruzado de vetores [12, Sec 1.3.2].

Por fim, a lista slabs é usada para armazenar a correspondéncia entre faixas e versoes da ABB.
Ela armazena, em ordem, o ponto que iniciou a cada faixa e a versdo da ABB que a representa
(dada pelo campo current da ABB).

A complexidade desse cédigo é O(nlgn), ja que realizamos O(n) adigdes e remogoes a ABB,
cada uma custando O(Ilgn), e a ordenagao também consome tempo O(nlgn). Todos os passos que

tém complexidade diferente de constante estdo explicitados no Codigo 9.1.

4
5) 3
1 2

Figura 9.3: Exemplo do poligono dado em sentido anti-horario.
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9.5 Consulta

Para determinar a qual poligono pertence um dado ponto, precisamos determinar a qual faixa

este pertence, e o segmento diretamente abaixo do ponto nesta faixa. Observe o Cédigo 9.2.

Cédigo 9.2: Respondendo consulta

1: function WHICHPOLYGON(p)
2 Determine o ltimo par (g, current) tal que ¢ < p. > Busca binéria O(lgn)
3: u = rbt.roots|current]
4 below = null
5 while v # null :

> Se p estd acima do segmento

6: if Cross(u.value.to — u.value.from, p — u.value.from) > 0 :
7 below = u.value

8: u = rbt.CHILD(u, 1, current)

9: else

10: u = rbt.CHILD(u, 0, current)

11: if below = null :

12: return —1

13: else if not below.top or CrOSS(below.to — below.from,p — below.from) = 0 :
14: return below.polygon

15: else

16: return —1

A linha 2 determina a faixa a qual p pertence, usando busca bindria na lista slabs. Nas li-
nhas 3-10, buscamos o segmento imediatamente abaixo do ponto p. Para isso usamos as fungoes
apresentadas no Capitulo 8 e a fungdo CROSS, que calcula o produto cruzado de dois vetores, cujo
sinal é usado para determinar se o ponto estd acima do segmento. O procedimento é analogo ao
procedimento de FLOOR, descrito por Sedgewick e Wayne [14].

Com o segmento encontrado, podemos determinar o poligono a qual p pertence, nas linhas 11-16.
Se nao existe segmento abaixo de p ou ele esta acima de um segmento que era da parte “de cima” do
poligono, entdo p nao estd em nenhum poligono. Caso contrario, o poligono ¢ dado pelo segmento.

A complexidade da consulta é O(Ign), ja que tanto a busca bindria quanto a busca na ABB tém

essa complexidade.
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Conclusao

A dissertacao apresenta persisténcia em estruturas de dados, mostrando vérios resultados dessa
area, com atencao especial para a implementacao destas estruturas de forma pratica.

As implementacoes de deque apresentadas mostram como reduzir a complexidade pode complicar
bastante a teoria e implementacdo de uma estrutura. Como indicado na Tabela 6.1, para reduzir
a complexidade de tempo de duas operacoes da deque, de logaritmico pra constante, foi necessario
apresentar toda a teoria e codigo mais complexos do Capitulo 6; e, na prética, com limites razoaveis
para os computadores dos dias de hoje, esta solugdo fica mais lenta.

Apresentamos algumas técnicas gerais para tornar algumas classes de estruturas de dados em
persistentes, e aplicamos algumas destas a estruturas conhecidas: apresentamos uma deque persis-
tente que usa implementagdo funcional e uma arvore rubro-negra parcialmente persistente que usa
node copying.

Por dltimo, apresentamos uma aplicacdo de estruturas persistentes; a solugdo do problema de
localizagdo de ponto. B possivel generalizar este tipo de solucdo, na qual fazemos uma linha de
varredura com alguma estrutura de dados de forma offline, j4 que é possivel utilizar uma versao

parcialmente persistente da estrutura para respondermos as consultas de forma online.
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